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Resumo

Em diversas situacoes estamos interessados em observar como uma determi-
nada quantidade evolui com o tempo. Em alguns casos, as relacoes de recorréncia
podem ser usadas como modelo para descrever a evolucao de tais quantidades.
Neste minicurso, temos como objetivo usar as relacoes de recorréncia como fer-
ramenta de analise de diversos problemas de aplicacao nas mais variadas areas
de conhecimento bem como discutir alguns aspectos tedricos necessarios em tais
analises.
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Este curso foi elaborado para trazer uma abordagem para a perpectiva do
ensino de matematica, através de uma ‘“leitura” da realidade sob o olhar da
matematica.

Neste contexto, serd feito um estudo de equacdes de diferencas, através de
aplicacoes bioldgicas.

O ponto de partida serd a modelagem dos processos discretos, que sao
predominantes nos sistemas da natureza.
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Para isto, foi feita a opcao de trabalhar os conceitos essenciais das equacoes
de diferencas, mais adequadas para a modelagem dos processos discretos.

O curso foi elaborado de forma a despertar uma nova visdao dos fenomenos
que ocorrem na natureza, através do olhar matematico, mas sem perder o foco
do fendmeno que se deseja estudar.

Desta forma, ao solucionar o problema matematico que se originou de um
fendmeno real, é importante entender a solucao do ponto de vista da realidade,
em termos de validade e aproximacao de resultados reais.
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Topicos que serao abordados

Cecconello & Diniz

e Modelagem matemadtica

— Primeiros modelos
— Do problema real ao modelo matematico

e Modelagem através de equacoes de diferencas

— Equacodes de primeira ordem
x Divisao celular
*x Populacao de insetos
x Procriacao de lebres
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— Equacoes de segunda ordem
x Propagacao anual de plantas
— Equacao caracteristica e autovalores
— Equacao nao homogénea
e Sistemas de equacoes de diferencas
— Dinamica populacional com 3 classes etarias

— O problema da tartaruga-da-amazonia

e Equacdes com autovalores complexos
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e Equacoes de diferencas nao-lineares

— Equacao logistica discreta
— Sistemas nao lineares
— Conceito de estabilidade
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Modelagem matematica

— A modelagem matemadatica pode ser definida como a descricao através do
ferramental matematico de um evento, processo ou elemento do universo, seja
ele ser vivo ou nao.

— A concepcao do modelo, em geral, é feita a partir de simplificacoes da situacao
original para buscar elementos matemadaticos que possam descrever ou pelo
menos se aproximar da realidade sobre a qual se deseja estudar.

— Nenhum modelo deve ser proposto de forma fechada ou definitiva, busca-se,
através de melhorias ou adequacoes cada vez mais complexas, aproximar cada
vez mais o modelo e a realidade.
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Primeiros modelos

Um dos primeiros modelos foi proposto pelo matematico, gedgrafo, astrélogo
e astronomo, Cldudio Ptolomeu (90-170 d.C.).

O modelo geocéntrico foi concebido no século Il d.C. e tido como verdadeiro
por 14 séculos, até que Nicolau Copérnico (1473-1543), no século XVI, formulou
e apresentou o modelo heliocéntrico.
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Comparando os modelos

(a) Modelo geocéntrico (b) Modelo heliocéntrico

Figura 1. Modelos para mecanica celeste
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Do problema real ao modelo matematico

e A concepcao do modelo matemdatico, nem sempre é uma tarefa facil, a grande
dificuldade esta na identificacao das caracteristicas relevantes da realidade, que
devem ser consideradas e expressas no modelo a ser proposto.

e Ao se deparar com a questdao fundamental que se procura apreender da
realidade é que se comeca a construir o modelo, a partir de premissas que
possam ser traduzidas para a linguagem matemadtica, que em ultima instancia,
nada mais é do que uma linguagem (ou ferramental) com a qual se pode
abstrair (ou descrever) a realidade.

e Devemos pensar em um modelo matematico como sendo uma caritatura para
descrever um determinado fenémeno.
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Formulacao mais especifica

Suponha que seja observada uma determinada medida em espacos regulares
de tempo e obtemos uma sequéncia

{z,} ={x0o, 21, T2, -+ }.
O problema de modelagem entdo se resume em:
e Existe alguma relacao entre os elementos da sequéncia?
e E possivel encontrar uma lei de formacao que permita reproduzir a sequéncia?

/

e E possivel fazer previsoes?
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e Existe alguma relacdo entre os elementos da sequéncia?

/

e E possivel entrar uma lei de formacao que permita reproduzir a sequéncia?

e E possivel fazer previsoes?

O que eu nao posso criar, eu nao compreendo. (R. Feynman)
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Modelagem através de equacoes de diferencas

e Conceitos basicos:

Processos discretos no tempo, ou seja, que ocorrem em intervalos regulares,
tais como: uma vez ao dia, ou em ciclos mensais, em que o estagio seguinte

depende do estdgio anterior.
Tais processos podem ser descritos matematicamente por equacoes de

diferencas (ou férmulas de recorréncia), que estabelecem uma relagdo entre
os termos de uma sucessao.
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O padrao dos padroes

Vamos comecar com algo familiar?

Definicao 1. A forma geral de uma equacao de diferencas linear, de primeira
ordem, ¢ dada por

A1Tni1 + AT, = a3 (1)

onde a; sao coeficientes ou parametros da equacao e x; S$ao os termos da
sequéncia.

No caso em que az = 0, a equacao é denominada homogénea.

Quais sdo os exemplos cldssicos?
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Entre uma PA e um P

Rescrevendo, obtemos:

Tpy1 = alp+ 0

Isto é, o termo seguinte da sequéncia é composto do termo anterior adicionado
de uma constante. E um modelo simples para:

e Dinamica populacional, transmissao doencas infecciosas, poluicao em lagos,
medicacao, temperatura de um corpo, depreciacao de equipamento, refloresta-
mento e investimento financeiro entre outros.
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Definicao 2. Para a equacao de diferencas linear, de sequnda ordem, a forma
geral € dada por

A1 Tpt2 + Q2Tpnt1 + A3Ty, = Q4 (2)

Note que n +2 —n = 2
Definicao 3. Assim, sucessivamente, se define uma equacao de diferencas li-
near, de ordem m, como sendo toda equacao da forma

A1 Tp+m T 2Tptm—1 T - T Am41Tn = Q42 (3)

No caso em que 0s parametros a; sao constantes (reais ou compleros), a
equacao recebe a classificacao adicional de equacoes de diferencas lineares com
coeficientes constantes.
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Definicao 4. Dada uma equacao de diferencas, se denomina solucao geral de

uma equacao de diferencas, a forma geral do termo de ordem n que satisfaz a
equacao de diferencas.

A solucao geral de uma equacao de diferencas pode ser obtida por algumas
técnicas especificas, sem recorrer ao calculo de todos os n termos antecedentes.
Uma abordagem mais completa deste tema pode ser encontrada em Farlow?.

Para x,11 = ax, + 0 tem-se

1 — an—l

1l — «

T, =a"xo+ B

1S, J. Farlow, “Differential Equations and Their Applications”, McGraw-Hill, N. York, 1994.

[ Simpésio Nacional da Formagdo do Professor de Matematica — 2015



Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes [18]

Uma outra alternativa

Imaginemos que x,, seja convergente (7). Entdo tem-se que:

lim z,41 = lim 2, = Z.
n—oo n— 00

__ B

e Para a linear de primeira ordem: z = 1 :
—

a4

CL1—|-CL2—|-CL3

e Para a linear de segunda ordem: = =
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Comportamento tipico

5 300
48F ] s
asl 250r v
*o ’
44 X
- o e X X * * 200 '
4.2 *- o
S 4 . 5 190 o
g/ 8 e
a8l | 100r **
34f 1 50 Lt )
32F/ | /W*/W*
o : L L L L L L L L L G -+ /T/ L L L L L | | |
0 1 2 3 4 ;r’l 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 178 12 14 16 18 20
@ o<r<1 (b) > 1

Figura 2: Simulacdo numérica da recorréncia.
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Figura 3: Simulacdo numérica da recorréncia.
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Dinamica populacional

Seja x,, a quantidade de individuos no instante n.

e O que provoca alteracbes na quantidade de individuos populacao?

e O que seria uma aproximacao razoavel para a mortalidade e natalidade?

In41 — Tpn — ALy — an
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Divisao celular ou reproducao assexuada

e Fixado um intervalo de tempo, cada individuo produz, em média, “a’ In-
dividuos.

— Definindo =1, 2, 3, --- , x,, como sendo o nimero total de individuos
nas geracoes 1, 2, 3, ---, n; entdo, uma equacao simples que relaciona
duas geracoes sucessivas, por exemplo, para as geracoes n+ 1 e n, pode ser
escrita na forma

Tl = QT (> 0) (4)

— Qual seria o tamanho da populacdo apds n geracoes?
Para uma geracdo n qualquer, o nimero de células (supondo existirem z
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individuos inicialmente) serd dada por:

Ly = Oénxo (5)

— A magnitude de “a” € que ird determinar se a populacao aumenta ou
diminui nas geracoes sucessivas, da seguinte forma:
x Se a > 1, entao x,, aumenta nas geracoes sucessivas;
x Se a = 1, entdo x,, serd constante em todas as geracoes;
x Se a < 1, entdo x,, decresce nas geracoes sucessivas.
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Populacoes de insetos

e Consideracoes iniciais:

— Insetos geralmente tém mais de um estagio de desenvolvimento no seu ciclo
de vida, desde o nascimento até atingir a maturidade.

— O ciclo completo pode ter semanas, meses ou até mesmo anos.

— E comum usar uma dnica geracao como unidade de tempo para descrever
um modelo de crescimento de populacoes de insetos.

— Alguns estagios podem ser descritos através de equacoes de diferencas.

— Um sistema de equacoes pode ser condensado a uma uUnica equacao que
combine os parametros que aparecem no sistema.
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Como exemplo, serd considerada a reproducio de um afidio? do dlamo3.

e Hipoteses:
De acordo com Whitham*, esta espécie possui as seguintes caracteristicas

1. A fémea adulta ovipde nas folhas do dlamo, neste local ird se desenvolver a
galha;

2. toda prole de um dnico afidio estd contida em uma galha;

uma fracao desta prole ira eclodir e sobrevivera como adulto;

4. A capacidade de producdo de prole (fecundidade) e a sobrevivéncia até
a reproducao dependem das condicoes ambientais, da qualidade de sua
alimentacao e do tamanho de sua populacao.

o

?Insetos também conhecidos como pulgoes de plantas
3Espécie de olmeiro ou choupo da familia das salinaceas, planta nativa da América do Norte.

4T. G. Whitham, The theory of habitat selection: examined and extended using Pemphigus aphids. Am. Nat.,
115, (1980), 449-466.
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Os fatores apresentados no item 4, momentaneamente, serdo negligenciados
para se estudar um modelo simplificado, no qual todos os parametros sao
constantes.

Primeiro, sera definido:

a, = o numero de fémeas adultas na geracao n;

P, = 0 numero de prole na geracao n;

1 = a fracao de mortalidade de afidios jovens;

f = a fecundidade por fémea, isto é, o nimero de prole produzido por cada
fémea:

r = razao de fémeas do total de afidios adultos.
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e A equacio que modela este caso pode ser formulada por:
Pn+1 = fan (6)

onde a,, € o nimero de fémeas na geracao prévia; f é o nimero de prole por
fémea de afidio e p,, 1.1 € o nimero de prole na geracao n + 1. Como do total
desta prole, apenas a fracdo (1 — ) sobrevive para a fase adulta, apenas uma
proporcao final “r" serd de fémeas. Dai, se obtém

any1 =71 (1 = p) Ppy1 (7)

e As equacgdes (6) e (7) descrevem a populagdo de afidios na geracdo n + 1, em
funcao do total de fémeas na geracao n. A combinacao delas leva a

any1 = fr(l—p)ay (8)
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e Para simplificar do modelo, suponha que os pardmetros bidticos f, r e i sejam
constantes. Desta forma, a solucdo® da equacdo (8) que se obtém para uma
geracao n qualquer é dada por:

an = [fr (1 —p)]"ao (9)

onde ag é o nimero inicial de fémeas adultas.

e Fazendo A = fr (1 — u), este coeficiente representa o niimero per capita de
fémeas adultas que cada mae produz, dai a solucao pode ser escrita na forma:

a, = )\nao (10)

®Como no caso da divisio celular a solucao pode ser obtida por recursividade a partir da populagao inicial ag
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Limitacoes?

e Populacao tende ao infinito ou a zero.

e O que estd faltando?
Outro modelo:

Tpi1 — Tp = a (K —x,)

e O parametro K é a capacidade suporte.
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Limitacoes?

e Populacao tende ao infinito ou a zero.

e O que estd faltando?
Outro modelo:

Tni1 = (1 — o)z, + aK.

e O parametro K é a capacidade suporte.
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Medicacao

e Hipdteses:

— Em intervalos de tempos regulares, uma quantidade § > 0 (mg/l) é
administrada.
— A substancia tem um decaimento « € (0, 1).

e O modelo ent3o é: z,.1 = ax, + 3

e Qual dosagem é efetiva?
e 7=8/(1-a).
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Reflorestamento

e Considerando que:

— Em intervalos de tempos regulares, sao plantadas 8 > 0 arvores.
— Um percentual a € (0, 1) é aproveitada para corte.

e O modelo ent3o é: z,.1 = ax, + 3

e Planejamento?

e z=03/(1-a).
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Recorréncias lineares de segunda ordem

Este problema foi proposto e solucionado em 1202 por Fibonacci (Leonardo
di Pisa). Trata-se de uma aplicacdo interessante da razao aurea, proposto como
exercicio por Edelstein-Keshet®.

e Estabelecendo o problema:

— Suponha que um criador de lebres, estabeleca seu sistema de producdo,
de modo que todo casal de lebres possa reproduzir-se somente duas vezes,
quando eles estdo com 1 e 2 meses de idade (ver figura 4).

— Além disso, suponha que cada casal produza exatamente um novo casal de
lebres a cada reproducao e que todos sobrevivam para se reproduzir por

duas vezes.
O . Edelstein-Keshet, “Mathematical models in Biology”, Ed. SIAM, Philadelphia, 2005.
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e t

geracdaon geragao n+1 geragdon +2

Figura 4: Diagrama para a procriacdo de lebres — fonte: Edelstein-Keshet (pag.
32).
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e Quantos casais o criador terd apds n geracoes?

Rn_|_1 =R, + R,,_1 (].].)

que é uma equacao de diferencas de segunda ordem, linear e homogénea, que
pode ser reescrita na forma:

Rn_|_2 - Rn_|_1 - Rn — O (12)

[ Simpésio Nacional da Formagdo do Professor de Matematica — 2015



Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes [36]

Solucao da equacao de 2¢ ordem

e Suponha que R,, = A" K, em que K é o nimero inicial de casais de lebres.

e Dai, levando em (12), vem

N2 — NI — A" K =0 (13)

e Fatorando a equagdo (13) para A" K, se obtém

AN =A=DN"K =0 (14)
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e Supondo K # 0 e A # 0 entao

M —-A—-1=0 (15)

e Do qual tem-se:
1 —+5 1 5
Alsz ou )\2:%[ (16)

e E a solucao nao nula da recorréncia é

n

1— /5 1+/5)
Ro— g (12Y5) L, (LD

5 5 (17)

e Levando em consideracao que Ry = Ry = 1 entao o numero de casais é:
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n

_5-VB(1-VE) 54 VB (1415
10 2 10 2

(18)

1. Apesar da aparéncia, a solu¢do apresentada pela equagao (18) gera a conhecida
sequéncia de Fibonacci, ou seja, paran =0, 1, 2, 3, --- se tem

(R} =1{1,1,3,5,---}.

1++5

2. O valor de \y = 5 € também conhecido como niimero de ouro (¢)’,

assim como proporcao aurea ou a divina proporcao, que tem uma propriedade

interessante, pois seu inverso (l) satisfaz a seguinte relacao: — = ¢ — 1.

i ¢

"Em homenagem ao arquiteto grego Phidias
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Propagacao anual de plantas

Informacoes iniciais:

Algumas plantas produzem sementes todo ano no final do verdo. A floracao
desaparece, deixando a prole numa dorméncia, na forma de sementes.

Apds o final da seca uma fracao destas sementes ird germinar. No entanto,
algumas sementes podem ficar dormentes por um ano ou mais até germinar,
enquanto outras poderdo sucumbir (calor, frio, incéndio, etc.).

Para formular um modelo que descreva a propagacao anual de plantas existe
um complicador: plantas produzirem anualmente sementes que poderao estar
dormentes antes da germinacao.

Neste caso, nao se pode perder de vista, tanto a populacao de plantas quanto
a reserva de sementes de varias idades no banco de sementes.
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Estabelecendo o problema:

As plantas produzem sementes no final de sua estacdo de crescimento (final
do verdo) apds o qual elas morrem. Uma fracdo destas sementes sobrevivem ao
inverno (seca), e destas, algumas germinardao no inicio de sua estacdo (comeco
das chuvas), produzindo uma nova geragdo de plantas. A fracdo que germinou
depende da idade das sementes.
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Definicoes e hipodteses:

Parametros:

e ~: numero de sementes produzidas por planta;
e «: fracao de sementes de 1 ano que germinarao;
e (3: fracao de sementes de 2 anos que germinarao;

e o: fracao de sementes que sobrevivem a cada inverno.
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... cont. Definicoes e hipo6teses:

Na definicao das varidveis, se deve notar que o banco de sementes ira mudar
algumas vezes durante o ano devido a:

| — germinacao de algumas sementes;
|l — producao de novas sementes;

Il — envelhecimento de sementes e mortalidade.
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Diagrama do processo:

Anco K Ano K+1 Ano K+2
— Inverno Inverno
T . ! > = r,—q,‘: . 6 +2
_\\ / N ), C
3% St Oy go
. I:]n+2 —_ O
A N g\ =
i SHONY : '. ‘\ > n+2
: C}C}G vl
' Py i
Sh+ i O
X — %8
Pr - Prs1 . N 2.0
O )

Figura 5: Diagrama da propagacao anual de plantas.
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Construcao do modelo:

Com base no diagrama (figura 5), sdo definidas as seguintes varidveis:

e P, = nimero de plantas na geracao n;

e SV = nlimero de sementes novas produzidas;

e S! = nidmero de sementes de 1 ano antes da germinac3o;
e S? = niimero de sementes de 2 anos antes da germinac3o;
= numero de sementes de 1 ano apds a germinacao;

e S? = niimero de sementes de 2 anos apds a germinac3o.
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As equacoes:

P, = aS} + BS2

Sl=(01-a)s}

Sp = (1 - 6)53
SY =
Sl+1 — O-SO

—~ /N /N /N /N
N NN NN =
~ W NN B O O
— — — N N
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Agrupando as equacoes:

Levando (22) em (23) se tem que

S?%,—i—l — (’an) (25)

Da mesma forma, substituindo (20) em (24), vem

S =0(1—a)S, (26)

Dafi, a equacdo (19) na geracao n+1, pode ser reescrita como

Pop1 =S, 1+ 68504, (27)
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Agora, levando (25) e (26) em (27), junto com a equagdo (25) na equagdo
(23) se obtém o seguinte sistema de equagdes de diferencas

Poy1 = ao(yP,) + Bo(l —a)S} (28)
S’I}I, — U(’an—l) (29)

Finalmente, levando (29) em (28), se obtém

Poi1 = ao(yP,) + Bo*(1 — a)yP,_1 (30)

Assim, o total de plantas na geracao n + 1 é dada em funcao do total de
plantas nas geracoes n e n — 1, ou seja, o total de plantas numa geracao depende
do total de plantas nas duas geracoes imediatamente anteriores.
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Solucao da equacao para a propagacao de plantas

e Supondo P, = \" P, tem-se que:

M —_bA—c=0 (31)
no qual b = aoy e c = Bo?(1 — )7,

e Possui raizes A1 2 = % (1 +v1+ 5) , em que

5:45(1—04):@(3_1)

Yol Yo \ o
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Solucao geral

Usando os autovalores anteriomente encontrados, a solucao geral entao pode

SEr eXpressa por:
P, = Cl)\? + 02)\3

em que C; e C5 depende das condicoes iniciais do problema.

e Sob que condicoes esta recorréncia pode representar o problema?

e Sob que condicoes de parametros a espécie de plantas esta livre de risco
extincao?

e Existem pardmetros que fazem a sequéncia permanecer constante?
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Algumas simulacoes

8x10
*
B 7k *
| *
6 *
| *
1] 2]
8 & *
5 1 5% * ]
s a *
[0 [0 *
° 7 T 4r * 7
o o *
o) i 9] *
1 ¥
ol * |
i 1r i
0 | | | | I sl 0 ! fekRHERT |
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Iteragdes lteracdes
(a) a =0.5 (b) raa = 0.6

Figura 6: Simulacdo numérica: 0 =0.25, vy =2.0e 0 = 0.§;
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Sistemas de equacoes de diferencas com aplicacoes

O problema anterior pode ser reescrito da seguinte forma
{ Pn-l—l
Snt1
que pode ser escrito na forma matricial por
P11 acy Po(l—«) P,
— 2
( St ) ( oy 0 Sn (32)

Para simplificar a notacdo, fazendo a1; = oy, a2 = Bo(l — «),
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Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes [52]

as) = oy easg =0, x, =p, ey, =S, osistema (32) se torna
Ln+1 _ a1 ai2 Ln (33)
Yn+1 az; a2 Yn
Agora, adotando a notacao vetorial, fazendo
x a a
v, — no) A — 11012 )
Yn a1  a22
dai, o sistema (33) pode ser escrito na forma

Vi1 = Avy, (34)

Repetindo o procedimento adotado anteriormente, supondo que a solucao do
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Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes [53]

sistema (34) é da forma

([ K\
v () (35)
Neste caso, substituindo (35) em (34) se obtém
Kl)\n+1 _ a1 ai2 K1>\n (36)
KQ)\TH_l as1 Q929 KQ)\n

que é equivalente a

ou seja,

v, = Av,
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Esta dltima equacao é o que se denomina problema de autovalores - comu-
mente tratado nos livros de Algebra Linear. Assim, desenvolvendo o produto
matricial do lado direito e cancelando o fator A" se chega ao seguinte sistema de
equacoes algébricas lineares para as incégnitas K e Ko

Lo

(37) também pode ser escrito na forma
aj; — A a2 Ky
0= 38
( a21 CL22—)\>(K2) (38)

Uma solucao, neste caso, seria K1 = K5 = 0, o que leva na solucao trivial
v, = 0, ou seja, o nivel populacional z,, e ¥, sao ambos identicamente nulos
Vn € N.
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Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes  [55]

Para se ter solucdes nao nulas nas incégnitas K; e K5, é necessario que o
determinante da matriz em (38) seja nulo (sistema indeterminado). Esta condicao

leva a equacao
ail — A ai2
det =0
a1 ago — A

que conduz a chamada equacido caracteristica associada a matriz A, dada por

(CL11 — )\)(CL22 — )\) — aj2a21 = 0,

uma equacgdo caracteristica quadratica, cujas raizes sdo os autovalores de (34).

Neste caso, desenvolvendo esta ultima equacao e renomeando os termos se
obtém

A — BA+~v=0, (39)

onde,
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Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes [56]

B = ai1 + ass € o denominado traco da matriz A e v = (a11a22 — algagl) é o
determinante da matriz A.

Os autovalores (raizes) da equagdo (39) sdo dados por

) _ BEN/BE -4y
1,2 — 9 )

onde o termo 3% — 4+ é denominado discriminante de A — notacio disc(A).

Assim, analisando o discriminante de A, trés possiveis situacoes poderdo
ocorrer:

i) disc(A) > 0, neste caso, serao dois autovalores reais e distintos;

ii) disc(A) = 0, neste caso, serd um Gnico autovalor real;
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iii) disc(A) < 0, neste caso, os autovalores serdo complexos e conjugados, o que
produz solucdoes com trajetdrias periédicas ou espirais, ao longo do tempo.

Pelo principio da superposicdo linear, a solu¢do do sistema — nos casos i) e iii)
— € dada por:

4

Os valores das constantes Ay, Ay, By e By sdo obtidos de maneira tnica, pelos
niveis populacionais x,, e y,, para duas geracdes sucessivas (condig¢des iniciais).
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Teorema 1. Se o polinomio caracteristico associado ao sistema ou equacao de
diferencas

aXn+2 + bXnit1+cxn =0 (41)

tem uma unica raiz real ¢, a sucessao

Xn = NG (42)

¢ solucao da equacdo (41).

Neste caso, temos:
Tpn — Al)\n -+ Agn)\”

o = BUA + Bon\" (43)
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Dinamica populacional com 3 classes etarias

Estabelecendo o problema

e Algumas espécies de besouros (Volmar-Wasserman) vivem no maximo 3 meses.

e As fémeas podem ser divididas em 3 faixas etdrias: ninfas (de 0 a 1 més),
juvenis (de 1 a 2 meses) e adultas (de 2 a 3 meses).

e As ninfas n3o poem ovos; cada fémea juvenil produz uma média de 4 fémeas
e cada adulta uma média de 3 fémeas.

e A taxa de sobrevivéncia é de 25% para as juvenis (o3) e de 50% para as ninfas
(0'1) — flg 1.
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Ty O,

Ninfas —> Juvenis —» Adultas

61 N

T % | /,

Figura 7: Diagrama do ciclo populacional de fémeas de Volmar-Wasserman
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e Representacao matematica do processo

Com base no diagrama (figura 4), s3o definidas as seguintes varidveis e
parametros:

— N = numero de ninfas na geracao k;

— Ji = nimeros de fémeas juvenis na geracao k;

— Aj = nimero de fémeas adultas na geracao k;

— 01 = taxa de sobrevivéncia das ninfas, ao final do més;

— 09 = taxa de sobrevivéncia das juvenis, ao final do més;

— ~1 = fecundidade das juvenis, producao média de fémeas per capita;
— ~5 = fecundidade das adultas, producao média de fémeas per capita.
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Dai, o sistema de equacoes que descreve o processo evolutivo nas geracoes
sucessivas é dado por

N1 = mde + 7245
Jkr1 = 01Ny (44)
A1 = o02Ji

Ni41 0 v 7 Ny,
Jk41 = o 0 0 S (45)
i Ak_|_1 ] O 09 O i Ak i
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Neste caso, o polinbmio caracteristico associado ao sistema (45) é dado por

P()) = det(A — A]) (46)

onde A é a matriz de coeficientes do sistema e I é a matriz identidade.

A equacdo (46) leva a

[0 A0 0
P()\) = det op 0 O — 0O A O
'\ 0 o2 O 0 0 A /]
ou seja, i i
—A 7 e
P\ =det| o —-A 0 (47)
i 0 092 —)\_

[ Simpésio Nacional da Formagdo do Professor de Matematica — 2015



Cecconello & Diniz

Relacbes de recorréncia e algumas aplicagoes

[64]

Agora, substituindo em (47) os valores dos pardmetros conforme apresentados

anteriormente, se chega a

)\
P(\) =det | 0,5
0

Assim, o polindbmio caracteristico associado a este sistema é dado por

4

0,25

3
0
— A

P(A)=0,5+1,51—\°

(48)

Para encontrar os autovalores associados ao sistema, basta encontrar as raizes
da equagdo caracteristica associada ao polinémio caracteristico (48), ou seja,
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encontrar as raizes de P(\) = 0, donde

0,5+1,5A—-X>=0 (49)

Como A\; = —1 satisfaz a equacdo (49). Dai, fatorando por (A + 1) em (49),
se obtém

A+1)(0,5+X—X%) =0 (50)

Por fim, aplicando a férmula de resolucao da equacao do 2° grau para o termo
quadratico que aparece em (50), se obtém os valores de A5 e A3, dados por

1— 1
Ny V3 Ny — +4/3

2 2
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Desta forma, os autovalores associados a este sistema sao

1 — 1

Portanto, a solu¢do do sistema (47) se torna

Nk C’ll)\llC + 012)\15 + 013>\I§
Jp = Cor\¥ + Coo\§ + CozNb (51)
Ak C’gl)\]lﬂ + C32)\I§ + 033>\l§

Lembrando que as constantes C;; ficam unicamente determinadas, conhecidas
as quantidades de fémeas de cada classe etdria, para trés geracoes sucessivas
(condicdes iniciais).
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Autovalores complexos

A equagdo caracteristica resultante do sistema (34) pode ter autovalores
complexos, onde a parte imaginaria é ndo nula (nos casos em que disc(A) < 0),
ou seja, considerando a equacao caracteristica quadratica na forma

A — B A+~ =0,
com [3? < 4+, ent3o os autovalores (complexos e conjugados), sdo dados por

AM=a+bi e X\ =a—bi,

com a =

éeb: \/’52_47‘
2 2
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Autovalores complexos podem ocorrer tanto para equacoes de diferencas de
ordem 2, ou superior, quanto para sistemas de equacoes de diferencas de ordem
maior ou igual a 2.

Desta forma, é necessdrio obter solucdoes gerais envolvendo poténcias de
nimeros complexos, que tenham sentido do ponto de vista bioldgico, como por
exemplo, solucoes do tipo

T, = A1(a+bi)" + As(a — bi)" (52)

Isto pode ser feito utilizando as propriedades fundamentais dos numeros
complexos, conforme indicado a seguir.
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a+bi = r(cos 6 +isen ) = re® (53)

a—bi = 7r(cos @ —isen ) =re (54)

Assim, usando as férmulas de Euler (53-54), se obtém a poténcia de um
nimero complexo através das relacoes

(a+bi)" = (re')" =" = ¢+ §i (55)

onde € = r" cos(nf) e § = r"sen(nb).

Desta forma, usando as relacdes dadas em (53) e (54), a solu¢do apresentada
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em (52) pode ser reescrita na forma

Al(a —+ bZ)n + AQ(CL — bl)n =
Aqr™ (cos nf + isen nf) + Aor™ (cos nf — isen nb)

Ln
Ln

dai, fazendo (A1 + As) = C1 e (A1 — As) = C5, a equagdo acima se torna
x, = Cir" cosnf + iCor™sen nb (56)

Agora, denotando por p,, e g, em (56), de modo que p,, = cosnb e
qn = sen n#, a solucao x,, pode ser escrita na forma

x, = C1r"p, +1Cor"q, (57)

Como a equagao (57) é linear para as partes real e imaginaria, dai se pode concluir
que elas também sao solucoes.
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Aplicando o principio de superposicdo linear para as partes real (p,) e
imagindria (g, ), se define uma solugdo a valores reais,

x, = r"[C1 cos(nh) + Casen(nb)] (58)

Desta forma, as solucboes associadas a autovalores complexos apresentam os-
cilagbes nas sucessivas geracoes que serdo crescentes (se 7 > 1), decrescentes (se
r < 1), ou de amplitude constante (se r = 1).

Além disso, se r = va? + b? =1 e arctan(b/a) é um multiplo racional de T,
entao a solucao z,, serd periédica, assumindo um ntumero finito de valores a cada
ciclo.
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Analise alternativa

Podemos estabelecer uma andlise qualitativa do sistema:

Vpi1 = Av, +b (59)

Suponha que lim,, o z,, = % e lim,,_, o y,, = ¢y. Entao

¥=Av+b (60)

em que v = (z,7)".
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Uma anadlise dessa forma pode ser util em:

e Os individuos de uma espécie estao dispersos em duas regides A e B.
e A regido A possui capacidade suporte K4 e a B, K.

e Ha uma migracao entre as regioes.

Tnt1— Tn = @ (KA — Tpn) + MBYn — MATy
Ynt1 — Yn = B (KB — yn) + max, — mpyn

Tpt1 \ [ 1—a—mgy mq Tn a4
()= 0™ it ) O )+ (i) o
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Um sistema especifico

Cecconello & Diniz

Consideremos o caso particular em que:
Ln+1 & 1 — B Ln
= 62
<yn—|—1> (1_04 6 >(yn> ()
Observe que z,, 11 4+ Ynat1 = x, + yn, para todo n € N.
Recorréncias deste tipo surgem em:
1-p5

e Andlise de eleicoes.
x
Temos que: — =
y 11—«

e Andlises de mutacao genética.
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Dinamica populacional — retorno

e Modelo basico estabelecido no inicio:

e A taxa de crescimento é sempre constante?

e Uma suposicao razodvel é considerar oo decrescente com relacao ao tamanho
populacao.

e Um opcdo seria a(z,) = r(K — z,,) de modo que

Tpi1 =1(K —xp)x,.
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e Ou ainda a(z,) = e"(K~%2) de modo que

Tpil = z, e (=),

Definicao 5. Uma equacao de diferencas nao linear de primeira ordem é uma
formula de recorréncia do tipo

Tni1 = f(Tn) (63)

em que f € uma expressao nao linear de x, (produto, poténcias, exponenciais,
etc. ).
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Equacoes de diferencas nao lineares

e A solucdo de (63) é uma expressdo que relaciona x, e a condi¢do inicial xg,
para cada estagio n. Geralmente, ndo é possivel obter tal solucao diretamente
quando se trata de equacoes nao lineares. Na maioria dos casos, o que se
procura fazer é analisar estas equacoes através de seus pontos de equilibrio.

e No contexto das equacdes de diferencas se tem a estabilidade do processo
quando nao ocorre variacao do estagio n para o estagio n + 1, isto €, quando

LIn4+l1 — Tnp = T (64)
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e Da equacdo (64) em (63), se tem um ponto de equilibrio Z quando
T = f(z),

ou seja, T € um ponto fixo da funcao f.

Quando f é derivavel, entao:
Tns1 = f(Z)+ [ (@) (@n — Z) + O(zy — T)°

ou ainda
Tny1 — 2 = f(Z)(xn — 7) + O (T — f)2
que reescrevendo, temos:
Yn+1 2 [ (Z) yn.
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Estabilidade

O parametro A = f’(Z) é denominado autovalor do equilibrio Z da equagdo
(63). Conforme os valores que A\ assume, se tem que:

— Se 0 < |A| < 1 7 é, localmente, assintoticamente estavel (atrator), ou seja, se
x, esta proximo de I, entao x,, converge para . Mais ainda, se 0 < A < 1 a
convergéncia é mondtona e se —1 < A < 0 a convergéncia é oscilatdria.

— Se |A| > 1 o ponto de equilibrio = é instavel (repulsor).

— Se |A| =1, o ponto de equilibrio Z é neutramente estdvel , ou simplesmente
estavel. A sequéncia x,, pode convergir para ou se afastar de .
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Equacao logistica discreta

e Um modelo matematico que se tornou cldssico em dindmica populacional
sugerido por Verhulst®, possui um modelo similar para equacdes de diferencas
nao lineares, onde a taxa de crescimento populacional depende do nimero de
individuos da prépria populacdo (densidade dependente), que é dado por

Tni1 = f(xn) =re,(1 — ), (65)
com7r >0

e Os pontos de equilibrio de (65) sdo dados pelos pontos fixos de f, ou seja,
T=f(z)=rz(l1-z2)=Zourz*—z(r—1)=0=z[rz — (r—1)] = 0.
8. D. Murray, “Mathematical biology”. Springer, Berlim, 1990.
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Portanto,

1
T1 =0 (ponto trivial) e Zs=1—— (ponto nao trivial).
r
E desde que f'(z) = r(1 — 2z) ent3o: para T; = 0, se tem que \; = ; e para

To=1——, setem que \o =2 — 1.
r
Assim, se:

a) 0 < r <1, entdo o ponto T; = 0 é assintoticamente estavel, enquanto
To < 0 é instavel.

b) r > 1, entdo T; é instavel, enquanto T é assintoticamente estdvel, desde
que Ao =2 —r|<1l<=1<r <3,

e O modelo logistico discreto, dado pela equagdo (65), é um dos mais simples
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exemplos de equacoes de diferencas nao lineares e se pode notar a complexidade
de seu desenvolvimento quando se varia o parametro r (cf. Bassanezi, 2002).

e A formulacdo de modelos matemdaticos com equacdes de diferencas ganhou
forca a partir dos trabalhos desenvolvidos por May®, sobre dindmica popula-
cional de certos insetos que tém geracoes que se sobrepoem, cujos individuos
sao gerados periodicamente.

e Ao variar o parametro r a partir do valor 3, quando ocorre a primeira bifurcacao
do estado de equilibrio (oscilagdo de periodo 2).

')R. M. May, Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature, 261, (1976), 459-467.
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Periodicidade

Recorréncias nao lineares podem apresentar periodicidade.

e Um ponto & é periddico, de periodo 2, se

Isto é, se T é ponto de equilibrio da recorréncia z,+1 = g(x,) em que

z)).

e A estabilidade de pontos periddicos é feita analisando ¢'(Z).

[ Simpésio Nacional da Formagdo do Professor de Matematica — 2015



Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes [84]

e Para o caso da logistica, temos:

r++/(r+1) (r—3)+1
2T

T1,2 =

e E temos também:
g/(fl,g) — —p? +2r+4

e Parar = 3.2, temos Z1 = 0.7995 T2 = 0.5130 e ¢'(Z12) = 0.1600. Logo, 71 e
To SA0 pontos assintoticamente estaveis.
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Figura 8: Simulacdo numérica da interacao entre individuos.
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Doencas infecciosas — fenomeno viral

Principais caracteristicas:

e Os individuos de uma populacio sao divididos entre suscetiveis e infecciosos.

e A trasmissiao da doenca ocorre por meio do contanto entre suscetiveis e
infecciosos.

e O contato entre os individuos ocorre de maneira aleatdria.
e Todos os suscetiveis tem a mesma probabilidade de ser infectado.

e O numero de individuos na populacio permanece fixo durante o periodo de
ocorréncia da doenca.
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O modelo

e Sejam S, e I,, as quantidades de suscetiveis e infecciosos no tempo n.
e O produto S,,1,, representa os possiveis encontros.

e Um fracdo 5 > 0 desses encontros resultam no contagio dos suscetiveis.

Assim,
Sn—i—l — Sn — _BSnIn

[n—l—l — In — Bsnln
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Desde que S,, + I,, = ¢, que podemos tomar como sendo ¢ = 1, entao
In—l—l — (1 + 6 T Bln) In
e Quem sao os pontos de equilibrio desse modelo?

e E a estabilidade?

e Qual o comportamento do valores de I,,7 e de S,,”

Esse modelo também serve para explicar os virais em tempos de internet.
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Interacao entre individuos

A interacao entre individuos de uma mesma espécie é um importante ramo de
estudo dentro da biologia tedrica. Individuos interagem na disputa por recursos
naturais, parceiros para acasalamento e fuga de predadores. Essas interacoes
influenciam a taxa de reproducao e sobrevivéncia.

e Suponha que os individuos podem adotar duas estratégias, A e B nas in-
teracoes.

e Individuos de que adotam A tem uma taxa de reproducdo a > 0 quando
interagem com outros individuos que adotam A.

e Individuos de que adotam B tem uma taxa de reproducao b > 0 quando
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interagem com outros individuos que adotam B.

e Quando A interagem com B, A tem um retorno ¢ > 0 e B tem um retorno
d > 0.

As perguntas de interesse entao sao:

e Qual estratégia serd bem sucedida?
e Quando uma estratégia é estavel?

e Quando uma estratégia pode ser invadida por outra?
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O modelo

e Sejam z,, e y,, a quantidade de individuos adotando A e B, respectivamente.

e Sejam

as frequéncias relativas em que N,, = x,, + yy,.

Observe que a taxa de reproducao dos individuos depende da frequéncia dos
individuos adotando A ou B.
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rA = au, + cv, rg = du,, + bv,,.

A dinamica é dada pelo seguinte sistema:

LIn4+1 = TATn
Yn+1 — T'BYn

Mas observe que:

Nn—|—1 Ln+1 + Yn+1

TALp + BYn
TAunNn + TB'UnNn
(rau, +rpoy) Ny

-~

¢
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Com isso, temos que:

” . Ln+41 . TAXn TAU,
n+1 — — — n
Nn—i—l ¢Nn ¢

” _ Yn+1 TBYn TBU
+1 = = =

" Nn—l—l ¢Nn ¢ "
e desde que u,, + v,, = 1 entao:

(a —c)u, +c
Uy, — Un
i Llla+tb—c—d)uz+ (c—2b+d)u, +b]
f(tin)

[ Simpésio Nacional da Formagdo do Professor de Matematica — 2015



Cecconello & Diniz Relagdes de recorréncia e algumas aplicagdes [97]

A estabilidade

e Pontos de equilibrio: 1 =0, x5 =1 ¢

. b—c
3_a+b—c—d
e Autovalores: A\1 =c¢/b, Ao =d/a e
Ny — ac — 2ab + bd
ST ed—ab

e Supondoa=1.1,b=0.7,¢c=1ed = 1.2 entdo T3 = 0.90 é assintoticamente
estavel.
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Figura 12: Simulacao numérica da interacao entre individuos.
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Presa - predador

As hipdteses mais simples que caracterizam um sistema presa-predador sao:

e Na auséncia de predadores, as presas apresentam crescimento malthusiano.
e Na auséncia de presas, os predadores apresentam decrescimento malthusiano.

e O encontro entre presas e predadores é benéfica para as predadores e prejudicial
para as presas.

Suponha que x,, represente a quantidade de presas e v, de predadores no
instante n. Suponha ainda que o encontro entre presas e predadores ocorre alea-
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toriamente; as presas tem igual probabilidade de serem abatidas por predadores;
predadores sao igualmente habeis. Entao:

Tpt+1 = Ty — DT Yy (66)
Yn+1 = CYn + AT, Yn

em que a > 1, b, c <1 e d sao constantes positivas.

e Para um estudo qualitativo do problema, o mais interessante é estudar a
estabilidade dos pontos de equilibrio para este sistema. Neste caso, a condicao
de equilibrio do sistema é dada por

Tntl =Tpn =T, Yntl =Yn =T (67)
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Cecconello & Diniz

e Levando a condi¢cdo (67) em (66), se obtém

T = aZ — bTy
{ y(1 — c— dzx) (68)
ou seja,
r(l—a+0by)=0
{ y(1—c—dzx) =0 (69)

e Os pontos de equilibrio s3o:
l—c a—1
P, =(0,0 Py, =
1 (7 )7 2 ( d ) b )
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e O passo seguinte é estudar a estabilidade destes pontos. Para isso, sejam

flz,y) =ar —bry  g(z,y) = cy + dxy.

A estabilidade ¢é feita por andlise dos autovalores da matriz

g | f2(T,9) fy(faﬂ)]:[a—bgj —bx

e Para (0,0) temos que os autovalores sdo \; = a e Ao = ¢. Como a > 1 entdo
a origem € instdvel.

e Para P, temos que os autovalores sao

Mo=1%+/(a—1) (c—1)
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Figura 13: Simulacdo numérica do modelo presa-predador.
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Figura 14: Simulacdo numérica da logistica com 100000 iteracoes.
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Figura 15: Simulacdo numérica da logistica com 100000 iteracoes.
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Figura 16: Simulacdo numérica da logistica.
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Figura 17: Simulacdao numérica da logistica.
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Conclusoes e discussoes

e As relacoes de recorréncia podem ser Uteis para descrever diversos fendbmenos.

e Embora sejam ferramentas simples, podem apresentar um comportamento
extremamente complicado

e O uso de planilhas eletronicas pode ser util para se obter um visdo do
comportamento.

e Tanto os aspectos de modelagem quanto da matematica envolvida podem ser
explorados.

e Como explorar isso em sala?
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