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Prefacio

Este e-book é produto do minicurso de mesmo nome apresentado no 3° Sim-
p6sio Nacional da Formacdo do Professor de Matematica e € constituido de trés
capitulos.

No primeiro capitulo ¢ feita uma breve explanacdo sobre os sistemas de nume-
racdo posicionais, explicando o funcionamento desses sistemas e como podem ser
efetuadas conversdes de uma base para outra.

No segundo capitulo é apresentado o passo a passo para a constru¢cdo de uma
planilha eletrdnica capaz de gerar as tabuadas da multiplicacdo de sistemas de nu-
meragdo de diferentes bases.

No terceiro e dltimo capitulo sdo apresentadas generalizagdes para critérios
de divisibilidade, mostrando assim que tais critérios dependem das relagdes que
podem ser estabelecidas entre os nimeros e a base do sistema de numeracdo em
que esses estao representados.



Agradecimentos

Aos amigos do grupo LaTeX BR no telegram, pelas valiosas contribuicdes
dadas para edigdo deste e-book com o uso do IKTEX.



Introducao

O presente texto é voltado para professores de matemadtica. Nele procuraremos
revisitar dois importantes temas da matemadtica basica (sistemas de numeragio e
critérios de divisibilidade) sob uma perspectiva instigante, através do uso de plani-
lhas eletronicas.

Acreditamos que:

(...) a questdo a considerar ndo deve ser como recursos computacio-
nais podem ser anexados a abordagens previamente estabelecidas, e
sim como sua integracao a pratica docente pode viabilizar a producio
de novas abordagens, possibilitando reestruturacdes da ordem e das
conexdes entre os conteidos, e criando novas formas de explorar e de
aprender Matemitica. [1]

Neste sentido, pensamos apresentar, neste material, uma forma interessante
de utilizar recursos computacionais no ensino de matemaética, exemplificando uma
atividade na qual o professor pode conduzir seus alunos a observacdo de padroes
a partir da manipulagdo de planilhas eletronicas, padrdes esses que lhes permitirdo
levantar conjecturas e realizar suas préprias descobertas.

Os sistemas de numeracdo sdo um tema bastante curioso, porém pouco ex-
plorado na educacio bdsica, exceto talvez nas séries iniciais, quando se discute
sobre os sistemas de numeracgao utilizados por civilizacdes do passado, em espe-
cial, o sistema de numeragdo romano. Contudo, trata-se de um tema simples e
que pode ser abordado pelo professor em praticamente todas as séries da educacio
béasica, dado que para compreendé-lo praticamente nenhum pré-requisito faz-se
necessario. Além disso, para aqueles que desejam conhecer por que funcionam os
algoritmos que utilizamos para efetuar as quatro operacdes aritméticas, esse tema
revela-se indispensédvel, pelo menos no que diz respeito ao sistema de numeracao
posicional decimal que hoje utilizamos.

Assim, relembraremos alguns conceitos relacionados aos sistemas de nume-
racdo posicionais que serdo importantes para a compreensao do passo a passo da
construcdo de uma planilha capaz de gerar tabuadas da multiplicagdo em sistemas
de numeragao posicionais de diferentes bases, a0 mesmo tempo em que aprendere-
mos um pouco mais sobre o uso de planilhas eletronicas e teremos a oportunidade
de apreciar seu enorme potencial para o ensino de matematica.
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Tais planilhas auxiliardo na apresentagao de resultados que nos permitirdo per-
ceber a forte ligacdo que existe entre o critério de divisibilidade de um nimero e a
base do sistema de numeracao posicional no qual esse estd representado.

Esperamos que este texto seja ttil para todos aqueles que a ele tiverem acesso,
especialmente para os professores com ansia de despertar em seus alunos a paixao
pelo conhecimento matematico.



Capitulo 1

Sistemas de Numeracao
Posicionais

“Existem 10 tipos de pessoas: as que conhecem e as que ndo conhe-
cem bindrio.”
— Autor desconhecido

Para que o leitor possa compreender a constru¢io das tabuadas apresentadas
no Capitulo 2, bem como as generalizac¢des de critérios de divisibilidade que serdo
feitas no Capitulo 3, é necessdrio antes tratar de algumas nocdes associadas ao
funcionamento dos sistemas posicionais, o que serd feito neste capitulo.

1.1 Nocoes Basicas

Enganam-se aqueles que acreditam que os nimeros s6 podem ser representa-
dos da maneira como estamos acostumados. O nimero 49, por exemplo, poderia
perfeitamente ser representado de outra maneira. E quando digo isso ndo me refiro
a usual representacdo desse nimero em algarismos romanos como XLIX. Também
ndo falo aqui de uma mera substituicdo dos algarismos 4 e 9 por outros simbo-
los quaisquer. Refiro-me a uma sutil modificagdo na maneira como a colecdo de
objetos aos quais esse niimero refere-se foi agrupada. Para que o leitor possa me-
lhor acompanhar o raciocinio, digamos que o niimero 49 tenha sido obtido apds a
contagem da colec@o de pontos vermelhos presentes na Figura 1.1.

Figura 1.1: Representacdo de 49 pontos dispersos.
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Nao h4, na Figura 1.1, qualquer vestigio dos niimeros 4 ou 9, utilizados como
algarismos para representar o nimero 49. Entdo por que representar o nimero 49
utilizando um quatro seguido de um nove? A resposta encontra-se na Figura 1.2,
na qual os pontos da Figura 1.1 aparecem convenientemente agrupados de dez em
dez. Assim, vé-se claramente que o algarismo 4, utilizado na representagdo do
nimero 49, representa, na verdade, quatro dezenas, enquanto que o algarismo 9
representa as nove unidades restantes.

Figura 1.2: Representacdo de 49 pontos agrupados em dezenas.

Contudo, gostariamos de salientar que ndo hd nada que nos obrigue a agrupar-
mos os pontos de dez em dez. Na verdade, essa escolha é totalmente arbitraria.
Assim, se fosse de nossa vontade, poderiamos ter escolhido agrupar os pontos ver-
melhos de oito em oito, como na Figura 1.3, em vez de agrupa-los de dez em dez.
Muitos povos do passado, contudo, mostraram predile¢do por sistemas decimais.
A principal razdo para a ado¢do da base dez parece-nos ser, portanto, anatbmica e
ndo fruto de alguma vantagem intrinseca da base decimal, como poder-se-ia pensar,
a priori.

Na verdade, tendo a humanidade aprendido a contar com seus dez
dedos, essa preferéncia quase geral pelos agrupamentos de dez foi co-
mandada por esse “acidente da natureza” que € a anatomia de nossas
maos.[2]

A configuragdo presente na Figura 1.3 sugere-nos uma nova representacdo para
o nimero 49, a saber, 61 (1é-se “seis um” e ndo “sessenta e um”). E claro que
poderiamos ter escolhido qualquer niimero inteiro maior que um para realizar o
agrupamento dos pontos vermelhos, obtendo assim novas formas de representar o
nimero 49. O valor escolhido para efetuar os agrupamentos € o que chamamos de
base do sistema de numeragdo. Assim, no exemplo da Figura 1.3, a base adotada
foi a base oito.

Como trabalharemos aqui com numerais representados em sistemas de nume-
racdo posicionais de diferentes bases, de agora em diante, sempre que representar-
mos um nimero em uma base diferente da decimal colocaremos o valor da base
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Figura 1.3: Representacdo de 49 pontos agrupados 8 a 8.

como um indice acompanhando o numeral. Assim, o numeral que representa o
nimero 49 na base 8 serd escrito 61s.

A quantidade de algarismos em um sistema de numeracdo posicional (aqueles
nos quais cada algarismo assume um valor relativo a posi¢do que ocupa no nume-
ral) é sempre igual a base do sistema de numerag¢do. Assim, no sistema bindrio
(base dois) ha somente dois algarismos, 0 e 1, enquanto que, em um sistema como
o hexadecimal (base 16) ha necessidade de criar novos algarismos, o que se faz,
em geral, acrescentando as letras A, B, C, D, E e F para representar os nimeros
de 10 a 15. E por isso que o nimero 49, na base 13, por exemplo, é representado
como 3A;3, isto é, 3 grupos de 13 mais 10 unidades (3 - 13 + 10 = 49). Observe
a Figura 1.4

Figura 1.4: Representacdo de 49 pontos agrupados 13 a 13.

Para representar os nimeros em outras bases alguns cuidados devem ainda ser
tomados. Por exemplo, em um numeral, todos os algarismos devem valer menos
do que a base. Assim, no sistema quindrio, o nimero 49 ndo deve ser representado
como 945, mas como 1445. Para melhor enxergar esse fato, retornemos aos 49
pontos vermelhos, observando que, na Figura 1.5, os “quintetos” devem ser rea-
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grupados de cinco em cinco novamente, assim como fazemos no sistema decimal
com as dezenas ao reagrupd-las em centenas.

Figura 1.5: Representacdo de 49 pontos agrupados 5 a 5.

Nessa maneira de organizar a representacdo dos nimeros (posicional) o al-
garismo zero revela-se como uma ferramenta importante na marcacio de “casas”
vazias. Assim, na Figura 1.6, ao contrario do que alguém mais descuidado pode-
ria pensar, o numeral 3014 € que representa o nimero 49 na base quatro, € ndo o
numeral 314 que, na verdade, representa o nimero 13 =3 -4 + 1.

OO0
QOO0

QO .
OO

Figura 1.6: Representacdo de 49 pontos agrupados 4 a 4.

Na préxima se¢do aprenderemos como representar em outra base um nidmero
expresso no sistema de numeragdo decimal e vice-versa.

1.2 Mudanca de Base

Embora diagramas de pontos, como os apresentados na se¢do anterior, sejam
uma maneira simples de compreender a representacdo de nimeros em diferentes
sistemas de numeragdo posicionais, sua finalidade ndo é efetuar mudancas de base.
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Vejamos primeiro como converter nimeros representados em outras bases para sua
representacdo decimal e depois o processo inverso.

A Figura 1.7 mostra como o numeral 10234, que expressa o nimero 75 no
sistema quaterndrio, fica quando representado no diagrama de pontos.

QOO0
QOO0

OO0
L) | (e

A

Figura 1.7: Diagrama de pontos do nimero 75 no sistema quaterndrio.

Percebe-se, na Figura 1.7, além dos pontos isolados, a presenca de trés tipos
de agrupamento, os quais estio representados na Figura 1.8. Como estamos traba-
lhando com a base 4, a quantidade de pontos em cada um desses agrupamentos é
sempre poténcia de 4, neste caso, 4 = 4!, 16 = 42 e 64 = 4>. Note que os pontos
isolados também podem ser interpretados como um "agrupamento'que representa
a poténcia 1 = 49,

QOO0
OO00

OO OOI00
O OO QOO0

(a) Grupo de 4 pontos. (b) Grupo de 16 pontos. (c) Grupo de 64 pontos.

Figura 1.8: Tipos de agrupamentos obtidos na base 4.

Observando novamente a Figura 1.7 notamos que uma forma de contar os 75
pontos é multiplicando a quantidade de pontos de cada grupo pela quantidade de
vezes que tais grupos aparecem no diagrama, desconsiderando, € claro, os grupos
contidos em outro grupo maior, pois seus pontos serdo contabilizados nesse outro
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grupo. Neste exemplo, temos 1 grupo de 64 pontos, 0 grupo de 16 pontos, 2
grupos de 4 pontos e mais 3 pontos isolados; podemos concluir entdo que 10234 =
1-4340-4242-4'4+3-4°=1-644+0-16+2-4+3-1 = 75. Ou seja, para
encontrar a representacdo decimal de um nimero expresso em outra base, basta que
somemos o resultado das multiplicagdes de cada algarismo pela poténcia da base
correspondente a ele, comecando pela poténcia de expoente zero multiplicando o
algarismo das unidades e sendo acrescida uma unidade ao expoente a medida que
tomamos algarismos mais a esquerda.

Perceba-se que isso € exatamente o que fazemos com os numerais na base dez.
Um numero como 4.527, por exemplo, € representado por esse numeral justamente
porque 4.527 = 4-1000+5-100+2-10+7 = 4-103 +5-10% +2-10' 4-7-10°.

O processo inverso € feito a partir do método das divisdes sucessivas que, como
o proprio nome sugere, consiste em tomar sempre a base para a qual o nimero esta
sendo convertido como divisor e em efetuar sucessivas divisdes, primeiramente
do nimero que se deseja converter, e depois dos quocientes obtidos a partir dele,
guardando-se os restos obtidos apds cada divisdo, até que o valor do quociente
torne-se menor do que o valor da base. Os algarismos do novo numeral serdo,
da esquerda para a direita, o ltimo quociente obtido, seguido de cada resto na
ordem inversa de seu aparecimento, como vemos na Figura 1.9, que representa a
conversdao do numeral decimal 75 no numeral 10234.

7514
3 1814

N2 4L4
Ql

Figura 1.9: Exemplificacdo do método das divisdes sucessivas.

A Figura 1.10 explica, através de diagramas de pontos, por que o método das
divisdes sucessivas efetivamente funciona.

000000
000000 (9999

O
00|00|o (09|00

OO0 ol »o Q0|0 751a
L [

OO

7514 3 18(4 3 1814
3 1814 QO 2 a4 2414
2 414 01
a4 00 QOO0
(a) Primeiro agrupamento. (b) Segundo agrupamento. (c) Terceiro agrupamento.

Figura 1.10: Etapas do método das divisdes sucessivas.

Compreender esse processo de conversdo de um nimero de uma base para a
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outra serd fundamental para a construcdo das tabuadas que serd apresentada no
préximo capitulo.



Capitulo 2

Tabuadas em Planilhas
Eletronicas

“Hd muito quem confunda tabuada com matemadtica.”
— Agostinho da Silva

Neste capitulo, descreveremos em detalhes como é possivel criar uma plani-
lha capaz de gerar tabuadas da multiplica¢do de diferentes sistemas de numeragio
posicionais apenas inserindo o valor da base em uma de suas células. Para isso,
utilizaremos a componente Calc da versdo 5.4.1 do LibreOffice, que € um software
livre, de cddigo aberto e gratuito [3].

A primeira etapa da construcao das tabuadas serd a criagdo de uma planilha de
exibicdo denominada tabuada. Inicialmente, serdo feitas, nessa planilha, apenas
a construcao das linhas e das colunas de cabecalho e modificagcdes relativas a for-
matacdo da tabela, de modo que as préximas planilhas que serdo criadas terdo sua
formatacgio copiada dessa primeira planilha (veja a Figura 2.1). A célula Al sera
destinada a insercdo do valor correspondente a base do sistema de numeracdo, a
qual deverd variar de 2 a 21. Na coluna A e na linha 1 serdo inseridos os niimeros
de 0 a 20. A coluna B e a linha 2 serdo destinadas aos algarismos do sistema de
numeracdo escolhido, sendo inserida na célula B3 a Férmula 2.1 dada abaixo:

= SE(A3 < $A$1; SE(A3 < 10; A3; CARACT (A3 + 55));“7)  (2.1)

a qual devera ser arrastada' até a célula B23.
De maneira andloga, serd inserida na célula C2 a Férmula 2.2:

= SE(C1 < $A$1; SE(C1 < 10;C1; CARACT(C1 +55));“")  (2.2)

que deverd ser arrastada até a célula W 2.

'Nas planilhas eletronicas, arrastar uma férmula significa copid-la para outras células modifi-
cando as referéncias de acordo com o novo endereco da férmula. Por exemplo, ao arrastarmos a
férmula = B5 + D4 da célula C5 para a célula E'7, essa seria substituida pela formula = D7 + E6,
pois, assim como B5 e D4 estdo imediatamente a direita e acima de C'5, D7 e E'6 estdao imediata-
mente a direita e acima de E'7.

12
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] v 7 3 . ] N o 0 o ® 5 T U v W
5 6 7 8 9 10 |11 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 20
5 6 7 8 9 A B C D E

Figura 2.1: Formatagdo da planilha tabuada.

Vamos agora explicar o funcionamento das Férmulas 2.1 e 2.2, apresentadas
acima.

Essas férmulas lancam mdo do comando SE, o qual possui a seguinte sintaxe:
SE(<condi¢do>;<resultado caso verdadeiro>;<resultado caso falso>)

Nota-se entdo que esse comando recebe trés entradas separadas por ponto e
virgula: uma condicdo; aquilo deve ser exibido na célula caso a condicio seja sa-
tisfeita; e aquilo deve ser exibido caso a condi¢do ndo seja satisfeita. No caso da
Férmula 2.1 a condicdo € que o valor contido na célula imediatamente a esquerda
(A3) seja menor que a base do sistema de numerag@o (inserida em A1), isto é o que
nos diz a expressio A3 < $A$1°. Caso a condicdo que acabamos de descrever seja
satisfeita, deve ser executado o comando SE(A3 < 10; A3; CARACT(A3+55)),
o qual explicaremos no préximo pardgrafo. Caso contrdrio, isto é, se a condigdo
ndo for satisfeita, teremos como resultado uma célula vazia, ja que, quando deseja-
mos que o resultado de uma férmula seja um texto, colocamos esse texto entre as
aspas. Assim, neste caso, a expressao “”’ indica que o resultado serd um texto, mas
sem contetdo.

Para entendermos o que acontece quando a condicdo da Férmula 2.1 é sa-
tisfeita precisamos compreender como funciona o comando CARACT. Esse
comando associa valores numéricos situados entre 0 e 255 a um conjunto es-
pecifico de caracteres. Em particular, os nimeros de 65 a 90 correspondem a
sequéncia das letras do alfabeto em caixa alta, por exemplo, CARACT(65) = A,
CARACT(66) = B e CARACT(75) = K. Assim, a expressio SE(A3 <
10; A3; CARACT (A3 + 55)) diz-nos que, caso o valor de A3 seja menor que
10, isto €, seja composto por um unico algarismo, € esse algarismo que deve ser
apresentado como resultado na célula B3, caso contririo, isto é, se o valor em A3

20s cifrdes antes da coluna e/ou da linha que fornecem o endereco de uma célula servem para
fixar a coluna e/ou linha caso a férmula precise ser arrastada. Assim, ao arrastar A3 < $A$1 de B3
para B4 o resultado seria A4 < $A$1.
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for maior ou igual a 10, isto é, for composto por mais de um algarismo, € a letra
que corresponde a esse valor mais 55 que deve ser exibida. Note que se o valor em
questdo for 10, por exemplo, entdo teremos 10 + 55 = 65, valor que, como vimos,
€ associado ao caractere A pela fungdo CARACT.

Quanto a Férmula 2.2, inserida em C'2, segue a mesma linha de raciocinio que
acabamos de expor para a Férmula 2.1, inserida em B3.

A linha 2 e a coluna B, que aparecem coloridas de amarelo na Figura 2.1,
exibem os algarismos da base cujo valor é dado pelo nimero inserido em Al.

O préximo passo consiste na criagdo de uma nova planilha denominada produ-
tos, gerada como copia da planilha tabuada. Na planilha produtos, o valor da célula
A1 deve ser sempre igual aquele inserido na célula de mesmo enderecgo na planilha
tabuada. Para que isso aconteca basta inserirmos a férmula = $tabuada.A1’ na
célula A1 da planilha produtos. Essa planilha ira fornecer simplesmente todos os
produtos de dois fatores obtidos das combinacdes entre um nimero da linha 1 e
outro da coluna A. Para obtermos os produtos desejados, basta inserirmos na cé-
lula C3 a féormula = $A3 x C'$1 e arrastd-la para todas as células azuis. A planilha
resultante estd ilustrada na Figura 2.2.

s S - | T ) T T ) S 5
' 21 0 1|2 3|4 5|6 | 7|8 910 1|12 13/14/15 16 17|18 18|20
i 4| s 7 8|9 |ale|clp|lE|F|GIH]| I [J][K
Mo o 0 0 |lo|lo|ololojo|lofololo|o|o]|o
a1 |1 4|5 7 | 8 | 9 [10| 1 |12 13|14 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 |
s| 2 | 2 10 |12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 32 | 34 | 36 | 38 | 40
«| 3|3 12 [ 15 [ 18 | 21 | 24 | 27 | 30 | 33 | 36 | 39 | 42 | 45 | 48 | 51 | 54 | 57 | 60
[ 4| a 4 12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40 | 44 | 48 | 52 | 56 | 60 | 64 | 68 | 72 | 76 | 80
5|8 10 |15 |20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75 | BO | 85 | 90 | 95 | 100
v 6 | B 12 [ 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60 | 66 | 72 | 78 | B4 | 90 | 96 | 102 | 108 | 114 | 120
w7 |7 14 [ 21 |28 | 35 | 42 | 49 | 56 | 63 | 70 | 77 | B4 | 91 | 98 |105 | 112 | 119 | 126 | 133 | 140
w8 |8 8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80 | 88 | 96 | 104 | 112 | 120 | 128 | 136 | 144 | 152 | 160
w 9 |9 © | 18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81 | 90 | 99 | 108 | 117 | 126 | 135 | 144 | 153 | 162 | 171 | 180
w10 A 10 | 20 | 30 | 40 | S0 | 60 | 70 | B8O | S0 | 100 | 110 | 120 | 130 | 140 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200
un|e 11 | 22 | 33 | 44 | 55 | 66 | 77 | B8 | 99 | 110 | 121 | 132 | 143 | 154 | 165 | 176 | 187 | 198 | 209 | 220
wlf12]| ¢ 12 | 24 | 36 | 48 | 60 | 72 | 84 | 96 | 108 | 120 | 132 | 144 | 156 | 168 | 180 | 192 | 204 | 216 | 228 | 240
“» 13| D 13 | 26 | 30 | 52 | 65 | 78 | 91 | 104 | 117 | 130 | 143 | 156 | 169 | 182 | 195 | 208 | 221 | 234 | 247 | 260
vl 14| E 14 | 28 4 56 | TO | B4 | 98 | 112 | 126 | 140 | 154 | 168 | 182 | 196 | 210 | 224 | 238 | 252 | 266 | 280
* 15 | F | 0 115|304 60 | 75 | 90 | 105 | 120 | 135 | 150 | 165 | 180 | 195 | 210 | 225 | 240 | 255 | 270 | 285 | 300
1 G | 0 |16 |32 48 | 64 | 80 | 96 | 112 | 128 | 144 | 160 | 176 | 192 | 208 | 224 | 240 | 256 | 272 | 286 | 304 | 320
2| 17 | H 17 | 34 | 51 | 68 | 85 | 102 | 119 | 136 | 153 | 170 | 187 | 204 | 221 | 238 | 255 | 272 | 289 | 306 | 323 | 340
18 1 | 0 118 | 36 | 54 | 72 | 90 | 108 | 126 | 144 | 162 | 180 | 198 | 216 | 234 | 252 | 270 | 288 | 306 | 324 | 342 | 360
2019 | J | 0 119 | 38 | 657 | 76 | 95 | 114 | 133 | 152 | 171 | 190 | 209 | 228 | 247 | 266 | 285 | 304 | 323 | 342 | 361 | 380
7 20 | K | 0 | 20 | 40 | 60 | BO | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200 | 220 | 240 | 260 | 280 | 300 | 320 | 340 | 360 | 380 | 400

Figura 2.2: Planilha produtos.

Queremos que tais produtos sejam representados na base que for inserida na
célula A1 da planilha tabuada; para isso, precisamos efetuar a conversdo dos nu-
meros que aparecem nas entradas da planilha produtos. Como vimos no capitulo
anterior, isso pode ser feito dividindo o niimero a ser convertido sucessivas vezes
pela base do sistema de numeracdo até que o quociente torne-se menor que a base.
O resultado da conversao serd o ultimo quociente seguido de cada resto obtido, mas
na ordem inversa de seu aparecimento na sequéncia de divisdes. Entretanto, como
nosso objetivo é criar uma tabuada, sé precisamos trabalhar com os produtos de ni-
meros que possuem um Unico algarismo. Acontece que esse tipo de produto gera,
no sistema de numeragdo em que o nimero em questdo estd sendo representado,

3No Excel, ao invés desta férmula, teriamos = tabuada! A1.
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nimeros de apenas dois algarismos, no mdximo, ou seja, é possivel encontrar tais
algarismos simplesmente encontrando o quociente e o resto da divisdo dos nimeros
da planilha produtos pela base desejada.

Para concretizar o que foi explicado no pardgrafo anterior, serdo criadas, a par-
tir de copias da planilha produtos, as planilhas auxiliares restos e quocientes, que
terdo como entrada, respectivamente, os restos e os quocientes dos nimeros da pla-
nilha copiada pela base do sistema de numeracdo, inserida na célula A1 da planilha
tabuada. Para gerar o resto e o quociente da divisdo de um nimero por outro no
LibreOffice utilizam-se, respectivamente, os comandos MOD e QUOCIENTE.
Assim, por exemplo, se escrevermos = MOD(32,5) em uma célula, o resultado
exibido serd o nimero 2, que é o resto da divisao de 32 por 5. No caso da planilha
restos, devemos escrever na célula C'3 a Férmula 2.3 abaixo:

= MOD($produtos.C3; $tabuada.$A$1) (2.3)

e arrasti-la para todas as células com preenchimento azul. Procedendo de forma
analoga com a planilha quocientes, mas utilizando o comando QUOCIENTFE em
vez do comando M OD, obtemos através da Férmula 2.4 os resultados ilustrados
na Figura 2.3.

= QUOCIENTE(($produtos.C3; $tabuada.$A$1) 2.4)

[o ol alhlnlalh bini o ol oga =i s s i ilifsisldiniioialiis a nislnls
S
|

ot mpliRAERPRREY

718 9 A8 CcliDlElFIG HII|JI]IK]

iz lelz<|e ]~ <
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T
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+ 15|
v 16|
» 1

8|
19|
14 20

B S P S A A S

(a) Planilha restos. (b) Planilha qguocientes.

Figura 2.3: Restos e quocientes obtidos da planilha produtos.

Contudo, como pode ser notado na Figura 2.3, ha entradas na parte azul dessas
tabelas que possuem mais do que um algarismo, o que ¢ um inconveniente. Para
contorna-lo, criamos as planilhas unidades e grupol copiando as planilhas restos e
quocientes e substituindo as Férmulas 2.3 e 2.4 pelas férmulas:

= SE($restos.C3 < 10; $restos.C3; CARACT ($restos.C3 + 55))
e

= SE(3quocientes.C3 < 10; $Squocientes.C3; CARACT ($quocientes.C3+55))
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(a) Planilha unidades. (b) Planilha grupol.

Figura 2.4: Planilhas de algarismos.

nessa ordem, arrastando-as por todas as células de preenchimento azul das plani-
lhas unidades e grupol, respectivamente, para substituir os nimeros de dois alga-
rismos pelas letras correspondentes, como pode ser visto na Figura 2.4.

Uma vez construidas as cinco planilhas auxiliares, as células azuis da plani-
lha de exibicdo (planilha tabuada), que representam as entradas da tabela, serdo
meramente a concatenacdo das células correspondentes nas planilhas unidades e
grupol. Contudo, para que sejam exibidos apenas os resultados que interessam
na base inserida na célula A1, devemos utilizar as fungdes légicas SE e OU e
inserir em C3, na planilha fabuada, a formula = SE(OU($B3 = “”;C$2 =
“); 4«7 CONCATEN AR($grupol.C3; $unidades.C3)).

A Figura 2.5 ilustra as tabuadas geradas pela planilha fabuada nas bases 21 e
15, respectivamente.

15|67 e s 10/ m 12 13 1¢]1s 16 17 18[19 20

Bl8g|8l8|« « - &
8(8gi2lg|~ = -
Riefes]- -

(28

8
gaalg
a2
sizgas/R R

28
8

(a) Base 21. (b) Base 15.

Figura 2.5: Tabuadas geradas na planilha de exibigao.

Para ter acesso a pasta de trabalho que foi construida seguindo as orientacdes
dadas neste capitulo basta que o leitor clique aqui. Com essa ferramenta em maos
passa a ser possivel analisar com rapidez uma grande variedade de tabuadas de
sistemas de numeracao diferentes do decimal, o que possibilitard a discussdo que
serd feita no Capitulo 3.


planilha_tabuada.ods

Capitulo 3

Generalizacao de Critérios de
Divisibilidade

“A matemdtica aplicada necessita da matemdtica pura tanto quanto
o formigueiro necessita das formigas.”
— Paul Halmos

Nesta se¢do, com o auxilio das tabuadas montadas usando planilhas eletroni-
cas, serd possivel explorar os padrdes que nos permitirdo generalizar critérios de
divisibilidade.

Por exemplo, observando as tabuadas de bases pares, pode-se perceber que, em
uma base b = 2k, os multiplos de k£ terminam em 0 ou em k. Para se convencer
disso, observe as linhas destacadas em vermelho na Figura 3.1.

Nelas € possivel observar que, na base 6, os multiplos de 3 terminam em 0
ou em 3, que, na base 12, os miltiplos de 6 terminam em 0 ou em 6 e que, na
base 20, os miltiplos de 10 terminam em 0 ou em A (que vale 10). Ao fazermos
uma analogia com o que temos no sistema decimal veremos que se trata do mesmo
critério de divisibilidade que utilizamos para o ndmero cinco, ja que os multiplos
de cinco terminam em 0 ou em 5, que é a metade de dez.

Na verdade, o critério exposto acima deriva de outro ainda mais geral, que diz
que se b = kd é a base de um sistema de numeracio, entdo existem apenas k
terminacgOes possiveis para os miltiplos de d, as quais séo 0, d, 2d, 3d, ...,
(k—1)d.

Na Figura 3.2, na qual € exibida a tabuada da base 15, € possivel perceber
que os multiplos de 3 possuem apenas cinco terminacdes (0, 3, 6, 9 e C') e que
todas essas terminagdes s@o, elas mesmas algarismos que representam multiplos
de 3 (ndo se esquega de que C' = 12). Também os multiplos de 5 terminam em
multiplos desse nimero: 0, 5 e A (que vale 10). Ndo por acaso hd trés terminacdes
para os mdltiplos de 5 e cinco para os multiplos de 3, jd que 3 x 5 = 15.

As poténcias de divisores da base possuem também um critério de divisibili-
dade bastante singular, visto que os multiplos dessas poté€ncias podem ser identifi-
cados considerando-se simplesmente a terminagdo dos numerais que representam

17
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2 0o [1[2]3[4]5]6 78 ][9]1ofu
1 0 [ 1|2 3456 789 A]B
0 [ 0 |00[ 00 00|00 00]00([00]O00]O00]O0O0]O00]O00
1 | 1 [oo o102 03|04 05]06]|07|08]|09]|0A]oOB
2 [ 2 00| 02|04 |06 |08]0A[10] 12|14 | 16 | 18 | 1A
3 | 3 | 00| 03|06 |09 101316 |19 |20 |23 | 26 | 29
6 o[ 1]2[3]4]s 4 | 4 |00 |04 08| 10| 14| 18|20 |24 | 28 |30 | 34|38
0 [1]2]3]4]s 5 | 5 | 00|05 |0A| 13|18 |21 [ 26| 2B | 34 | 39 | 42 | 47
0 [ 0 |00]00[o00]00]o00] 00 6 | 6
1 | 1 [oo]o1]|o02]03]|04]05 7 |7 |oo| o7 |12 |19 |24 | 2B |36 | 4L | 48 |53 | 5A | 65
2 [ 2 |oo|o02]o04]10]12]14 8 | 8 | 00| 08|14 | 20 |28 | 34 | 40 | 48 | 54 | 60 | 68 | 74
3 |3 9 | 9 | 00|09 |16 | 23|30 |39 |46 |53 |60 69| 76| 83
4 | 4 |00 |04 |12 |20 |24 |32]| 10 A [00|0A[18 |26 |34 | 42|50 |5A |68 76| 84|92
5 | 5 |00 ] 05| 14|23 [32 41 || 11| B |00 |OB|1A |29 |38 |47 | 56 | 65 | 74 | 83 | 92 | AL
(a) Base 6. (b) Base 12.

2 0 [1[2]3 45678 [910]n|[12]13][14]15]16] 17 18] 19
0 0 [ 1|2 3[4 |56 |7 |8 [9|A[B|C|[D|]E[F[G|[H][I]3J
0 [0 |00][ 00 00|00 [00] 00/ 00] 00/ 00|00 00|00 00| 00]O00]00]O00]O00]O00]O00
1 | 1 [o0o|o1]|o02]03]| 04|05 06|07 | 08|09 |0A][OB|[OC]|OD|OE]|OF|[0OG]|OH]| o0 |03
2 [ 2 | 00|02 04|06 |08]0A[OC|OE|OG]|oO |10 12|14 |16 | 18 | 1A [ 1C | 1E | 1G | U
3 | 3 | 00| 03[06]|09[0C|OF [0 [11 1417 |[1A|1D [1G | 1J [ 22 | 25 | 28 | 2B | 2E | 2H
4 | 4 |00 |04 |08 |0C|[0G]| 10|14 |18 | 1C [1G | 20 | 24 | 28 | 2C [ 2G | 30 | 34 | 38 | 3C | 3G
5 | 5 | 00|05 |OA|OF [ 10 |15 [ 1A [ 1F | 20 | 25 | 2A | 2F | 30 | 35 | 3A | 3F | 40 | 45 | 4A | 4F
6 | 6 | 00|06 |0C]| O [ 14| 1A [1G |22 | 28 | 2E | 30 | 36 | 3C | 3 | 44 | 4A | 4G | 52 | 58 | 5E
7 [ 7 |oo| o7 [OE| 11 [18 ] 1F [ 22 [ 29 | 2G | 33 | 3A | 3H | 44 | 4B | 4 | 55 | 5C | 5J | 66 | 6D
8 | 8 | 00| 08 0G| 14 [1C |20 | 28 [2G | 34 | 3C | 40 | 48 | 4G | 54 | 5C | 60 | 68 | 6G | 74 | 7C
9 [ 9 |oo| 09| o0 |17 [1G | 25 [ 2E [ 33 | 3C | 41 | 4A | 4J | 58 | 5H | 66 | 6F | 74 | 7D | 82 | 8B

10 A
11 [ B |00 |0B |12 | 1D [ 24 | 2F [ 36 | 3H | 48 | 4) [ 5A | 61 [ 6C | 73 | 7E | 85 | 8G | 97 | 9l | A9
12 C |00 |[0C| 14 [1G | 28 [ 30 | 3C | 44 | 4G | 58 | 60 | 6C | 74 | 7G | 88 | 90 | 9C | A4 | AG | B8
13| D |00 0D |16 [1J [2C [ 35| 3 | 4B |54 | 5H | 6A | 73 | 7G | 89 | 92 | 9F | A8 | BL | BE | C7
14 | E |00 [OE | 18 [ 22 [2G [ 3A | 44 | 4 [5C | 66 | 70 | 7E | 88 | 92 | 9G | AA | B4 | BI | CC | D6
15 | F |00 [OF | 1A [ 25 [ 30 | 3F | 4A | 55 | 60 | 6F | 7A | 85 | 90 | 9F | AA [ B5 | CO | CF | DA | E5

G

H

I

(c) Base 20.

Figura 3.1: Tabuadas de bases pares com destaque para os multiplos da metade da
base.

esses nimeros. Assim, em um sistema de numeracio cuja base é b = kd, os
miiltiplos de d" sdo aqueles nimeros cujos n dltimos algarismos formam, na
ordem em que aparecem, um miiltiplo de d". Isso quer dizer que como 9 = 32
e, na base 6, ha apenas quatro multiplos de nove formados por dois algarismos
(a saber 00, 13, 30 e 43), entdo todo e qualquer multiplo de nove, quando for re-
presentado na base 6, terd uma dessas terminagdes possiveis, como € o caso do
ndmero 621 que, na base 6 € representado pelo numeral 2513. Ao pensarmos no
sistema decimal, logo notamos que esse critério estd associado aos bem conheci-
dos critérios de divisibilidade dos niimeros 4 e 8, mas o que € interessante notar é
que ele nos fornce bons critérios de divisibilidade para nimeros como 25, 16 ou
125, embora tais critérios dificilmente sejam evidenciados pelos livros. Assim, um
ndmero € multiplo de 25 se, e somente se, termina em 00, 25, 50 ou 75.

Outro critério de divisibilidade bem conhecido no sistema posicional decimal
¢ o do nimero 9, o qual diz que um numeral representa um multiplo de 9 se, e
somente se, a soma de seus algarismos resultar em um muiltiplo de 9.

Mas o que tem o nimero 9 de tdo especial para que possua um critério de
divisibilidade tdo peculiar? Uma rapida reflexdo e notaremos que 9 é o antecessor
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Figura 3.2: Tabuada da base 15 com destaque para os multiplos dos divisores da
base.
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00 | O3 | 06 | 09 | 11 | 14 | 17 | 1A | 22 | 25 | 28
00 | 04 | 08 | 11 | 15 | 19 | 22 | 26 | 2A | 33 | 37

00 | 06 | 11 | 17 | 22 | 28 | 33 | 39 | 44 | 4A | 55
00 | O7 | 183 | 1A | 26 | 32 | 39 | 45 | 51 | 58 | 64
00 | 08 | 15 | 22 | 2A | 37 | 44 | 51 | 59 | 66 | 73
00 | 09 | 17 | 25 | 33 | 41 | 4A | 58 | 66 | 74 | 82
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Figura 3.3: Tabuada da base 11 com destaque para os multiplos de 10 e de seus
divisores.

de 10.

Assim como nos casos anteriores, o critério valido para o 9, na base 10, admite
a seguinte generalizacdo: a soma dos algarismos de um multiplo do antecessor
da base de um sistema de numeracao resulta ainda em um miiltiplo do ante-
cessor da base. Esse mesmo critério pode ser aplicado aos divisores do antecessor
da base. Na base dez esse fato fica evidenciado pelo critério de divisibilidade do
nimero 3.

Em particular, o nimero 10 e seus divisores, na base 11, exemplificam a gene-
ralizacdo que acabamos de apresentar, como pode ser observado na Figura 3.4.

Decorre dai o fato relativamente conhecido de que os dez primeiros multiplos
de 9 podem ser obtidos escrevendo os algarismos de 0 a 9, primeiro em ordem
crescente, na posicdo das dezenas, e depois em ordem decrescente, ocupando o
lugar das unidades. Observando a tltima coluna de qualquer uma das tabuadas
apresentadas até aqui fica claro que esse fato ndo € um privilégio da base dez,
podendo ser generalizado para outras bases da seguinte forma: escrevendo todos



20 CAPITULO 3. GENERALIZACAO DE CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 4 5 6 7 8 9 A

00 [ 00 | OO | OO | OO | OO | OO | OO | OO | OO | OO
00 [ 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | O7 | 08 | 09 | OA

=
=

00 [ 03 | 06 | 09 | 11 | 14 | 17 | 1A | 22 | 25 | 28
00 [ 04 | 08 | 11 | 15 | 19 | 22 | 26 | 2A | 33 | 37

O PN AWN PO

looNouhwNFOo

=
o

Figura 3.4: Tabuada da base 11 com destaque para os multiplos de 10 e de seus
divisores.

os b algarismos de um sistema de numeracio posicional de base b na vertical
em ordem crescente e, depois, ao lado desses, em ordem decrescente, obtemos
os b primeiros multiplos positivos de b — 1.

Para darmos um tltimo exemplo relacionado a esse critério, considere o sis-
tema duodecimal. Nele, tal critério aplica-se ao nimero B (que vale 11). Assim,
para constatar que 3A5B9615 é de fato um multiplo de 11, basta somarmos seus
algarismos. Lembrando que A = 10e B =11, temos3+ A+5+ B+ 9+ 6 =
34+ 1045411+ 9+ 6 = 44, que é multiplo de 11, podemos entdo concluir que
3A5B9612 é também um multiplo de 11. Isso pode ainda ser verificado por meio
da conversao desse numeral para o sistema de numeracio decimal, ji que temos
3A5B9612 =3x 125410 x 124 +5x 123 + 11 x 12249 x 124 6 = 964194 =
11 x 87654.

Note que, ao somar os algarismos do numeral expresso na base 12, fizemos isso
utilizando a tabuada da base 10. Embora pudéssemos efetuar todas essas operagcdes
utilizando a tabuada do sistema duodecimal, isso ndo € realmente necessario.

Na base 10, um critério de divisibilidade um pouco menos difundido que os
que vimos antes, mas ainda assim bem conhecido, é o do nimero 11. Esse critério
diz que, para saber se um niimero € ou nao multiplo de onze devemos realizar duas
somas (a soma dos algarismos de ordem par e a soma dos algarismos de ordem
impar do numeral considerado) e depois fazer a diferenga entre essas somas. O
numeral em questdo representard um multiplo de onze se, e somente se, o resul-
tado da operacdo citada for também um multiplo de onze. Por exemplo, 25.674 ¢
multiplode 11, jAque 2 — 5+ 6 — 7+ 4 = 0, que é multiplo de qualquer nimero
e, em particular, de onze. Tal critério pode ser generalizado substituindo a palavra
“onze” por “sucessor da base”, isto €, a diferenca entre a soma dos algarismos
de ordem par e a soma dos algarismos de ordem impar de um miiltiplo do
sucessor da base de um sistema de numeracio resulta ainda em um miiltiplo
do sucessor da base. Esse critério vale também para os divisores desse sucessor,
como evidencia a Figura 3.5.

Embora nio as tenhamos apresentado aqui, as demonstracdes dos resultados
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Figura 3.5: Tabuada da base 14 com destaque para os multiplos dos divisores do
sucessor da base.

apresentados nesta se¢do podem ser encontradas em [4], que pode ser encontrada
no banco de dissertacdes no site do Profmat.



Referéncias Bibliograficas

(1]

(2]

(3]

[4]

GIRALDO, Victor, CAETANO, Paulo & MATTOS, Francisco. Recursos
Computacionais no Ensino de Matemdtica. Colecdo Profmat. Rio de Janeiro:
SBM, 2012.

IFRAH, Georges. Historia Universal dos Algarismos. Rio de Janeiro: Nova
Fronteira, 1997. v.1. p85

Site oficial do LibreOffice. Disponivel em: <https://pt-br.libreoffice.org/>.
Acessado em: 03/10/2017.

RODRIGUES, Aroldo. Sistemas de Numeragdo: Evolugdo historica, funda-
mentos e sugestoes para o ensino. 2013. Dissertacdo (Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional) — Universidade Federal do Oeste do Para,
Santarém, 2 mar. 2013.

22



4= sBm

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

ISBN 978-85-8337-160-

01

4
>

9"788583"3716




	Sistemas de Numeração Posicionais
	Noções Básicas
	Mudança de Base

	Tabuadas em Planilhas Eletrônicas
	Generalização de Critérios de Divisibilidade

