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Prefacio

Este minicurso reflete a experiéncia vivida em sala de aula pelos professores
Glaucia Helena Sarmento Malta e Sérgio Augusto Amaral Lopes, enquanto coor-
denadores e professores do Ensino Fundamental 1 e 2, Ensino Médio e Formagao
de Professores. Assim, o minicurso tem como objetivo discutir o potencial da
resolugdo de problemas [10] como metodologia de ensino de Matemética e sua im-
portancia na tomada e retomada dos conteidos que envolvem a solug@o dos proble-
mas. Propdem-se aos participantes problemas de matemdtica tipicos do curriculo
do Ensino Fundamental 2, do Ensino Médio e a discussdo sobre a solucdo des-
ses problemas, a partir da andlise dos pré-requisitos que os alunos necessitam para
resolvé-los. Pretende-se, assim, promover a reflexdo sobre diferentes estratégias de
solugdes para os problemas apresentados e o potencial da construcdo de portfélios
para o desenvolvimento do pensamento 16gico dos estudantes e para estabelecer
links entre os conteudos estudados nesses anos escolares, bem como o uso de tais
portfélios para fins avaliativos. Em particular, o foco deste minicurso € o ensino de
matemadtica no segundo segmento do ensino fundamental e médio. O método de
tomada e retomada de conteddos através de portfélios como estratégica no auxi-
lio da resolug@o de problemas tem se apresentado como uma excelente ferramenta
para auxiliar o processo de generalizacdo do pensamento matematico e para ampa-
rar o ensino de matemadtica no sentido de possibilitar que os alunos visitem todos
os contetidos necessarios para a solucdo de um problema, independentemente des-
tes conteddos estarem ou ndo na grade curricular do ano ou série em que eles se
encontrem.



Capitulo 1

A Matematica no Ensino
Fundamental e Médio

As justificativas usadas para argumentar sobre a existéncia da Matematica na
vida escolar das criancas e jovens no Ensino Fundamental e Médio sdo varias. Du-
rante todo o periodo que vai da educagdo infantil, 1° ao 9° ano e os trés anos do
Ensino Médio, tal conteido é considerado como fundamental para contribuir na
formacao intelectual do aluno. Contudo, existe uma distincia considerdvel entre o
que pode ser realizado em termos de ensino de Matemadtica e a verdadeira concre-
tizagcdo dos objetivos propostos para esses periodos escolares.

Sao varios os fatores que podem influenciar o desenvolvimento cognitivo e a
superaciao dos desafios impostos pelo ensino de Matemadtica. Nesse minicurso,
entre os mais importantes destacamos:

e Formacao dos professores.
e Curriculo.

e Definicdo de métodos e estratégias de ensino.

1.1 O papel do professor e sua atuacao na sala de aula

Segundo o professor Ubiratan D’ Ambrosio[3], cada individuo tem a sua pra-
tica, e todo professor, ao iniciar sua carreira, vai fazer na sala de aula, basicamente,
o que ele viu alguém, que o impressionou, fazendo. E vai deixar de fazer algo que
viu e ndo aprovou.

Essas memorias cognitivas sdo experiéncias que estio ligadas ao emocional do
professor, mas o lado racional é sem duivida influenciado por aquilo que apren-
deu na sua formacdo. Nesse contexto, destacamos que a boa formagdo nos cursos
de licenciatura e a formagdo continuada sdo fundamentais para a boa pratica do
professor.
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Felix Klein, em sua obra Matemdtica Elementar de um Ponto de Vista Superior
(1908), denuncia uma dupla descontinuidade nos cursos de formacéio inicial do
professor. De acordo com Klein, sdo poucas conexdes estabelecidas:

e entre a matemadtica dos cursos universitdrios e aquela anteriormente estudada
na escola basica;

e entre a matemdtica dos cursos universitarios e aquela que serd futuramente
praticada em sala de aula.

Os cursos de licenciatura deveriam formar professores que sejam capazes de
propor questdes e tarefas que explicitem, envolvam e desafiem o pensamento de
cada aluno, ouvindo suas ideias e pedindo que justifiquem essas ideias oralmente
e por escrito. Ao professor cabe também a tarefa de decidir quando e como incor-
porar a linguagem matematica e as notagdes as ideias dos alunos, além de fornecer
informagdes e avangar nos contetidos, a medida que forem adquirindo as habilida-
des propostas no curriculo.

Shulman(1986) propde a nocdo de saber pedagégico de contetido, como um
saber sobre o contetido para o ensino. O autor critica a separagdo estrita entre
o conhecimento de contetido e a pedagogia, que identifica como um paradigma
perdido.

1.2 A analise do curriculo

O curriculo escolar pode ser considerado como uma estratégia para a acao edu-
cativa. Um curriculo deve apresentar os contetidos propostos, identificar os ob-
jetivos e propor as metodologias mais adequadas para que tais objetivos sejam
alcancados.

No Brasil, desde 1987, utilizamos os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN)
para nortear as escolas na formacgdo de seus Projetos Politicos Pedagégicos e de-
finir as habilidades e as competéncias que os alunos devem adquirir na educagio
fundamental e no ensino médio.

Podemos entender por competéncias o conjunto dos saberes ou conhecimentos
desenvolvidos pelo homem/cidaddo ao longo de sua vida escolar e social.

Atualmente vivemos o momento de espera pelo parecer do Conselho Nacional
de Educacao, CNE, sobre a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) que propde
normatizar a proposta de direitos e objetivos de aprendizagem e desenvolvimento
para alunos da Educacio Bésica. A terceira versdo do documento foi encaminhada
ao CNE em abril desse ano e até aquele momento dava conta apenas do Ensino
Fundamental.

No desenvolvimento das atividades desse minicurso vamos utilizar as atuais
matrizes de referéncia de conteddos do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem)
e do Saeb referente ao 3°ano do Ensino Médio.

Para o 3° ano do ensino médio, a Matriz de Referéncia completa do Saeb, em
Matematica, é formada pelos seguintes descritores:
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HABILIDADES

COMPETENCIAS

Figura 1.1: Curriculo

e Descritores do Tema I. Espaco e Forma
— D1 - Identificar figuras semelhantes mediante o reconhecimento de re-
lagdes de proporcionalidade.

— D2 — Reconhecer aplicacdes das relagdes métricas do tridngulo retan-
gulo em um problema que envolva figuras planas ou espaciais.

— D3 —Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas pla-
nificacdes ou vistas.

— D4 - Identificar a relacdo entre o niimero de vértices, faces e/ou arestas
de poliedros expressa em um problema.

— D5 — Resolver problema que envolva razdes trigonométricas no trian-
gulo retangulo (seno, cosseno, tangente).

— D6 — Identificar a localiza¢do de pontos no plano cartesiano.

— D7 — Interpretar geometricamente os coeficientes da equacdo de uma
reta.

— D8 — Identificar a equagdo de uma reta apresentada a partir de dois
pontos dados ou de um ponto e sua inclinagao.

— D9 —Relacionar a determinagéo do ponto de intersecao de duas ou mais
retas com a resolu¢do de um sistema de equagdes com duas incégnitas.

— D10 — Reconhecer entre as equacdes de 2° grau com duas incégnitas,
as que representam circunferéncias.
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e Descritores do Tema II. Grandezas e Medidas

D11 — Resolver problema envolvendo o cdlculo de perimetro de figuras
planas.

D12 — Resolver problema envolvendo o célculo de area de figuras pla-
nas.

D13 — Resolver problema envolvendo a 4rea total e/ou volume de um
s6lido (prisma, pirdmide, cilindro, cone, esfera).

e Descritores do Tema III. Ndmeros e Operagdes /Algebra e Funcdes

D14 — Identificar a localiza¢do de nimeros reais na reta numeérica.

D15 — Resolver problema que envolva variagdes proporcionais, diretas
ou inversas entre grandezas.

D16 — Resolver problema que envolva porcentagem.
D17 — Resolver problema que envolva equagdo de segundo grau.

D18 — Reconhecer expressdo algébrica que representa uma fungdo a
partir de uma tabela.

D19 — Resolver problema envolvendo uma funcio de primeiro grau.

D20 — Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungdes reais apre-
sentadas em graficos.

D21 - Identificar o gréfico que representa uma situacdo descrita em um
texto.

D22 — Resolver problema envolvendo PA/PG dada a férmula do termo
geral.

D23 — Reconhecer o grafico de uma fungdo polinomial de primeiro
grau por meio de seus coeficientes.

D24 — Reconhecer a representacdo algébrica de uma funcio do pri-
meiro grau, dado o seu grafico.

D25 — Resolver problemas que envolvam os pontos de mdximo ou de
minimo no grafico de uma fungao polinomial do segundo grau.

D26 — Relacionar as raizes de um polindmio com sua decomposi¢do
em fatores do primeiro grau.

D27 — Identificar a representagdo algébrica e/ou grafica de uma fungdo
exponencial.

D28 — Identificar a representacao algébrica e/ou grafica de uma fungdo
logaritmica reconhecendo-a como inversa da func¢io exponencial.

D29 — Resolver problema que envolva fun¢ao exponencial.

D30 — Identificar graficos de fungdes trigonométricas (seno, cosseno,
tangente) reconhecendo suas propriedades.
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— D31 — Determinar a solucio de um sistema linear associando-o a uma
matriz.

— D32 — Resolver o problema de contagem utilizando o principio multi-
plicativo ou nogdes de permutag@o simples e/ou combinagdo simples.

— D33 — Calcular a probabilidade de um evento.
e Descritores do Tema IV. Tratamento da Informacgao
— D34 — Resolver problema envolvendo informagdes apresentadas em
tabelas e/ou gréficos.
— D35 — Associar informacdes apresentadas em listas e/ou tabelas sim-

ples aos graficos que as representam e vice-versa.

A matriz de referéncia para o Enem estd dividida por competéncia e habilida-
des:

o Competéncia de drea 1 - Construir significados para os nimeros naturais,
inteiros, racionais e reais.

— HI - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e represen-
tacdes dos nimeros e operacdes (naturais, inteiros, racionais ou reais).
— H2 - Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.

— H3 - Resolver situagcdo-problema envolvendo conhecimentos numéri-
Cos.

— H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na constru¢io
de argumentos sobre afirmagdes quantitativas.

— HS - Avaliar propostas de intervencao na realidade, utilizando conhe-
cimentos numéricos.

e Competéncia de drea 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a
leitura e a representacdo da realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizacido e a movimentacdo de pessoas/objetos no
espaco tridimensional e sua representa¢do no espago bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

HS - Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos geomé-
tricos de espaco e forma.

HO - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selegdo
de argumentos propostos como solucdo de problemas do cotidiano.

e Competéncia de drea 3 - Construir nocdes de grandezas e medidas para a
compreensao da realidade e a solug¢do de problemas do cotidiano.

— HI10 - Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.
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— H11 - Utilizar a nocao de escalas na leitura de representagao de situacdo
do cotidiano.

— H12 - Resolver situag@o-problema que envolva medidas de grandezas.

— H13 - Avaliar o resultado de uma medi¢@o na constru¢do de um argu-
mento consistente.

— H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conheci-
mentos geométricos relacionados a grandezas e medidas.

e Competéncia de drea 4 - Construir no¢des de variacdo de grandezas para a
compreensdo da realidade e a soluc¢do de problemas do cotidiano.

— HI5 - Identificar a relagdo de dependéncia entre grandezas.

— H16 - Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas,
direta ou inversamente proporcionais.

— H17 - Analisar informagdes envolvendo a variacdo de grandezas como
recurso para a construgio de argumentag@o.

— H18 - Avaliar propostas de intervengao na realidade envolvendo varia-
¢ao de grandezas.

o Competéncia de drea 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem varii-
veis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes algébri-
cas.

— H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo
entre grandezas.

— H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre gran-
dezas.

— H21 - Resolver situacdo-problema cuja modelagem envolva conheci-
mentos algébricos.

— H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso
para a construcio de argumentacao.

— H23 - Avaliar propostas de intervencio na realidade utilizando conhe-
cimentos algébricos.

e Competéncia de drea 6 - Interpretar informagdes de natureza cientifica e so-
cial obtidas da leitura de gréficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia,
extrapolagdo, interpolacdo e interpretacao.

— H24 - Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer
inferéncias.

— H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou grafi-
COS.
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— H26 - Analisar informacdes expressas em graficos ou tabelas como
recurso para a construg¢ao de argumentos.

e Competéncia de drea 7 - Compreender o cardter aleatdrio e ndo determinis-
tico dos fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacdo de amostras e cdlculos de probabilidade para inter-
pretar informagdes de varidveis apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

— H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdao de um
conjunto de dados expressos em uma tabela de frequéncias de dados
agrupados (nfo em classes) ou em gréficos.

— H28 - Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos de esta-
tistica e probabilidade.

— H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como re-
curso para a construcio de argumentagio.

— H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhe-
cimentos de estatistica e probabilidade.

1.3 Métodos e estratégias de ensino

As estratégias de ensino so os processos adotados pelo professor para conduzir
suas aulas de modo a atingir os objetivos propostos em seu planejamento.

Em sua metodologia o professor deve garantir que todo aluno esteja apren-
dendo uma matemadtica sélida, bem estruturada e que tenha significado para o
aluno, além, € claro, de garantir a expansao de suas ideias por meio de desafios
que os envolvam e os motivem a estabelecer conexdes da matemdtica como uma
atividade humana dindmica e em desenvolvimento.

Nesse minicurso vamos destacar a estratégia dos portfélios para a tomada e
retomada de conhecimentos com foco na resolucio de problemas, mais especifica-
mente, problemas relacionados ao Ensino Médio, ligados a Obmep e que servem
de base e apoio aos professores para a preparacdo dos alunos tanto para a prova
do Enem como outras avaliacdes externas a escola tais como: Prova Brasil, Saeb,
Olimpiadas Regionais de Matemdtica etc.

1.4 Refletindo sobre questoes relevantes

Vamos refletir sobre algumas questdes relevantes:

1. Como planejar agoes de formacdo e desenvolvimento profissional perma-
nente que enriquecam e ampliem o contetido matemadtico dos professores
e, a0 mesmo tempo, articulem essa reflexdo com os saberes e experiéncias
emergentes da pratica de sala de aula?
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2. Quais sdo os principais fatores que causam a ruptura no processo de educa-
¢d0 matemadtica nos Ensino Fundamental e Médio?

3. Em sua prética docente, com relacdo aos alunos que vao bem em Matema-
tica, o que eles alegam? E a respeito dos alunos que dizem ndo gostar de
Matematica, o que eles alegam?

4. Na sua experiéncia como professor, qual o diferencial dos alunos que vao
bem na Obmep ou em outras Olimpiadas de Matemética? O que os motivou?
Por que outros alunos, as vezes da mesma turma, ndo se sentiram motivados?



Capitulo 2

A Resolucao de Problemas

A resolugdo de problemas tem sido apontada como uma das competéncias
fundamentais a serem desenvolvidas na educacdo bdsica. Os documentos ofici-
ais apontam o ler, o escrever e o resolver problemas como competéncias de todas
as dreas do conhecimento.

Os Parametros Curriculares Nacionais para a drea de Matemdtica constituem um
referencial para a construgdo de uma pratica que favorega o acesso ao conhecimento
matemadtico que possibilite de fato a inser¢@o dos alunos como cidadéos, no mundo do
trabalho, das rela¢des sociais e da cultura. Os parametros destacam que a Matematica
estd presente na vida de todas as pessoas, em situagdes em que € preciso, por exem-
plo, quantificar, calcular, localizar um objeto no espago, ler grificos e mapas, fazer
previsdes. Mostram que é fundamental superar a aprendizagem centrada em proce-
dimentos mecanicos, indicando a resolucdo de problemas como ponto de partida da
atividade matematica a ser desenvolvida em sala de aula.[1]

A Matemdtica tem na sua génese a resolugcdo de problemas como motivagao
para o desenvolvimento de muitas de suas ideias e de seus campos. Lamentavel-
mente, omite-se o0 processo de criagdo e as etapas pelas quais 0 matematico passou
para chegar aos conceitos e procedimentos eficazes para resolver determinados pro-
blemas. Omitindo-se tais etapas, cria-se a cultura da matemadtica nascida pronta,
acabada e soberana. Muitos estudantes sentem-se intimidados diante de tantos me-
canismos por vezes incompreendidos. No entanto, entender a Matemadtica como
um conhecimento cientifico em construcio poderia oportunizar ao aluno a chance
de reconhecer as contribui¢des dessa disciplina e a importancia de sua aquisi¢do
para a formacdo e atuacdo de um cidadio consciente.

Ao aprender a resolver problemas e a construir atitudes em relacdo as metas que
quer atingir nas mais diversas situacdes da vida, o aluno faz aquisi¢des dos domi-
nios cognitivo e linguistico, que incluem formas de comunicacio e de representagdo
espaciais, temporais e graficas.[1]

O objetivo principal deste minicurso € discutir o potencial da resolugéo de pro-
blemas para desenvolver o raciocinio l6gico dos alunos e possibilitar a tomada e

11
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retomada de tépicos de matematica que sdo necessarios para a resolu¢do dos pro-
blemas. Durante o minicurso serdo apresentados os problemas e portfélios que
apresentam os pré-requisitos necessarios para as resolugdes, bem como fontes de
pesquisa e sugestdes de metodologias que ajudem os professores nesse continuo
processo de tomada e retomada dos conteidos de matemética propostos nos curri-
culos do Ensino Fundamental 2 e do Ensino Médio.

2.1 A resolucao de problemas

A resolucdo de problemas €, sem diivida, uma alternativa metodolégica reco-
nhecida na Educa¢do Matemadtica e um conteddo a ser desenvolvido. Cabe destacar
que ela é ao mesmo tempo contetido e metodologia: Aprende-se a resolver proble-
mas resolvendo-os.

A dificuldade de seus alunos levou Polya [10] a criar uma rotina para que a
resolucdo de problemas dos ingressantes no Ensino Superior fosse mais bem enca-
minhada. Sdo reconhecidamente importantes as seguintes etapas na resolucio de
um problema:

e compreender o problema

o delinear uma estratégia de resolugdo

e desenvolver essa estratégia de resolucao
e avaliar o resultado

Atualmente destaca-se também a comunicacdo da solu¢do encontrada como
uma importante etapa, chamada plendria, que oportuniza, ao sujeito, pensar so-
bre o seu pensamento (metacogni¢do) e, aos ouvintes, ampliar seu repertorio de
resolucao.

Conhecer a resposta para um dado problema é importante, mas, em termos de
aprendizagem, saber como se chega a ela é tdo importante quanto. Os envolvi-
dos na plendria sdo desafiados a pensar sobre as diferentes estratégias adotadas, e
a discussdo enriquece a aula de Matemadtica e amplia o conhecimento acerca da
Matematica. Ndo € o professor que estd impondo um saber, ele é o mediador das
discussdes e aquele que confrontard as diferentes maneiras de se pensar o pro-
blema e a forma de se chegar a um resultado. Todos os envolvidos ganham com a
discussio.

A perspectiva da resolugdo de problemas perpassa toda a Escola Bésica. As
etapas iniciais de um conteiido sd30 momentos importantes para que se iniciem as
discussoes a respeito da resolucdo de problemas. Encontra-se explicito nos cader-
nos adotados no programa do MEC de formagdo de professores conhecido como
PACTO tal indicacdo.

A produgdo de tais registros, principalmente no ciclo de alfabetizag¢@o, vem sem-
pre acompanhada da oralidade. Nas atividades em sala de aula os alunos participam
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oralmente da leitura coletiva de problemas com o professor, da manifestacdo de es-
tratégias e procedimentos de resolucéo, levantamento de hipéteses e argumentagdes,
para complementar ou refutar uma argumentacio de um colega, na manifestacdo dos
seus modos de pensar matematicamente. A comunicacgdo oral possibilita uma maior
interatividade entre alunos e professor em sala de aula. Muitas vezes é no momento
da exposig¢do oral de um raciocinio que o aluno toma consciéncia sobre o seu modo de
pensar, correto ou ndo. Dessa forma, a oralidade necessita ser reconhecida enquanto
um registro de resolu¢do do problema e considerada como instrumento importante
para a elaboragdo escrita.[2]

2.1.1 O método pictdrico

O método pictérico também conhecido como Matematica de Singapura tem
sido aplicado ha algum tempo em paises como Singapura, Japao, Estados Unidos
e Canada e esta chegando ao Brasil, especialmente através da pesquisadora Yuriko
Baldin. O método consiste, em parte, em uma representacdo do problema por bar-
ras que facilitam a visualizacio e a comparacdo de informagdes numéricas. Uma
das vantagens do método € ajudar no pensamento genérico e na abstracao.

Vamos resolver alguns problemas utilizando o método pictérico:

1.

Jo@o ja andou 800 metros da distincia de sua casa até a escola. Essa distancia
corresponde a quatro quintos do total que ele deve percorrer. Quantos metros
faltam para ele completar o percurso?

Sdo trés irmdos: Alex, Danilo e Gustavo. As idades deles sdo nimeros con-
secutivos. Juntos, eles t€m 45 anos. Qual a idade de cada um, sabendo que
o Alex é o mais novo e Gustavo é o mais velho?

Minha prima € 4 anos mais velha do que eu. O quintuplo de minha idade
somado ao dobro da idade de minha prima € igual a 106 anos. Quantos anos
eu tenho?

Osmar e Marcela tém juntos 5200 reais. Se Osmar gastar dois quintos do
que tem e Marcela R$400,00, os dois ficardo com quantidades iguais. Qual
quantia inicial de cada um?

Raquel € cabelereira. Ela cobra R$25,00 o corte de adulto e R$15,00 o corte
de crianga. Em um dia ela fez 18 cortes e ganhou R$400,00. Quantos foram
os cortes de adultos?

Carmen deixou cair a caixa com sua colecdo de moedas: um quarto das
moedas caiu sobre a cama, dois ter¢os se espalharam pelo chdo e 2 ficaram
dentro da caixa. Quantas moedas tem a colecdo de Carmen?

Em uma prova de atletismo, um prémio de R$1.000,00 foi dividido entre os
dois primeiros colocados na razdo de 5 para 3. A partir dessas informacdes,
determine o prémio de cada competidor.
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2.1.2 O uso de portfélio como estratégia para tomada e retomada de
contetidos frente a metodologia da resolu¢ao de problemas

Portfélios educacionais podem ser considerados como um conjunto de traba-
lhos de um estudante organizados de forma que possam ser apresentados e com-
partilhados com outros colegas. Do latim temos Port que significa portar e Folio
que significa folhas.

O portfélio € uma colecio de producdes dos alunos as quais apresentam as evi-
déncias de suas aprendizagens. E uma excelente forma de registro das produgdes
dos alunos que possibilita uma constante reflexao sobre o pensamento, metacogni-
cdo. Essa colecdo de atividades organizadas pelo aluno permite o acompanhamento
da construcdo de determinado contetido. A forma reflexiva do aluno na construcio
de seus registros leva a uma constante reflexdo a respeito do que estd produzindo.

Conforme Hoffmann[6] o portfélio é mais do que uma cole¢@o de producdes:

Um dossié/portfélio torna-se significativo pelas intengdes de quem o organiza.
Nao ha sentido em coletar trabalhos dos alunos apenas para mostra-los aos pais ou
como instrumento burocratico. Ele precisa constituir-se em um conjunto de dados que
expressem avangos, mudancas conceituais, novos jeitos de pensar e de fazer, alusivos
a progressao dos estudantes. [6]

O portfdlio pode ser usado como instrumento de registro e contribui para a
memorizacdo de defini¢des, propriedades e teoremas mateméticos que ajudam os
alunos e professores a resolverem problemas e se prepararem para as avaliagdes
internas e externas a escola.

Ap6s receber a aula, o aluno pode gradativamente ir registrando em seu port-
folio os aspectos mais relevantes do contetido que aprendeu e detectar, as dividas
e conexoOes que ainda precisam ser retomadas. Esse processo, de tomada e reto-
mada, faz parte da aceitacdo do fato de que o professor estd em uma constante
prética de aprimorar sua técnica e nada melhor para isso do que ele conhecer o seu
desempenho através dos registros daqueles que estio participando de suas aulas.

Esse instrumento metodoldgico permite que o professor saiba o quanto do con-
teddo que ele pretendia passar a seus alunos foi assimilado, bem como retomar
conteddos e abordagens de anos ou séries anteriores.

Além disso, o portfélio pode ser considerado como um instrumento de avali-
acdo, pois se for conduzido pelo professor e elaborado pelos alunos, é capaz de
mostrar o desenvolvimento da aprendizagem.

Destacamos aqui algumas vantagens do uso dos portfélios na educagao:

e Relaciona teoria e prética,

e Possibilita o aluno refletir sobre seu préprio aprendizado e discuti-lo com
seu professor.

e Realga os aspectos subjetivos da aprendizagem, na medida em que cada
aluno contribui com suas ideias, dividas e habilidades ja alcangadas ou em
desenvolvimento.
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e Ajuda os estudantes a desenvolver a habilidade de avaliar seu préprio traba-
Iho.

e O professor € capaz de instaurar um didlogo com cada aluno de forma indi-
vidualizada.

Por fim, gostariamos de destacar a possibilidade da exposi¢do dos portfélios
dos alunos via web, ou seja, o professor pode usar recursos de criacdo e exposi-
¢do dos portfolios de seus alunos utilizando aplicativos que auxiliam na elaboracio
dos portfdlios e redes sociais tais como grupos de Facebook ou WhatsApp para a
exposicdo dos trabalhos. Alguns pesquisadores em educagdo chamam essa possi-
bilidade de webfdlio.
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Capitulo 3

O Minicurso

Etapas do minicurso proposto:

e Discussio tedrica de questdes relevantes ao Ensino de Matemadtica.

e Conhecer o Método Pictérico como uma estratégia para resolug@o dos pro-
blemas.

e Apresentacdo da metodologia do uso de portfélio como ferramenta de to-
mada e retomada de conteudos.

e Apresentacdo de alguns portfélios montados a partir da resolucao de proble-
mas da Obmep'.

e Constru¢cdo de um portfélio a partir de questdes do banco de questdo da
Obmep.

e Exposicao dos portfélios construidos em uma plendria final.

'www.obmep.org.br

17
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Capitulo 4

Problema 1

No desenho abaixo, o tridingulo ABC é um triangulo equildtero e CD ¢ tanto
uma altura do tridngulo quanto um didmetro do circulo. Se AB = 10cm, determine
a drea sombreada.

Para resolver esse problema o aluno devera compreender os seguintes tépicos:
e Propriedades de tangéncia entre circunferéncia e retas.

e (Classificacdo de tridngulos.

e Propriedades dos tridngulos isdsceles e equildtero.

o Identificar e calcular a altura de tridngulos equilateros.

e Elementos e propriedades da circunferéncia.

e Angulos da circunferéncia.

e Areas de tridngulos.

e Areas do circulo e suas partes.

19
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Este problema envolve:
e Matriz Saeb: D2, D11 e D12
e Enem

— Competéncia 1: H7 e H8.
— Competéncia 3: H10, H13 e H14.

4.1 Sugestao de portfélio

-w

||| ﬂlMMBlﬂ
Ay D Pﬂm“m
O PAAT ERAAT IS,

COLEGIO MILITAR DD RID_D
17 A 19 DE NOVEMEH

i IL Tridngulo istceles & o tem ek ML Tridngubo eqoilisen & o gue fom os
1. Tridh gl encabonn. o 0 (s =
Radon oo mandadas dur"l.:::l " s dois Lsden. coms m!nl.u-u,ult s lador coam mﬂj.\j.;dm
f\ A,
AR = AC = B [AB=AC
e [AB=AC=EC | BC |
Lm fondo bridegmulo » soma clas medidas o toadar trnpaler & womu das mededey T bk Lrishrngush, i s o wen bigous
dos trés Angulos inberreos & gual a 150 o gk et o igual a 3aF, e eaderen gl b s din medicdas done
o 3 rgmalar ohe Talke b . Aoin aregulon nl:-m-u o s paceniies s ole.
a
A Bel = JENF
’ -
2 .
¥ ¢ 4 e 350 amA+R
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-M

LLLI ﬂIMlﬁﬂbﬂ Pl R AL D,
OIS0
(=] I.I.A.'I' 3 b=

L Teorema do tridngulo isdsceles

Seruarm tridng ko e chois Lacos congruentes,
entho os dngulos opostos a estes lades sho
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COLEGIO MILITAR DO RID,DESANEIRD
17 A 19 DE NOVEMBROIDE 2037,

1. Reciproca do teorema do triangulo
Istsceles

S um tridngulo possui dois angulbos
congruentes, enldo csse iningulo em doks

COngruemies, Laddos comngruentos, o
Sendo ABC um trilingulo istsceles com Sendo ABC um trifngulocom B o= C, bems:
AR = AC, temos: n
A
B C
B C Hipiese Tose
Hipdtese Tese B=C AB=AC
AB = AC B=C
1% Altwra de um triingulo ¢ o segmento
a perpendicalar tragada de wm wbrbioe b reta
suporte do lado aposto e que term extremida- AM & alturarelaivaaolado
s s viértice e no ponite de encontro com R ~ . ...
wss rely suporie, BC e Bissetriz doanguloA.
B Cc
M

-M

III TN PRI Mm
ey
R PAAT 'I'bﬂA.

Triangulo equilatero

COLEGIO MILITAR DO R0 DESANEIRD

17 A 19 DE NOVEMERDDE 2017,

Teorema de Pitagoras

" Em todo trifngule retingulo, o quadrado
da medida da hipotenusa ¢ igual 3 =oma
1 1 dos quadrados das medidas dos catetos,
A
B C
! ¢ bedmg?
=
M
-
Altura de um Triangulo equilatero L

i
h’+|[%'}2 =[? :&h:JE—% =1h=L

b
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-M

T EEARAFCIE I PSR
o L= s=d A=l ottt o
B RAAT 2 at=r

Circunferéncia ¢ o conjunto de todos os
pontos de um plano, cuja distincia a um
ponto fixe & uma constante positiva.

Urmna reta o tangende a uma ciroundfenineia
cquiancho i dhe s ponbos perteoe a el (porito
e Eangincia) e odos os oubs shoedemos acla,

T\

A ponto de Lunginia.

Circunferéneia ¢ o conjunto de todos os
pontos de um plano, cuja distincia a um

ponto five & uma constante positiva.

11 ESIRATCE IS P IR i
Oy OQF RS0
B RAAT 2 at=r

Urna peta o langende a uma cirounfenineia
cquando um de s pontos pertenoe a el (ponto
e Eangineia) e lodos os oubos shoedemeos acla,

A\

Ao ponto de langindia.

CAPITULO 4. PROBLEMA 1

COLEGIO MILITAR DD RI1D,DESANEIRD
17 A 19 DE NOVEMBROIDE 2037,

Ma dircunferencia de centro C e raio r da
figura, temos:

D

AC = raio

AR = diimetro

D = corda

ME = arco
m-umicircunﬁen&nda
AC=reAB=2r

COLEGIO MILITAR DO RID DESANEIRD
17 A 19 DE NOVEMBROIDE 2037,

Ma drcunferencia de centro C e raio r da
figura, temos:

o

AC = raio

AR = diimetro

DE = corda

OME = arco
m-umlﬁmnﬁer@nda
AC=reAB=2r
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T ERIRA PSR PLACS TER AL B
ForR

Do EROFESSOR
PAAT T
sl reta Ftangente a uma circunferén-

cia e centro O é perpendicular ao raio no
ponto T de tangincia,

Angulo inscrito é o que tem vértice na cir-
cunferéneia ¢ lados secantes i mesma, O arco
da circunferéncia com pontos internos aos
angulo ¢ o seu arco corr te,

101 EIRATCS I LA ICRRLAL
O

Mﬂﬂmﬁ
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COLEGIO MILITAR DO R0 DESANEIRD

17 A 19 DE NOVEMBROTDE 2017

Angulo central ¢ o que tem o vértice no
centno da aircunfertncia, O arco da cirounde-
FENCEA Com pondos inbermos o anguboe ¢ o sew

AT mmﬁpu'ldmu'

B

A medida de um dngulo central & igual &
medida de seu arco correspondente.

= ADB = m (AB) =

COLEGIO MILITAR DD RI0 DEMANEIRD

17 A 19 DE NOVEMERDWE Z201#,

A midida de um angulo inscrito & igual &
metade da medida do sew arco cormespon-
dente.

[hois dngulo inscrifos em uma mesma cir-
cunferéncia, com o mMesmo Ao COETespPoT:
dente, tim medidas kguals,

(1]

(rarm Aﬁu.‘-:hauudud.emdpazdrr.r_
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-w

|l| ﬂlMl\dﬂm
Pﬂm"m
B RAAT ERAT S

COLEGIO MILITAR DD RIO DESANEIRD)
17 A 19 DE NOVEMBROIDE 201

Area de triangulos

B
|
I
|
i
A " * c
b-c-seno
Sm
Z

A drea 5 de um tridngulo de lados com
medidas a, I e ¢ e semiperimetro p é:

S=p-lp=alp=b)ir=c)

- w COLEGIO MILITAR DO RIO DESANEIRD)

" “'MM‘HM?A 17 A 19 DENOVEMEBRODE 2001
D RAAT ERLATIS A

Adrea S de um trigngulo de semiperimetro Area do circulo =1 - B2
p e mio da circumferencia inscrita r o

S-Fr-r

Setor circular ¢ a parte do circulo limita-
da por um arco de circunferéncia e por dois
raios com as extremidades nas extremidades
doarco,

Airea 5 de um triingulo de Lidos r com
mediclas a, bec, eoom raioda cirounfenmne
cia circunscrita B &
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-w

- COLEGIO MILITAR DO RIO.D
;g:umnﬁtmmm

17 A 19 DE NOVEMEH

MA'SA.Q DDy FPROFESS0R
OE RATERATICN

A dmea do sebor dircular & propordcional & 2 caso: arco medido em radianos
erdicls doarco, entho podenos caloular asaa
iigea faendo uma rogra de inls -iln-lfp].c-u Setor SATC0

17 amen arco mwedido em graus =R?2 2% rad

Betow e 5 - - o rad
"RF —— 360°
S —u

— R
i -t Assim, | §= T
Assim, | Sw

Acdrea dewma coroa aireular de rados Reré;

Segmente drcular ¢ a parte do circule li-
mitada por um arco de circunferincia e por
uma corda com as extremidades nas extres

midades do arco, ’

b SISQM-SMWM
" Sag Ri-m-r2
w(fuotme) TR
el 2 5.-_1“{2_#}
com a medido em graus

. ﬁ_ e
Pl S PR
L=

E vamos a solucao:

Como CD é didmetro, o seu ponto médio H & o centro do circulo. Sejam [ e [ as outras
intersegies da circunferéncia com os lados AC e BC.

Como £ICH = AHCI=30°e IH =CH = HJ, segue que os trifngulos ACHI e ACH [ sdo
istsceles com aAngulo do vértice igual & 120°, Se [ é o raio do circulo, como a altura do tridn-

10 5
gulo e o didmetro do circulo coincidem, 21 = T"ﬁcm e consequentemente | = Tﬁm\
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- __M‘ COLEGIO MILITAR DO RID,DESANEIRD

1 S IRAPC =)
DD PROFISEEROR
O PAAT ER AT

17 A 19 DE NOVEMEROIDEZ20

Cada uma das regites sombreadas corresponde a drea de um setor circular de 120° = 2773
subtraida de um ridngulo isdsceles, ou seja,

2a/3E  FPsenl2e*  alf V3P
2 2 T3 4

12 2

100;:; ?sﬁc .

Comao temos duas regides iguais, a drea procurada é o dobro do valor encontrado, ou seja,
1008 -75v3
fcm .



Capitulo 5

Problema 2

José aprendeu um método para calcular produtos de dois nimeros de uma
forma mais rdpida baseado na fatoracao:

(n—k).(n+k)=n*—k

Para calcular 23x17, ele escolhe n = 20, k = 3 e calcula: 23x17 =202 — 32 =
400 -9 =391.
Determine, sem usar a calculadora, o valor de

\/(1001.1003 + 1)
e Verifique que

(n(n+3)+1)2=n.(n+1)(n+2)(n+3)+1

e Determine, sem usar a calculadora, o valor de:

/((2014)(2015)(2016)(2017) + 1)
Para resolver esse problema o aluno deverd compreender os seguintes tépicos:
e Linguagem algébrica.
e Expressoes algébricas.

e Potenciagdo e suas propriedades.

Radiciag@o e suas propriedades.
e Fatoracao.
Este problema envolve:
e Matriz Saeb: D17, D19, D26 e D27

e Enem: Competéncia 5: H21 e H23

27
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5.1 Sugestao de portfolio

COLEGIO MILITAR DD RIO DESA .JJ Lilt

17 A 19 DEND MEBRI

Expressdes que
contém numerose
letras sdo chamadas
de EXPRESSOES
ALGEBRICAS OU
LITERAIS.

Expressoes que
contém NUMEROS
sao chamadas de
EXPRESSOES
NUMERICAS OU
ARITMETICAS.

R — 3b+2=17
4+6=10

1 SIS FACIEMAL B
FOFRRAAC AT DO PROFISSOR
D RAAT ERAATIS S

EXPRESSAD | INCOGMITA(S) CALCULD VALOR
ALGEBRICA NUMERICO

2c+5 c C=3 2.3+5

3x+y Xxey x=2ey=1 3.2+1 7
3.(a+b) aeb a=4eb=5 3,(4+5) 27
b-3 b b=15 15-3 6

2 2
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T SR R P PR
LaL=2 2] Aoy DDy PROFESSO0R
B AT ERATIC A

Pt & i@

Em todas as definigfes apresentadas abalbm, o
representa um nbmerno real @ n, wm Admero
natural diferente de Teno.

1. Paranmaior gue 1, 8" & igual a0 produ-
16 de n fatores idénticos a @, oo &

Motagdo: O elemente o & chamado base, n é
densminado expoente & 37, patbncia.

2, Paran= 1, define-se;a’ = a,

3 Parans0ea#0, define-se;a®= 1.

4. Exposnte inteine & negativo: aﬂ':l.
coma a0, i

Consideramos oF nUMerss reais o ¢ b e of
nlmeros naturais m e n. Entio, s3o0 vilidas as
seguintes propriedades:
= P Produto de poténcias de mesma
base
Para multiplicarmos poténcias de mesma base,
CONSEMVAMOS 3 DAL & SOMAMOos 0F EXpOentes,

am-a"=amtt

29

17 A 19 DE NOWVER

=t e

Para dividirmos poténcias de mesma base,
CORNSENdamos & base e subtraimos os expoentes.

£-a"""“.alﬂ
an

Para multiplicarmos poténcias de mesmo ex-
poents, CORSErVamos & expoente & multipli-
camas 2% bases.

&b =(a-b}

Fara dividirmos poténcias de mesmo exposnte,
conservamos o expoente & dividimos as

bases,
a faY
o R

Para elevarmos uma poténcia 3 um novo ex
poente, conservamos & base e multiplicamos
0% BXpOEntes.

(@) =an
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‘W

III EEIRAFCE IS PO AL ER
Ay DO PROFESSO0R
D RAAT ERAATIS S

(-a) =(-a) - (-a) - (-a)-... (-a) ()" =(am)-(a")- (& ). (&™)
-a"=-a-a-a..a ) ki
222 g

|‘?.~.1‘lllii.ilji: =T

1. Considere & um namero real ndo negative & n um numero natural diferente de zero.

O simbale Ya representa um nimero real b, ndo negativo, que satisfaz a igualdade b" = a.
Notagho: O ndmers @ & chamada radicando, n ¢ denominado indice & %3 & araiz n-ésima de a.
Observagio: O simbala & FEPresenta O MEesmo que a,

2. Considere @ um ndmero real e n um nimero natural impar.

O simbalo ng representa um ndmero real b que satisfaz a igualdade b° = 3,

ax = 43", com a >0, ninteiro e kinteiro positivo.

101 SIS um:qoﬂm =13
O A DOy PR ISR
DE RAAT ERATIS A

meim e crisemint.  FAtoracao
camas os radicandos.

Ya- b = 3ab

Para dividirmes radicais com o mesma indice, {a + b}z =a’+ 2ab + b’
consanamos o indice e dividinmos os radicandos.

& weo (a—b)?=a?—2ab + b’

e menne (a+b) (a=b)=al-b?
{ﬁ}. ki 3 3 2 2 3
(a+b)’=a’+3a’b+3ab*+b
Para obtermos a raiz de uma outra raiz, bas-
:wﬂ“hw:m o radicando & multiplicar- {3 _ b}j = 33 _ ga;b + aabz _ b‘_l.

E'.'ﬁ
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I‘Eifﬁl' F.ili.':-li'\ B. Agrupamento
Devemes disper o4 termos do polindmia de
Fatorar uma expressdo algébrica € modificar moda que farmem dols ou mals grapos entre
sua forma de soma algébrica para produteo, as quais hajs v fator comum &, em seguida,
isto &, obter outra expressio que: codocar o fator comum em evidéncla.
a. seja equivalente 4 expressio dada; D
b. sua forma equivalente se apresente na e dy s b s by =
forma de produto. =acfxeylebfxeyl
=) ey

A. Fator comum C. Diterenta de quadrados

Devernos reconhecer o fatar comum, seja ele a’l-b'=(a+b)-(a—h)
numiérico, literal ow misto; em seguida, coloca-
mos em evidéncia esse fator comum e simplifi- D. Trindmio guadrado perfeito
cames a expressio deivando entre parénteses . .
a soma algébrica. Umna W'_H’U algébrica pode ser identificada
coma trindmio guadrado perfelte sempre que

Observe o exemplos abaixo, resultar do quadrade da soma ou diferenca

B. ab+ac=a-[b+g) entre dods mondmios.

b, 3x'y =6y’ = 3y(x = 2v') a'+2ab+b’=(a+b)?

[

a’=2ab+b’=(a-b)?
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E. Trindmio do 22 grau

CAPITULO 5. PROBLEMA 2

COLEGIO MILITAR DD R10 DESANEIRD

17 A 19 DE NOVEMERUE 2017

Considerando o trindmio do 2% grau ax’ + bx ¢, 3% 0esuas raizes reals x, e %, a seguinte |gual-

dade & verdadeira;
u’thﬁ.:liu[]-xdl-[x-ﬁ}

F. Soma e diferenca de cubos
a'+b’=(a+b) (a’—ab+b’)

.M

Ill mMMnm
[=] I.IA'I' 3 b=t

E vamos a solucao:

a) Bastaescolher = 1002 & & = 1, pois

=(a-b}-(a*+ab + b

COLEGIO MILITAR DD RID DEJANEIRD

17 A 19 DENOVEMERDDEZD17

VI TOF=T = /10022 =12+
= v 1003
= Dz
by
i_.|'|[.l':|-31]+lrz = n‘qn+3}’+2n[n+3p+l

= mR+3nR+3+21+1

aln+ 30+ 3ne 241
nln+ 3R+ Din=21)+ 1
nin+ ims2iinsd + 1,

¢l Usando o item anterdor ¢ escolhendo o = 2004, temos

v 201412015 (2016 2017] + |

v (2014-2017 + 1)
2004-2017+ 1.
062238,



Capitulo 6

Proposta de Problemas para
Construcao de Portfolios

Para cada problema, a seguir, fazer uma lista de pré-requisitos para sua solucgio,
situd-los nas matrizes de referéncia do Proeb e do Enem e idealizar um portfélio
que seja capaz de revisitar os conteidos necessarios para a solucdo. Inclua no
portfélio o enunciado do problema e sua respectiva solucao.

6.1 Problema 1

e O quadrado ABCD de lado lcm € “tombado” em torno do ponto D con-
forme a figura a seguir. Os tracos pontilhados indicam a drea ocupada pelo
quadrado durante o seu movimento de tombamento. Qual a 4rea total ocu-
pada pelo quadrado do inicio até o final de seu tombamento?

—_———
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e Assim, como no caso do quadrado do item anterior, um hexdgono regular
ABCDEEF de lado 1cm € “tombado” em torno do ponto F conforme a figura
a seguir. Qual a drea total ocupada pelo hexdgono do inicio até o final do seu
tombamento?

6.2 Problema 2

No desenho abaixo, ABCD € um trapézio e suas diagonais AC e BD sdo per-
pendiculares. Além disso, BC =10 e AD = 30.

e Determine a razdo entre os segmentos BE e ED.

e Encontre o valor do comprimento dos segmentos EC, AE e ED em fun¢édo
do comprimento de BE = x.

e Se (AE).(EC) =108, determine o valor de (BE).(ED).
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6.3 Problema 3

O mégico Magimadtico diz para uma pessoa da plateia escolher uma pega qual-
quer de um dominé comum. Tal peca € formada por um par de nimeros de 0 a 6.
Em seguida, ele diz para a pessoa escolher um dos nimeros da pega e realizar a
seguinte sequéncia de operacgdes:

1. multiplicé-lo por 5;

2. somar o resultado anterior com 15;

3. multiplicar o tltimo resultado por 2 e, finalmente,

4. somar o dltimo resultado com o outro nimero da peca.

Realizadas tais operacdes, o resultado é divulgado e Magimatico impressiona a
plateia dizendo exatamente os nimeros escritos no dominé escolhido.

e Sabendo que o resultado foi 62, como o magico descobriu o nimero esco-
lhido pelo membro da plateia?

e Se o resultado tivesse sido n, como descobrir os nimeros da peca escolhida?

6.4 Problema 4

Arnaldo e Bernaldo decidem jogar um jogo que possui um ndmero limitado
de jogadas. Arnaldo escreve o nimero 1 no quadro em sua primeira jogada. Em
seguida, Bernaldo escreve 2 ou 4 no quadro. Depois disso, Arnaldo escreve 3 ou 9
no quadro. Os dois continuam jogando alternadamente, mantendo a regra de que
na jogada n o jogador escreve n ou n” no quadro. Arnaldo vence o jogo se, apds
a dltima jogada, a soma dos nimeros no quadro for divisivel por 3. Se a soma nédo
for divisivel por 3, entdo Bernaldo vence.

e Suponha que o jogo acabe na jogada de nimero 15. Mostre que Bernaldo
pode garantir a vitoria.

e Suponha que o jogo acabe na jogada de nimero 7. Nesse caso, qual dos
dois jogadores poderd sempre garantir a vitéria independentemente de como
o seu adversdrio jogue? Como ele devera jogar para vencer?

6.5 Problemas
e Verifique que (1 + tank)(1 + (tandb® — k)) = 2

e Dado que: (1 + tanl®)(1 + tan2°).....(1 + tandb°) = 2", encontre n.
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