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Prefacio

Através de solugdes de problemas da Geometria Analitica, pretende-se comen-
tar as potencialidades de seus conceitos e de suas formulas, usadas, muitas ve-
zes, mecanicamente. Colateralmente, propagar com modéstia que no processo de
ensino-aprendizagem desta disciplina ainda existem novos horizontes por desco-
brir e explorar. Este trabalho nio é uma introdug@o a Geometria Analitica; senfo
uma revisio.
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Introducao

“Nenhum Conhecimento Humano pode ir além de sua Experiéncia.”
— Jhon Locke, Ensaio Acerca do Entendimento Humano.

Numa ocasido desafiei a meus alunos a dar a equacao cartesiana de uma hipér-
bole com assintotas 7z £ 6y = 0. Apds muita cogitagdo e agitagdo conseguiram
dar uma resposta razodvel:

$2 y2 92 1,2

36 49 - M 19 36

Era de esperar esta resposta dos alunos que lembraram que a assintotas das
hipérboles.Mas, ninguem tentou dar as outras respostas

562 y2

36k 49k ©

. onde k é qualquer nimero diferente de zero. Contudo, ndo hesitei em perguntar:
se as assintotas fossem duas retas quaisquer ndo paralelas, como seria a equagao
cartesiana da hipérbole? Por exemplo, se as retas fossem

3z+2y+5=0 ¢ 22 —-Ty+1=0.

Os alunos mais avancados sé conseguiram dar como resposta um esboco de
estratégia: realizar uma translacio de eixos coordenados ao ponto de intersecio
das retas dadas e, logo, realizar uma rotacéo de eixos coordenados, onde a bissetriz
das retas seja o eixo das abcissas, com o intuito de transformar o problema ao
simples formato do primeiro desafio. Observei que a estratégia era eficaz, mas
exaustiva. Assim, me mostrei satisfeito com a resposta parcial. Como no caso
anterior, a resposta € uma familia de hipérboles:

(Bx+2y+5)(2z —Ty+1) =k, onde k # 0.

Para conseguir essa resposta usei o conceito de distidncia dirigida de um ponto a
uma reta e simples argumentos geométricos.

Este breve relato ilustra o motivo de minha praxe docente de indagar (e de
ensinar ) o potencial dos conceitos, ja seja geométricos, algébricos e analiticos,
evitando, na medida do possivel, a resolu¢do de problemas mero mecanico. Esta
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postura me ajudou a lidar com outros desafios matematicos, conseguindo resulta-
dos satisfatérios. Especificamente, os conceitos que exploro sdo os seguintes:

Nocdes de Geometria Euclidiana, de Algebra Bésica e de Trigonométria;

Distéancia entre dois pontos: Equacdo Cartesiana da Circunferéncia e Equa-
¢ao Cartesiana da Esfera;

Vetor: Norma de um vetor e Vetor unitario;

Interpetacdo Geométrica da Soma de vetores;

Interpretacdo Geométrica da Multiplicagcdo de um vetor por um nimero;
Interpretacdo Geométrica de uma Combinagdo Linear de vetores;
Produto Interno: Propriedades, Angulo entre vetores e Area;

Produto Vetorial e Produto Misto: Area e Volume;

Representacdo Paramétrica e Cartesiana da reta;

Representacdo Paramétrica e Cartesiana do Plano.

Todos estes conceitos sao tratados em qualquer livro texto; por exemplo, ver [2] e
[1]. Mas, a intencdo deste escrito é compartilhar como aproveito o potencial destes
conceitos. Nao posso deixar de frisar que as ideias expostas aqui as considero em
fase experimental. Apds sua leitura critica e cuidadosa, espero se resgate alguma
relevancia.



Capitulo 1

Alguns Resultados Proficuos

Em este capitulo registrare alguns resultados com explanagdo que formam, em
geral, o arcabouco do seguinte capitulo. Por outro lado, as provas destes resultados
dadas aqui elucidam como manusseio as no¢des basicas da Geometria Analitica.

Proposisacao 1: (Angulos Suplementarios) Sejam os vetores v e w ndo para-

lelos. Sejam 6, o dngulo entre os vetores v e w, e -y, o angulo entre os
vetores v e —w. Entdo, estes angulos sdo suplementarios. Isto €,

O+~v=m

w

Figura 1.1: Angulos Suplementarios .

Prova. Ver figura 1.1 W

Proposiciio 2 (Vetor Bissetriz): Sejam dois vetores ndo paralelos o ¢ . O
vetor
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v + v_ 1y + LB
[@] " [&] - [7] (W]
é bissetriz destes vetores.
Prova: Ver figura 1.2. E suficiente observar que os vetores unitdrios ﬁ e \WW\

formam um losango. Logo, a diagonal ﬁ + % seria una bissetriz W

Figura 1.2: Losango formado por vetores unitarios .

Proposicao3 (Projecao Perpendicular): Sejam dois vetores v e w nao parale-
los. Entdo, existe um dnico nimero A > 0 tal que o vetor w — Av ¢

perpendicular a

Prova: Ver figura 1.3 Como os vetores ndo sao paralelos podemos admitir que nao
s@o nulos. A proposicao resulta das seguintes equivaléncias:

(W= AV)v=0c WV =)V
A= ——
TP

Desse modo terminamos a prova Wl

Proposicao 4 (Vetor Paralelo e Vetor Perpendicular a uma Reta ): Sejarareta
determinada pela equagdo Ax + By+ = C0. Entdo, os vetores

vi=(A4,B) e vo=(—A,—B)
s@o perpendiculares 4 reta r. E, os vetores
Wi = (—B,A) € Wy = (B, —A)

sdo paralelos 4 retar.



Figura 1.3: Projec¢do Ortogonal do vetor W sobre o vetor V .

Observacaol: No momento de inferir a Equacdo Cartesiana ¢ a Equagdo Pra-
métrica de uma reta na sala de aula, deve-se salientar os coeficientes que
formam as coordenadas do vetor perpendicular e o vetor paralelo.

Notacdol: Observar que areta Az + By + C = 0 divide o plano R? em dois
semiplanos disjuntos S; e S3. Conveniaremos que S; encontra-se no
sentido de v; = (A, B). paralelo.

Notagiio2: A distancia, do ponto P=(x,y) a uma reta r, denotaremos por do(P;7).

Proposicio4(Distincia Dirigida de um ponto a uma reta) Sejam r a reta deter-
minada pela equacio

ar +by+c=0, ondeovetor n= (a,b) €& unitdrio,
e um ponto qualquer P = (xg,yo) do plano. Entdo, o nimero
axg + byg + ¢
¢ a distancia dirigida de P 4 reta r. Isto é,
do(P,7), se P& Sy;

—do(P,r), se P € So;
0, Per

Prova Veja a figura 1.4 Seja o ponto @ = (x1,y1) a projegdo ortogonal de P

sobre r. Assim podemos afirmar que a norma |QP| € a distincia do
ponto P a reta r.Por outro lado, notar que @ é paralelo a n. Isto é,
Q? = kn. Decorre-se que |k| = |QP| = d(P;r). O seja a constante

k seria a disténcia dirigida do ponto P a reta r. Pois, se &£ > 0, o ponto
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PeSi.Se k<0, Pe Sy E,poriltimose k=0, P € r. A seguir,
calcularemos o valor de k:

k= (kn).n
= Q?.n =(P—-Q)n
~ OP.n—-0Qm

= (azo + byo) — (aw1 + by1) = (azo + byo) — (—c)
= (a:ro + by()) +c

Assim terminamos a prova H

Figura 1.4: Projecdo Ortogonal do ponto P sobre aretar .

Notacdo 3: A distincia dirigida, do ponto P=(x,y) a uma reta r, denotaremos por
di(P;r).



Capitulo 2

Exploracao na Geometria
Analitica

O escopo deste capitulo é aprofundar a sintonia entre as equacdes de primeiro
e segundo grau de duas varidveis e as Conicas.Colateralmente, inspirar aos colegas
para a aplicagdo desta postura a outras dreas da Geometria Analitica.Esta postura
corresponde ao andlise qualitativo praticado habitualmente no campo das Equa-
¢des Diferenciais Ordindrias e no Campo das Equacdes Diferenciais Parciais. Ao
finalizar este capitulo, registrarei algumas curiosidades da Geometria Analitica no
espacgo.

2.1 Brincando com as retas.

Forma Simples de uma reta: Seja aretar, definidapor Ax+ By+C =0. A
equagdo equivalente
axr +by+c=0, onde
B A B B B C
Vi B | JELE TV
chamaremos de Forma Simples da reta de r.Observar que o vetor perpendi-
cular v = (a,b) & unitdrio.

Significado Geometrico de Axg+ Byg+ C > 0: Sejamr aretadeterminada
pelaequagdo Az + By+ C =0 eoponto P = (z9,yo). PelaProposi¢io
4, temos

Axg+ Byg+ C
0 < Azxzg+ Byg+C = VA% + B2,
0 VAZ 1 B?

= /A2 + B2(axo + byo + ¢)
= VA2 + B2dy(P;r).

Além disso, P € Sy e do(P;r) = % u

11
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Significado Geometrico de axy + byg + ¢ < 0 : Deixamos como tarefa ao lei-
tor.

Notacdo 4: Denotaremos a distancia entre duas retas , 7 e 71, por d(r;r1).

Distancia entre duas retas paralelas. Sejam duas retas paralelasre 71, defini-
das por
Ar+By+C=0 e kAx+kBy+ Cy =0,

e um ponto P = (g, yo) € r. Logo,

d(?”;?"l) = do(P, T‘l) == ‘dl(P, T1)|
_ kAxg + kByo + C1
T VRAZ L IPBE
| — kC + 4
ViZAZ 1 K2B?
0y — kC|

Observar que, para calcular d(r;71), ndo se especifica o ponto P € r; é
suficiente suporque P € r ll

Feixe de retas com um ponto comun: Sejam duas retas ndo paralelas,
Aix+Biy+C1 =0 e Asx + Boy + Cy =0,
que intersectam no ponto P = (xq,yp). As equagdes
(A1 + BAg)x + (AB1 + BB2)y + (AC1 + BC2) = 0, (D)

onde A?+ 3% #£ 0, representam uma familia de retas que se intersectam
no ponto P. De fato, como os vetores v = (A1, By) e vo = (Ag, B2) ndo
sdo paralelos, o vetor

v = (AA1 + A2, AB1 + B2) = Avi + fva

ndo é nulo. Caso contrdrio, jaque A # 0 ou [ # 0, teriamos duas
possibilidades:
A
V1 = XVQ ou Vo = BVQ.

Ou seja, o vetores vy e Vg seriam paralelos contradizendo as condig¢des
admitidas. Agora, se pode afirmar que as equacdes representam retas. Subs-
tituindo as coordenadas do ponto P em (A), prova-se que todas as retas se
intersectamem P H



2.2. BRINCANDO COM AS RETAS TANGENTES AS CONICAS. 13

Reta Bissetriz: Sejam duas retas ndo paralelas A1z + By +C1 =0 e Asx +
By + Cy = 0. As formas simples destas retas sdo

ax+biy+c1=0 e ax+boy+co=0,
respectivamente. Logo, a reta r , definida por
(a1 + az)x + (b1 + b2)y+c1 +c2 =0,

€ uma reta bissetriz destas retas. De fato, como no item anterior, ja que 0s
vetores v € vg sdo ndo paralelos, o vetor v = (a1 + ag, by + ba) =
v1 + vg ndo € nulo. Além disso,pela proposicdo 2, € o vetor v ¢& bissetriz
dos vetores v e we, que sdo vetores perpendiculares as retas, respectiva-
mente.Portanto, a reta r € bissetriz destas retas W

2.2 Brincando com as Retas Tangentes as Conicas.

Reta Tangente a Elipse: Secja aclipse £ dada por i—; + %—; = 1. A reta tangente
Lg aelipse £ noponto P = (z9,y9) € E ¢é definida pela equacéo
Lox | Yoy
— 4+ = = 1. I
aQ b2 ( )
Areta Lg intersecta & num tnico ponto. De fato, se supomos outro ponto
@ € EN Lg, decoordenadas @ = (x1,y;), podemos escrever
Tox1 | Yoy1
a? b2
Consideremos a reta tangente a elipse E, no ponto Q, que denotaremos por
Lg, definida por

=1. (IT)

1xr Y1y
A partir das equacoes (I),(II) e (IIT), é imediato observar que os pontos P e
Q pertencem ao conjunto Lg () Lg. Logo, Lo = Lg. Assim, podemos
afirmar que os vetores vy = (2§,%3) e vo = (%, ¥3) sdo paralelos.Isto ¢,
existeum A tal que
L1 Lo Y1 Yo

As equagoes (1), (IV) e (II), nessa ordem, nos leva ao seguinte :

- Azor  Ayoy
a2 b2
ar iy
a? b2
=1

Agora, como A = 1, e por (IV), podemos afirmarque P =Q B
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Reta Tangente a Parabola: Seja a pardbola P dadapor y = azx?, a #0. A
reta tangente Lp a pardbola P num ponto P = (x0,y0) € E € definida
pela equacdo

Yy = 2ax9T — Yo- (i)

Lp intersecta P num tunico ponto. De fato, se supomos outro ponto
@ € EN Lg, de coordenadas @ = (x1,y1), podemos escrever

Y1 = 2ax0x1 — Yo- (41)

Consideremos a reta tangente a elipse E, no ponto Q, que denotaremos por
Lq, definida por
Yy = 2ar1x — Yi. (44)

A partir das equagdes (i),(ii) e (iii), € imediato observar que os pontos P e Q
pertencem ao conjunto Lp () Lg. Logo, Lg = Lp. Assim, podemos afir-
mar que os vetores v; = (2ax1, —1) e vo = (2axp, —1) sdo paralelos.Isto
é, existe um A tal que

2ax1 = N2axg € 1 =\
Assim, podemos afirmar que P =Q B
Reta Tangente a Hipérbole: Seja a hipérbole
H : (b — ay)(bx + ay) = b*x? — a®y? = a*V°. (1)
As assintotas da hipérbole H, S; e Sy, sao definidas por
br—ay=0 e br+ay =0, (14)

respectivamente. A reta tangente Ly, 4 hipérbole H, num ponto P =
(xo,y0) € H, tem equagio

b xor — a’yoy = a’b>. 111
Yoy

E a tnica reta ndo paralela as assintotas que intersecta a #H ndm tnico
ponto. Em efeito, seja a reta L que passa pelos pontos P = (z1,y1) €
Sie @ = (x2,y2) € S2. Ou seja,

br1 —ayr =0 e bxy —ays = 0. (iv)
A reta L pode ser definida, paramétricamente, por
L={((1 =tz +txg, (1 — )y +tya) € R : t € R}.

Analisar aintersecdo LNH equivalente a estudar a equagdo, considerando
(iv),
V(1 —t)xy + tze)? — a®((1 — t)y1 + tyz)? = b,
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que € equivalente a
2(t* — t)(b?x 129 — a®y1y0) = a’b? (v)

Se b2ziz9 —a2y1 y2 = 0, aretaL ndo intersecta a hiperbole. Caso contrério,
(v) é equivalente a

1o, 1 a?b? ,
t— )2 =-—
( 2) 4 2(52$1sz - a2y1y2) (vi)
Logo, a condicdo
a’x1x9 — b2y1ys = 2202, (vit)

é necessdria e suficiente a LN H = {R = (&1 Nd¥2)} A geguir,
provaremos que I € areta tangente a hipérbole 7, no ponto R, mostrando
que os pontos P e Q pertencem a reta tangente Lp a hipérbole H, definida

por
bQ(I1 ;xz ) — a2(y1 ;yQ)y = a2b. (viii)
Se colocamos as coordenadas de P em (viii), obtermos:
T+ + b2a? —a’y? b xize — a?
b2( 12 2)x1—a2(y12y2)y1— 212 o 12 y1+ 1 22 y1y2:a2b2

212
2“2b — a2 (por (id) e (vid))

< a’b? = V.

<0+

O anterior nos confirmaque P € Lp. Procediendo, analogamente, verifica-
se que @ € Lg. Desse modo, se verificou que as retas tangentes sao as
Unicas retas ndo paralela as assintotas que intersecta a 7 ndm Unico ponto
|

Exercicio: Seja a hipérbole
H:zxy=1.

Encontrar a Equacio Cartesiana da reta tangente a H que passa pelo ponto
(0,2).

2.3 Propriedades Refletoras das Conicas

Nao podia deixar de honrar, neste trabalho, as cOnicas por suas propriedades
refletoras vitais para a sociedade moderna : farol dianteiro dos carro , antena para-
bélica, ponte suspensa, arcos parabolicos, espelhos parabdlicos, acustica, telesco-
pios, etc. Para a exposicdo, fixemos a seguinte definicdo: diz-se que uma reta L é
perpendicular a uma Conica C, em P € C, se é perpendicular a reta T, tangente
a C no ponto P.
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Propriedade de Reflexdo da Parabola: Seja P um ponto da pardbola P com
foco F. A reta perpendicular reta tangente a pardbola P em P ¢é bissetriz
do angulo formado por PF e a reta paralela ao eixo focal da parabola, que
paasa por P. De fato, define-se P pela equagdo

y? =4dax, a>0.

Neste caso, seu foco tem coordenadas F' = (a,0), aequagdo de sua diretriz
¢ x = —a e seu eixo focal é paralélo ao vetor i = (1,0). Se P =
(zo,Yo0) , a reta tangente L a pardbola P, no ponto P, é representada por

2ax — yoy + 2ax9 = 0.

A reta perpendicular a reta tangente L seria paralela ao vetor n = (2a, —yp),
perpendicular a L. Observar que , pela definicao de uma Parédbola, vale

|PF| = x9 + a. Logo, para provar a afirmagdo é suficiente provar que
0 _}/;:tor n ¢ bissetriz dos vetores PIE\ e o vetor i. Isto é, os vetores
P

PE + ¢ e n sdo paralelos. Fato que segue-se das seguintes igualdades:

ﬁ . a—xo —Yo

= 1
T e )+ 1)

1 1
x0+a( @ yo) xo—l—an

L

p
o
6
n

=a a

Figura 2.1: Propriedade de Reflexdo da Parédbola .

Propriedade de Reflexdo da Elipse: Seja P um ponto da Elipse £, com focos
focos Fy e Fy . A perpendicular a Elipse £ em P € bissetriz do angulo
_FT_P\FQ. Ver figura 2.2 De fato, representa-se £ pela equagdo

22 2

ﬁ‘f‘bfz, a >b.
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Neste caso, os focos sio F; = (—¢,0) e F5 = (—¢,0), onde ¢ =
Va? —b%. Se P = (x0,90) , a reta tangente L & elipse £, no ponto P,
é representada por

Tor | Yoy

272
a2 ﬁ b.

=1 < Ve + d’zor =a

A reta perpendicular a reta tangente L seria paralela ao vetor n = (b%zg, a®yo),
perpendicular a L.Observar que, pela defini¢do de Elipse, vale

|PF1| + ‘PFQ‘ = 2a.
Esta equagdo implica que

2(|PFi| — |PEy|) = (PFy| - |PR|)(PF| + | PF))
= 4xpc (1)

Logo, para provar a afirmacdo € suficiente provar que o vetor —n ¢ bis-
setriz dos vetores PF; e o vetor PF; . Fato que segue das seguintes

equivaléncias:
e e
PF n PF: 21

[PF1|[n|  [PF[[n|

b2cwo + a?b?  —b ez + a?b?
|PFi|n] |PF||n]

— — — —
& (|PFL| + |PE|)b2cxy = (|PF1| — | PF|)a?b?

2x0cC

& 2ab%cxy = a’b?.

L. —_— A —_—
Se 6 éoénguloentre —n e PFje ¢ éoanguloentre —n e PFy, pelo
anterior, teriamos

2 >
_ PFin Pkn
|PFi|ln|  |PF|ln|

cos(0)

= cos(¢).

Desse modo, terminamos a prova

Propriedade de Reflexdo da Hipérbole: Seja P um ponto de uma Hipérbole H
de focos F) e F5. Mostrar que a reta tangente a H em P € a bissetriz do

angulo F}PF5. Deixa-se como exercicio.

Por (1)
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Figura 2.2: Propriedade de Reflexdo da Elipse .
2.4 Curiosidades no Espaco
Equacao Cartesiana da Reta no Espaco: A equacio
(x—y+2-5>+@2r—-y+1)2>=0 ()
representa uma reta. Pois,
r—y+2z-5=0
(i) = )
2¢—y+1=0
Ou seja, (i) representa a intersegdo de dois planos nio paralelos Wl
Equacao Cartesiana de uma Parabola no Espaco: A equacio
(22> =)+ (e +y+2z-1)2=0 (i4)

representa uma pardbola. De fato, a partir da seguinte equivaléncia

22?2 =0

(11) = )
r+y+z2—1=0
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podemos afirmar que (ii) representa a interse¢cdo de um cone com um plano.

Para mostrar que se trata de uma pardbola, definiremos um sistema de co-
_ (11 :

ordenadas no plano. A reta X = {(3,3,0) +t(\[ \/5, 0) : t € R}

1 =2y
Vo Ve ve) 8 €
R}. Observar que esta retas sdo perpendiculares e estam contidas no plano

z +y+ z = 1. Um ponto generico do plano seria

seria o eixo das abscissas. Areta Y = {(3,2,0) + s(==

(1 + —t + 2 1 + t s —2s

V2 \f 2" V2 VB VB

Colocaremos estas coordenadas na equacdo do cone afim de encontrar uma
relacdo entre a varidvel s e a varidvel t. Isto é

—), t,seR.

—2s 1 —t s 1 t S
%)2*(§+E+%)2*(*+*

Esta equacdo reduz-se a

(

t2 = V6(s + \{f)

Com esta tltima equacdo podemos assegurar que (i) representa uma pa-
rébola W
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