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Prefácio

Na formação de professores são poucos os momentos destinados a refletir so-
bre os erros cometidos na resolução de exercícios ou em avaliações. Em geral,
quando a reflexão é realizada, o erro é visto como resultado e possui sentido nega-
tivo. Durante este minicurso, os participantes serão convidados a uma reflexão de
grupo originada na sua própria produção de diferentes resoluções para um mesmo
exercício, onde o erro assumirá o sentido de processo e será considerado como
um procedimento construtivo, baseado em [5]. Tal reflexão culminou com uma
argumentação aceita por todos e que constitui, de fato, uma demonstração para o
resultado proposto e com uma generalização do mesmo.
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Capítulo 1

Introdução

A ideia deste minicurso surgiu em meados do ano de 2017, enquanto as autoras
ministravam uma disciplina denominada Tópicos de Matemática, que foi ofertada
aos alunos do Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional (Profmat)
na Universidade Federal de Santa Maria. A disciplina teve como objetivo desen-
volver a habilidade de analisar criticamente livros didáticos para a Escola Básica,
adaptar atividades e/ou textos de tais livros, bem como criar atividades e material
alternativo.

Durante o desenvolvimento da disciplina, discutiu-se o pensamento matemá-
tico na Escola Básica e foram mencionadas as ideias de Hanna [7] 1 sobre o tipo
de demonstração que pode e deve ser abordada no contexto escolar. A seguir, foi
proposto aos alunos o seguinte exercício: "A título de exercitar-se o pensamento
matemático, solicita-se a demonstração da afirmação: Não existe um número ra-
cional cujo quadrado é igual a 2“ .

O exercício tinha como objetivo não apenas exercitar o pensamento matemático
na produção de uma demonstração, mas também oportunizar uma reflexão coletiva
sobre as resoluções apresentadas, escolhendo, dentre as diferentes demonstrações
produzidas pelos alunos, a(s) mais adequada(s), na perspectiva de Hanna, para
determinado ano escolar (8o ano do Ensino Fundamental e 1o ano do Ensino Médio,
por exemplo).

Houve, porém, uma variação no nível de precisão da linguagem e nos argumen-
tos utilizados pelos alunos, que inclusive incorreram em erros (segundo a definição
dada ao termo em [4] e em [19]). Os erros cometidos foram analisados e categoriza-
dos e em um segundo momento, foi utilizada a análise de erros como metodologia
de ensino, ponderando-se com os alunos as estratégias de resoluções por eles uti-
lizadas, levando em conta, mais especificamente, as lacunas no seu conhecimento
matemático, os erros e as dificuldades que eles encontraram ao resolver o problema

1Hanna é uma pesquisadora da Universidade de Toronto que defende que demonstrações voltem
à sala de aula, mas que sejam escolhidas aquelas que auxiliem a promover a compreensão: “O mais
importante desafio aos educadores matemáticos, no que diz respeito a demonstrações, é abrilhantar o
seu papel em sala de aula, encontrando caminhos efetivos de utilizá-la como veículo para promover
o aprendizado e a compreensão da matemática. ” [7]

3
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

proposto.
As principais motivações para a proposta deste minicurso foram o êxito da

atividade aqui relatada, aliado ao fato de que, na formação do professor de mate-
mática, existem poucos espaços de reflexão sobre conteúdos matemáticos que são
apreendidos e serão por ele ensinados, além do fato de que, em geral, os erros
cometidos ao solucionar exercícios ou ao realizar avaliações não são explorados.
Objetiva-se utilizar o processo de reflexão em grupo para analisar, de forma cole-
tiva, os erros cometidos pelos participantes na demonstração de algumas afirma-
ções, propondo uma atividade análoga àquela vivenciada pelos alunos do Profmat,
porém bem mais abrangente, incluindo generalizações. Além da análise, objetiva-
se construir coletivamente algumas demonstrações.
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Capítulo 2

Fundamentação do Minicurso

2.1 Generalizações

Muitos pesquisadores possuem diferentes interpretações sobre o significado da
palavra generalização. Segundo [8] generalização é a derivação ou indução de
particularidades, identificando os pontos comuns e expandindo seus domínios.

Em [9] considera-se que a generalização envolve uma extensão do raciocínio,
ou da comunicação, para além do(s) caso(s) até então considerado(s), identificando
e expondo explicitamente o que é comum entre eles, ou elevando o raciocínio ou a
comunicação a um nível em que o foco não está mais nesses casos ou situações em
si, mas sim nos padrões, procedimentos, estruturas e relações.

Conforme [13] generalização é um importante processo do raciocínio, visto
que parte de uma conclusão ou conjectura específica para formular uma conjectura
de âmbito mais geral. “As tarefas envolvendo generalizações, para além de pro-
moverem a capacidade de abstração, visam também desenvolver a capacidade de
comunicação e o raciocínio matemático” [14].

Uma generalização pode surgir de uma ponderação individual ou de uma refle-
xão coletiva. Ao considerar a produção de um grupo, concorda-se com Mestre e
Oliveira, que defendem que a generalização “surge de uma representação coletiva,
ocorrendo através de experiências mediadas pela interação, linguagem e outras fer-
ramentas próprias. As interações dos alunos suportam e moldam as atividades de
generalização” [10].

Como uma generalização só é validada após uma demonstração e essa passa
por várias etapas de argumentação, é crucial o papel do professor de promover o
debate de ideias na sala de aula, “encorajando o questionamento e a clarificação,
pedindo justificativas, estimulando a análise e comparação de ideias, promovendo
a discussão de erros e identificando as ideias matemáticas importantes de cada
tarefa” [10].

5
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6 CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO DO MINICURSO

2.2 Análise de Erros

A escolha da análise de erros como planejamento inicial nesse minicurso de
formação continuada de professores de matemática, contempla a delicada tarefa de
oportunizar a professores em atividade e professores em formação a reflexão sobre
os erros por eles cometidos. Assim como na disciplina de Tópicos de Matemática
oferecida no Profmat, a análise de erros foi utilizada como uma metodologia de
ensino na realização das atividades propostas neste minicurso.

Conforme [4], a análise de erros não é, em geral, uma das metodologias de
ensino abordadas em sala de aula de cursos de graduação. Nesse mesmo artigo a
autora enfatiza que

Os erros cometidos pelos alunos são bons exemplos das dificuldades

que os futuros docentes vão enfrentar, mas também os erros cometi-

dos por eles próprios são importantes, porque mostram quais aspec-

tos dos conteúdos não foram bem compreendidos durante seus cur-

sos de formação, inicial ou continuada. Assim, discutir erros, buscar

estratégias para superá-los e planejar atividades em que esses erros

possam se tornar observáveis, são ações que devem fazer parte da

formação do professor. [4]

Sobre a análise de erros como metodologia de ensino, em [3] afirma-se que

Do ponto de vista da didática de ensino da Matemática podemos

aproveitar positivamente os erros cometidos pelos estudantes. Sentar

com os alunos e discutir os caminhos que eles seguiram para so-

lucionar uma determinada questão pode promover o diálogo entre

educador e educando. [3]

A metodologia proposta por [5] é derivada também da análise de conteúdo pro-
posta por [1], que apresenta três etapas para análise de conteúdo: pré-análise, ex-
ploração do material e tratamento dos resultados. Na fase de pré-análise realiza-se
uma “leitura flutuante” e escolhem-se as respostas que serão consideradas (descar-
tando respostas em branco ou sem solução). Na segunda etapa procede-se a uma
categorização dos erros; para isso, é realizada uma releitura do material, com o ob-
jetivo de definir as unidades de análise, “que podem ser palavras, termos ou mesmo
documentos em sua forma integral” [5].

Na última fase é realizada uma descrição das categorias com a apresentação
dos resultados obtidos, em geral apresentados por meio de quadros ou de tabelas.

Na disciplina Tópicos de Matemática, após a realização do exercício, foram
cumpridas pelas ministrantes a primeira e a segunda etapas (análise dos erros co-
metidos pelos alunos e posterior classificação dos mesmos), escolhendo-se a or-
dem crescente de complexidade dos argumentos utilizados na resolução do exercí-
cio, para só então, categorizarem-se os erros encontrados; foram registradas quatro
classes, a saber:
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2.3. REFLEXÃO DE GRUPO 7

• Reflexão do sujeito sobre seu conhecimento matemático.

• Argumentação do sujeito sobre suas próprias afirmações.

• Familiaridade do sujeito com a escrita matemática.

• Preocupação do sujeito com a transposição do resultado para a sala de aula.

2.3 Reflexão de Grupo

De acordo com [6] o termo “reflexão” tem sido empregado frequentemente nas
pesquisas sobre formação de professores. Como exemplos, podemos citar [2], [12],
[18]. Um exemplo de pesquisa que atrela o erro à reflexão é [11]; segundo seu au-
tor, “O erro, quando submetido à reflexão, poderá desencadear um questionamento
de todo o processo de ensino e transforma-se numa estratégia didática inovadora,
pela possibilidade que oferece ao professor de ampliar seus saberes e, com isso,
seu ensino”.

Segundo [12] o conceito de professor reflexivo

(...) foi sistematicamente referenciado por John Dewey, na década

de 30. Conforme Dewey, o pensamento reflexivo envolve neces-

sariamente um estado de imprecisão, hesitação, perplexidade e até

mesmo dificuldade, o que origina o ato de pensar. A necessidade de

solucionar algo consiste no fator orientador do pensamento reflexivo,

da mesma maneira que “a natureza do problema a resolver determina

o objetivo do pensamento e este objetivo orienta o processo do ato de

pensar”.

Quanto ao refletir de forma coletiva, principalmente em cursos de formação
continuada de professores, [16] coloca:

A formação continuada, baseada na prática reflexiva, considera o

professor um sujeito da ação, valoriza suas experiências pessoais,

suas incursões teóricas, seus saberes da prática e possibilita-lhe atri-

buir novo significado à sua prática ao longo do seu processo de for-

mação, bem como permite-lhe compreender e enfrentar as dificul-

dades com as quais se depara diariamente no exercício da profissão.

[16]

Além disso, ao pesquisar sobre o processo de reflexão em cursos de formação
de matemática, é possível encontrar trabalhos que tratam da reflexão sobre a prá-
tica ([15] e [17]), os quais são focados basicamente na reflexão sobre práticas de
ensino, ou seja, incluem tópicos como definição de metas, planos de ensino, como
enfrentar os problemas dos alunos em sala aula, pontos fracos e fortes da prática
docente etc.
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8 CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO DO MINICURSO

Nesse sentido, espera-se que o minicurso aqui proposto seja diferente, no sen-
tido de que não serão realizadas reflexões sobre a prática docente por si só, mas
reflexões sobre um conteúdo matemático específico que oportunizem reflexões so-
bre a prática docente.
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Capítulo 3

Minicurso

3.1 Planejamento

Originalmente, o minicurso foi planejado para um público-alvo formado por
professores dos anos finais do ensino básico e ensino médio, bem como alunos de
graduação, constituindo-se de 10 momentos, conforme descrição a seguir:

1. Apresentação do minicurso, detalhando a motivação para a sua criação, men-
cionando a disciplina do Profmat e o exercício lá realizado, no qual foram
consideradas diferentes classes de erros, baseadas em [5].

2. Proposta do seguinte exercício a ser realizado individualmente: Solicita-se a
demonstração da afirmação: “Não existe um número racional cujo quadrado
é igual a 2”.

3. Apresentação, por parte das ministrantes, das categorias de erros classifica-
dos na disciplina do Profmat e que são baseadas em [5].

4. Agrupamento em duplas dos participantes: cada integrante da dupla deverá
corrigir a demonstração realizada pelo seu par, inspirados nas categorias
apresentadas, e cada dupla deverá comparar as duas correções realizadas e
compor uma nova demonstração.

5. Repetição do 4o Momento, agora com o agrupamento de duas duplas em
quartetos, culminando com a elaboração de nova demonstração.

Justificativas para os momentos 4 e 5: Nesses espaços, os participantes têm a
oportunidade de praticar a reflexão individual e, posteriormente, de grupo, com re-
lação à análise dos erros cometidos e na elaboração de uma demonstração coletiva.
Além disso, trabalhando em quartetos, viabiliza-se um maior número de vagas no
minicurso.

6. Apresentação ao grande grupo das demonstrações realizadas no 5o momento,
seguida de análise coletiva das mesmas, com fechamentos estimulados pelas
ministrantes.

9
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10 CAPÍTULO 3. MINICURSO

7. Proposta aos quartetos do seguinte exercício: Solicita-se a demonstração da
afirmação: “Não existe um número racional cujo quadrado é igual a 7”.

8. Apresentação do segundo exercício pelos quartetos e análise coletiva das
demonstrações.

Justificativa para o 8o momento: levar os participantes a refletir sobre ideias
que podem ser aproveitadas do primeiro exercício, preparando também o grande
grupo para o 9o momento.

9. Questionamentos ao grande grupo:

– Essas demonstrações apresentadas podem ser adaptadas para demons-
trar a afirmação “Se p é um número primo, então não existe um número
racional cujo quadrado é igual a p?”, seguida de uma demonstração
para a mesma.

– A demonstração anterior pode ser adaptada para demostrar a afirmação
“Não existe um número racional cujo quadrado é igual a 12?”, seguida
de uma demonstração para a mesma.

– Essa última demonstração pode ser adaptada para mostrar a afirmação
“Se n é um número que não é um quadrado perfeito, então não existe
um número racional cujo quadrado é igual a n?”

10. Fechamento do minicurso: Comentários dos participantes sobre o minicurso
com relação às questões: Você acredita que atividades similares à desen-
volvida neste minicurso são adequadas para uma sala de aula? Em caso
afirmativo, para que nível e que tipo de atividade similar você faria?

3.2 Relato

O minicurso contou com a participação de nove inscritos, sendo dois professo-
res do ensino básico (anos iniciais do ensino fundamental) e sete alunos de gradu-
ação de diferentes períodos, variando entre quase calouros e quase formandos. As-
sim, foram formados ao final da proposta, um quarteto e um quinteto. Além disso,
levando em conta o número de participantes e a formação dos mesmos, o plane-
jamento original de 10 momentos sofreu alterações. No que segue, será realizado
um relato das etapas afinal desenvolvidas. A fim de ser preservada a identidade dos
envolvidos, os participantes serão denominados pelas letras do alfabeto, de A a I e
duplas, quartetos e quintetos por eles formados serão denominados pelas letras que
representam cada componente do grupo (por exemplo, o quarteto formado pelos
participantes A, B, C e D será denominado ABCD). Da mesma forma, no relato
realizado por duas das professoras participantes, o nome da escola foi removido.



II
Si

m
pó

si
o

da
Fo

rm
aç

ão
do

Pr
of

es
so

rd
e

M
at

em
át

ic
a

da
R

eg
iã

o
Su

de
st

e-
U

ni
ve

rs
id

ad
e

de
Sã

o
Pa

ul
o

-U
SP

-S
P

-I
IS

im
pó

si
o

da
Fo

rm
aç

ão
do

Pr
of

es
so

rd
e

M
at

em
át

ic
a

da
R

eg
iã

o
Su

de
st

e-
U

ni
ve

rs
id

ad
e

de
Sã

o
Pa

ul
o

-U
SP

-S
P

-I
IS

im
pó

si
o

da
Fo

rm
aç

ão
do

Pr
of

es
so

rd
e

M
at

em
át

ic
a

da
R

eg
iã

o
Su

de
st

e-
U

ni
ve

rs
id

ad
e

de
Sã

o
Pa

ul
o

-U
SP

-S
P

3.2. RELATO 11

A primeira etapa desenvolvida ocorreu de acordo com o planejado como 1o

Momento: após a apresentação do que trataria esse minicurso, as ministrantes co-
mentaram a motivação para o mesmo, mencionando o exercício realizado na dis-
ciplina do Profmat, para o qual foram consideradas diferentes classes de erros,
baseadas em [5] e esclareceram as etapas de desenvolvimento do minicurso.

Também nesse primeiro momento foi questionada a formação dos participan-
tes e suas expectativas em relação ao minicurso. Alguns alunos expuseram suas
motivações, tais como o trabalho final de graduação, o interesse pela metodologia
de análise de erros e sua utilização em sala de aula. Essa discussão foi muito rica
e produtiva, apresentando alguns exemplos práticos, tanto em termos de reflexão,
quanto de metodologia. Em particular, a dupla de professoras (de uma mesma es-
cola) participantes do minicurso produziu um interessante relato sobre como a aná-
lise de erros é desenvolvida na sua escola e como é necessário convencer também
as famílias da eficiência de tal metodologia. A seguir apresentamos um excerto
deste relato, enviado posteriormente por e-mail.

A escola XXX é uma escola que acredita no potencial das crianças
para pensar sobre o mundo em todos os seus aspectos naturais, soci-
ais e culturais.

A atividade matemática em nossa escola é fortemente ligada à
resolução de problemas e a um modo particular de raciocinar e co-
municar os resultados. (...) Essa forma de trabalhar em matemática
caracteriza a atividade na sala de aula desde o início da escolaridade.

É essencial, para o trabalho de reflexão, propiciar a aparição de
variados caminhos para chegar à solução de um problema, mesmo
quando esses são errados ou não convencionais. (...) Nesse processo,
o professor tem um papel importantíssimo de alimentar investigações
fazendo perguntas e intervenções que enriqueçam a pesquisa. Nas
perspectivas que adotamos, inspirada em Reggio Emilia e nas con-
tribuições do construtivismo, o erro é visto como parte do processo,
como forte reflexão e alimento para aperfeiçoar ideias e procedimen-
tos.

É importante lembrar que o professor é o representante da Mate-
mática na classe, e que qualquer afirmação sua será tratada como lei,
anulando qualquer discussão. Portanto, é necessário que o profes-
sor aprenda a escutar seus alunos de maneira neutra, “devolvendo” a
discussão para a turma e que só intervenha se for necessário. Dessa
maneira é possível deslocar a responsabilidade da validação do pro-
fessor para os alunos; ao se responsabilizar pela validação, os alunos
aumentam seu nível de compromisso e autonomia.

Esta é a filosofia da escola para o desenvolvimento da matemá-
tica ao longo dos anos iniciais, porém não é fácil conscientizar as
famílias da valorização do erro nos resultados das resoluções de ati-
vidades matemáticas, (...), o que dificulta as discussões em sala de
aula; muitas vezes ouvimos das crianças "meu pai falou que é assim
que se resolve”.

Por isso a escola proporciona no início do ano letivo um encon-
tro com as famílias das crianças de 6 a 8 anos, e desenvolve ativida-
des com eles, para que as famílias possam experimentar, dialogar, e
debater as diferentes soluções e mostrar o quanto o erro é significa-
tivo, e, assim, mostrar às famílias o enriquecimento que as soluções
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12 CAPÍTULO 3. MINICURSO

erradas podem trazer aos nossos alunos, mudando a visão de que o
erro é ruim, de que o aluno não pode errar.

Propomos às famílias problemas no campo multiplicativo, onde

os familiares não podem usar a conta convencional, atividades com o

uso da calculadora e o cálculo mental; os trabalhos são realizados em

grupos e, em determinado momento, abrimos para as reflexões cole-

tivas verificando os diferentes tipos de resolução, onde o erro sempre

aparece; tirar os familiares de sua zona de conforto ao solicitar a ex-

plicação de seus pensamentos leva-os a parar para reflexão na abor-

dagem que desenvolvemos a matemática em nossa escola, formando

uma parceria entre escola e família.(...)

Após a apresentação dos participantes, passou-se ao 2o Momento do planeja-
mento original, a saber: Solicita-se a demonstração da afirmação: “Não existe um
número racional cujo quadrado é igual a 2”.

Foram dados aos participantes 15 minutos para realizarem essa tarefa indivi-
dualmente, sendo distribuída uma folha impressa a cada um deles para fazerem o
registro de sua resolução. Cabe ressaltar que essa folha foi recolhida no final do
minicurso (Apêndice A).

Já nos primeiros minutos, as ministrantes puderam perceber a falta de fami-
liaridade da maioria dos participantes com a questão apresentada. De fato, ao
circularem entre os participantes, perceberam que os mesmos estavam realizando
erros além dos esperados. Por exemplo, na tentativa de resolver a questão pro-
posta, a participante G pensou em números específicos, empregando uma espécie
de aproximação, realizando apenas uma inspeção e não uma demonstração, con-
forme solicitado (Figura 3.1).

Figura 3.1: Resolução individual do participante G

As ministrantes decidiram então que as próximas etapas deveriam ser altera-
das em relação ao planejamento original, conforme relatado na sequência. Assim,
nesse momento, as ministrantes estavam realizando uma pré-análise das respostas.
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3.2. RELATO 13

A expectativa das ministrantes era de que a maioria dos participantes conse-
guisse realizar uma demonstração nos moldes da apresentada por F (Figura 3.2),
que foi, afinal, a única participante que conseguiu expressar com certa maturidade
matemática uma tentativa de demonstração.

Figura 3.2: Resolução individual da participante F

Outros participantes (A, B, C, E e I) demonstraram uma falta de reflexão sobre
o conhecimento matemático que possuem, visto que não perceberam que a de-
monstração solicitada é equivalente a demonstrar que não é um número racional.

Os participantes (D e H) iniciaram um ensaio de demonstração (Figura 3.3).

Figura 3.3: Resolução individual do participante H

A reorganização do minicurso a partir daqui, em relação ao planejamento ori-
ginal, deu-se da seguinte forma: foi decidido que o 3o momento do planejamento
seria temporariamente suprimido, visto que não foram realizados tantos erros pas-
siveis de categorização. Foi então solicitado que os participantes formassem três
duplas e um trio e que, no lugar de cada membro da dupla corrigir a demonstra-
ção realizada pelo seu par, os participantes realizassem o que foi denominado uma
construção coletiva de uma nova demonstração pela dupla ou trio. As duplas foram
compostas pelos participantes B e C, A e G, H e I e o trio pelos participantes E, F
e D, por isso denominaremos as duplas de BC, AG e HI e o trio de EFD.

Observou-se que a dupla BC discutiu um pouco, mas acabou consultando o
trio EFD e decidiu repetir a demonstração do integrante F. Cabe ressaltar, ainda,
que esses participantes, quase calouros do curso de licenciatura em matemática,
tiveram muita dificuldade em entender o que foi solicitado. A dupla HI e o trio
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14 CAPÍTULO 3. MINICURSO

EFD, aprimoraram suas resoluções individuais, a partir de discussões realizadas
entre eles e com as ministrantes, como ilustra a Figura 3.4.

Figura 3.4: Resolução da dupla HI (acima) e do trio EFD (abaixo)

Foi interessante observar a interação da dupla AG, composta pelas duas profes-
soras autoras do relato apresentado sobre o primeiro momento, sendo que uma de-
las possui formação em Pedagogia: o compartilhamento das ideias ficou no âmbito
da explicação. A Figura 3.5 ilustra que a troca de ideias das professoras deu-se em
um nível elementar, pensando no entendimento sobre o quadrado de um número, e
parece que percebendo a maior complexidade do argumento quando se passa dos
números naturais para os números racionais.
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3.2. RELATO 15

Figura 3.5: Resolução da dupla AG

Dando sequência às atividades, foi solicitado que os grupos agora se organi-
zassem em um quarteto (duplas AG e HI) e um quinteto (dupla BC e trio EFD).
Nessa etapa, foi realizada uma repetição do momento anterior, a saber, que os par-
ticipantes elaborassem uma nova demonstração, baseada nas demonstrações das
duplas e do trio. Ocorreu, porém, que em ambos (quarteto e quinteto), não houve a
construção de uma demonstração, mas sim apenas a eleição do que consideraram
a melhor argumentação, com esclarecimento de dúvidas e compartilhamento de
ideias. Acredita-se que isso tenha ocorrido porque as duplas BC e AG não tinham
formulado uma demonstração.

Enquanto os participantes realizavam as discussões em grupo, as ministrantes
conversavam com os mesmos, no intuito de averiguar por qual das duas resoluções
iniciar-se-ia a discussão em grande grupo.

O quarteto e o quinteto foram então convidados a registrar suas resoluções no
quadro (Figura 3.6).
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16 CAPÍTULO 3. MINICURSO

Figura 3.6: Soluções do quarteto (acima) e quinteto (abaixo)

A seguir, o quarteto foi convidado pelas ministrantes a iniciar a apresentação de
sua resolução, por ser essa a resolução que não explicitou o uso de máximo divisor
comum. O objetivo das ministrantes nessa etapa era de oportunizar uma discussão
que culminasse na correção e complementação dessa resolução pelo grande grupo,
antes de fazer o mesmo com a resolução do quinteto, para só então produzir a
construção de uma demonstração pelo grande grupo.

A cada afirmação, as ministrantes questionavam o grande grupo sobre a con-
cordância com a mesma. Se um participante não concordava com ela, era esti-
mulado a justificar sua discordância; se todos concordavam, mas as ministrantes
consideravam a afirmação incompleta ou mesmo errada, elas dirigiam perguntas
aos participantes que problematizavam tal afirmação, com o objetivo de estimu-
lar a reflexão do grupo e a correção dessa afirmação. Muitos foram os momentos
em que os próprios participantes corrigiram/reformularam as afirmações, conforme
ilustra a Tabela 3.1.
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3.2. RELATO 17

Tabela 3.1: Resultado das discussões sobra a resolução realizada
pelo quarteto

Resolução do quarteto

Discussão Resultado da discussão (intervenção na redação)
Inicialmente, as ministrantes questionaram
se a notação/nomenclatura utilizada na argu-
mentação do quarteto estava clara para to-
dos. No primeiro comentário um participante
apontou para o erro na última linha da resolu-
ção, onde foi escrito a = 2a. Corrigiu-se para
a = 2q.

Um participante questionou se os números
a,b deveriam mesmo pertencer ao conjunto R.
Outro participante questionou se não deveria
ser o conjunto N. Nesse momento uma das
ministrantes questionou: “ Não deveria ser ou
é?”
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18 CAPÍTULO 3. MINICURSO

Antes de ser proposta uma reformulação para
este comentário, as ministrantes questionaram
a frase “Seja um número racional represen-
tado por a

b ,...”: não se estaria com ela su-
gerindo que existem números racionais que
não podem ser representados dessa forma? O
questionamento de um participante sobre se o
número “deveria ser representado por” ou se
“deveria ser igual a a

b ” oportunizou uma pe-
quena discussão sobre o conceito de número
(quantidade) versus representação de número,
que culminou com a reformulação da frase
inicial.

“Seja n um número racional.
Então n pode ser representado por a

b ,
sendo a, b ∈ Z e b 6= 0”.

Seguiu-se uma discussão interessante sobre o quanto é importante o professor
preparar perguntas que instiguem a reflexão do aluno. Para não perder o foco do
minicurso, foi retomada a discussão sobre o texto da resolução apresentada pelo
quarteto (Tabela 3.2).

Tabela 3.2: Resultado das discussões sobre a resolução realizada
pelo quarteto (continuação)

Discussão Resultado da discussão (intervenção na redação)
Um dos participantes sugeriu a reformulação
da frase que se inicia por “Para que 2b2 seja
par...”, trocando a expressão “Para que 2b2”
por “Como 2b2 é par”, dando a ideia de con-
sequência, o que foi acatado por todos.

Um dos participantes chamou a atenção para
a expressão “Supondo verdadeiro” e questio-
nou "o que é verdade?” Foi então sugerido
pelo mesmo que a expressão fosse substituída
por: “Suponha que

(
a
b

)2 = 2”.
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3.2. RELATO 19

Também foi chamada a atenção que na ex-
pressão “a = 2q ⇒ a2 = (2q)2...” o conjunto
ao qual q pertencia não havia sido explicitado.
Complementou-se então: “com q ∈ Z

Os participantes, ao analisarem a expressão
“Como 2b2 é par, o a é necessariamente um
número par” observaram que, em uma pri-
meira dedução, a2 é um número par, e não
a. Logo, foi questionada a necessidade de
provar-se que “ a é um número par, sabendo-
se que a2 é um número par”. As ministrantes
intervieram na discussão, enfatizando que a
necessidade de realizar tal demonstração de-
pende do público a quem se escreve. Dessa
forma, foi decidido não explicitá-la naquele
momento, deixando-se apenas registrado “su-
jeito a demonstração”.

Após a intervenção do grande grupo na resolução do quarteto

Na sequência, o grande grupo foi convidado a concentrar-se no registro da
resolução do quinteto (Tabela 3.3 ). Conforme ocorreu anteriormente, na discussão
da redação da resolução do quarteto, as ministrantes questionaram os participantes
sobre a notação/nomenclatura utilizada e sobre a redação.

Tabela 3.3: Resultado das discussões sobre a resolução realizada
pelo quinteto
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20 CAPÍTULO 3. MINICURSO

Resolução do quinteto

Discussão Resultado da discussão (intervenção na redação)
Como não houve nenhuma manifestação so-
bre a notação/nomenclatura, optou-se por re-
alizar a leitura das duas primeiras frases,
voltando-se a questionar se havia algum co-
mentário relativo a elas.
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Como ainda assim não ocorreu nenhuma ma-
nifestação, foi questionada pelas ministrantes
a necessidade da expressão mdc(a, b) = 1.
Ainda sem nenhuma resposta, foram levanta-
das as seguintes questões pelas ministrantes:

• Fração irredutível precisa aparecer na
definição de número racional ou não?

• Todas as frações são irredutíveis?

• Para todas as frações p
q , sempre acon-

tece mdc(p, q) = 1 ?

• Ao considerarmos todas as frações ir-
redutíveis, estamos considerando todos
os números racionais?

Tais questões não foram discutidas sequen-
cialmente, mas sim em meio à discussão de
como melhorar (ou não) a redação do pri-
meiro parágrafo. Em um dado momento, um
dos participantes sugeriu que fosse então “Po-
demos considerar mdc(p, q) = 1” , porém
não justificou por quê. Após nova discussão,
chegou-se à redação “todo número racional
admite uma representação na forma de fração
irredutível”, ficando tal afirmação para ser de-
monstrada.
Uma das ministrantes chamou a atenção para
a redação da igualdade n2 = (p

q )2 = p2

q2 = 2”,
visto que na sequência apresentada poderia
confundir o leitor. Nesse momento, iniciou-
se uma discussão sobre a redação de um argu-
mento. As ministrantes ressaltaram a impor-
tância do registro do raciocínio na ordem em
que ele acontece. Assim, não é p2

q2 que é igual
a 2 mas sim n2 que é igual a 2.
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22 CAPÍTULO 3. MINICURSO

Um participante apontou que, pela mesma ra-
zão, a expressão

p2 = (2k)2 = 4k2 = 2q2

deveria ser reorganizada. Reformulou-se en-
tão a afirmação
Ao analisar-se a última frase da resolução,
as ministrantes questionaram a validade da
igualdade mdc(p, q) = 2.

Como nenhum dos participantes contestou,
uma das ministrantes indagou: “Qual o mdc
(4, 20)?”. Nesse momento, um dos partici-
pantes chamou a atenção de que o mdc (p, q)
não seria necessariamente igual a 2, sugerindo
uma nova redação.

Após a intervenção do grande grupo na resolução do quinteto

Após finalizada a discussão sobre a resolução do quinteto, a resolução apre-
sentada pelo quarteto foi retomada. Ocorridas algumas discussões, foi apresentada
uma nova redação, ilustrada na Figura 3.7
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Figura 3.7: Intervenções na redação da resolução do quarteto

Finalizadas as discussões, um dos participantes questionou: “Será possível ge-
neralizar o resultado demonstrado, se não exigirmos que mdc (p, q) = 1?”, ante-
cipando a segunda parte do exercício, que se referia ao 8o Momento do planeja-
mento original, a saber: Solicita-se a demonstração da afirmação: “Não existe um
número racional cujo quadrado é igual a 7”.

Nessa etapa, os participantes trabalharam em grupos (os mesmos quarteto e
quinteto). O quarteto apresentou uma tentativa de resolução que consistiu, inici-
almente, da substituição do número 2 pelo número 7 na resolução corrigida do
quarteto, no entanto não conseguiram “adaptar” a resolução por completo (Figura
3.8).

Figura 3.8: Resolução apresentada pelo quarteto na Parte II

Para ser finalizada a tarefa do quarteto, foi necessária a intervenção das mi-
nistrantes, e, após alguns questionamentos e auxílio dos demais participantes, foi
completada a adaptação, ilustrada na Figura 3.9.
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Figura 3.9: Inicio da adaptação na redação da resolução do quarteto na Parte II

Nessa etapa do minicurso foi necessário questionar os participantes sobre a de-
monstração da afirmação “Se a2 é par, então a é par” para, a seguir, questionar-se
se uma tal demonstração poderia ser adaptada para a nova proposição, ou seja:
seria verdade que se a2 é múltiplo de 7 então a é múltiplo de 7? Alguns parti-
cipantes deram sugestões (por absurdo, por exemplo). Após uma discussão sobre
possíveis técnicas de demonstração a serem utilizadas (por contraposição ou direta,
dividindo-se em casos), a participante F interveio, ressaltando que, no caso anterior
(a2 par =⇒ a par), existia a necessidade de avaliar-se apenas dois casos (resto zero
ou resto um na divisão de a por 2), mas que, para a demonstração da implicação

a2 é múltiplo de 7 ⇒ a múltiplo de 7, (*)

seria necessário avaliarem-se sete casos (relativos a todos os possíveis restos
da divisão de a por 7), o que poderia dispender algum tempo e esforço.

Após esses encaminhamentos, partiu-se para a discussão da resolução encon-
trada pelo quinteto. Uma participante do quinteto conseguiu convencer seus cole-
gas que era suficiente contar o número de fatores primos iguais a 7 na fatoração de
a2 e de 7b2. A sua resolução foi registrada no quadro (figura 3.10).
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Figura 3.10: redação da Parte II, apresentada pelo quinteto

A partir dessa resolução e das discussões que seguiram, concluiu-se, de uma
maneira um tanto natural, que é possível utilizar o mesmo tipo de argumentação
dessa prova para demonstrar que não existe um número racional cujo quadrado
seja um número primo, bastando substituir o primo 7 por um primo genérico p. Foi
comentado, também, que essa argumentação (contar o número de fatores primos
iguais ao primo p em a2 = pb2) é uma redação mais simples, visto que não precisa
utilizar o conceito de fração irredutível. Além disso, um dos participantes ressal-
tou que a escolha da demonstração pode ou não levar a uma generalização. As
ministrantes consideraram abordado mais um momento do planejamento original
(9o Momento), que consistia em questionar-se ao grupo:

• Essas demonstrações apresentadas podem ser adaptadas para demonstrar a
afirmação:

Se p é um número primo, então não existe um número racional cujo quadrado é
igual a p?

Após encerrar essa etapa do minicurso, as ministrantes voltaram a atenção ao
que tinha sido originalmente planejado como o 3o Momento, ou seja a apresentação
ao grande grupo das categorias de erros classificados na disciplina do Profmat, que
foram:

• Reflexão do sujeito sobre seu conhecimento matemático.

• Argumentação do sujeito sobre suas próprias afirmações.

• Familiaridade do sujeito com a escrita matemática.

• Preocupação do sujeito com a transposição do resultado para a sala de aula.
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Nesse sentido, foram realizados os seguintes questionamentos: “os participan-
tes conseguem classificar os erros cometidos nas resoluções apresentadas nesse mi-
nicurso em alguma dessas categorias?” Existem outras categorias que não foram
citadas?” Os participantes conseguiram identificar os erros cometidos e realiza-
ram uma breve classificação dos mesmos nas categorias apresentadas, sem incluir
nenhuma nova categoria.

O fechamento do minicurso foi realizado conforme o planejado, ou seja, os
participantes teceram comentários sobre o minicurso e responderam (por escrito) as
questões: 1) Você acredita que atividades similares à desenvolvida neste minicurso
são adequadas para sala de aula? 2) Em caso afirmativo, que tipo de atividade
similar você faria?

Assim, os participantes tiveram a oportunidade de expor suas opiniões sobre o
minicurso e sugerir aprimoramentos para o mesmo. A Figura 3.11 ilustra uma das
avaliações realizadas.

Figura 3.11: Avaliação realizada por um dos participantes

Outro participante incluiu em sua avaliação, uma sugestão de leitura, que aborda
um pouco do processo apresentado (Figura 3.12)
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Figura 3.12: Avaliação realizada por um dos participantes
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Capítulo 4

Considerações Finais

Neste trabalho procurou-se, em uma atividade de demonstração matemática,
tratar do erro como processo, sendo ele considerado como um procedimento cons-
trutivo, baseado na Análise de Erros de [5]. Como embasamento teórico para as
discussões realizadas no decorrer do Minicurso, foi utilizada a reflexão de grupo.

O planejamento original, baseado na análise de erros, foi sendo reformulado
pelas ministrantes durante o minicurso, devido ao público-alvo e às intervenções
desse. Assim, não foi realizada uma completa análise de erros , preferindo-se
priorizar uma redação coletiva a partir de uma reflexão de grupo, explorando a
demonstração das afirmações apresentadas. Precisamente, a adaptação que foi re-
alizada no minicurso foi principalmente a não categorização dos erros, os quais
foram apenas apontados por todo o grupo. Além disso, a correção dos mesmos
foi realizada de forma coletiva, por meio de indagações das ministrantes aos par-
ticipantes, com o intuito de motivá-los a perceber as dificuldades em se escrever e
acompanhar uma demonstração, oportunizando assim a reflexão dos participantes
sobre argumentações em sua prática docente.

A escolha da atividade revelou-se adequada e frutífera, pois foram apresen-
tadas diferentes tentativas de demonstração, com diferentes níveis de precisão de
linguagem, inclusive dúvidas em relação a técnicas de demonstração; por exemplo,
demonstração por contraposição.

A existência de apenas dois grupos de trabalho, devido ao número de parti-
cipantes, oportunizou um bom engajamento entre os mesmos e revelou-se bem
adequada, contando com a efetiva participação de todos até o encerramento do mi-
nicurso. Esse fato levou as ministrantes a repensarem o número de vagas a ser
ofertado em uma outra oportunidade.

Consideramos que o minicurso foi bem-sucedido, já que se chegou a uma de-
monstração construída de forma coletiva, onde cada frase que constituiu o argu-
mento foi questionada e muitas vezes reformulada pelo grupo até atingir-se con-
senso e correção.

O público-alvo do minicurso foi heterogêneo, sob vários aspectos: nível de for-
mação (estudantes de primeiro ano, formandos, professora experiente e pedagoga),
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faixa etária e maturidade matemática. A dificuldade de argumentar em matemática
foi comum a todos os participantes e foi unânime o reconhecimento do valor da
precisão matemática tanto oral como escrita na prática docente. Por isso, somos
de opinião que a reflexão de grupo combinada com a análise de erros na prática da
argumentação matemática é bastante relevante na formação dos professores e deve
ser repetida em outras oportunidades, abordando outras temáticas.
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Capítulo 5

Apêndice A
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MINICURSO REFLEXÕES DE GRUPO E ANÁLISE DE ERROS:  

UMA ALTERNATIVA PARA A SALA DE AULA? 

PARTE I 

 
Não existe número racional cujo quadrado é igual a 2 

 
 

Nome: 

Demonstração individual: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Nome da dupla: 

Demonstração da dupla: 
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Nomes da outra dupla:  

Demonstração do quarteto 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

PARTE II 

 

 
 

 

Demonstração: 
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