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X Prefacio

Abordamos o papel dos exemplos no processo de ensino-aprendizagem-avaliacdo de Matematica.
Procurando respeitar o conhecimento profissional especifico de professores que ensinam Matematica,
apresentamos o assunto a partir de referenciais da area de Educagdo Matematica.

O objetivo é munir o professor de recursos que permitam uma pratica docente mais diversificada
e alternativa aquela que tem o professor como transmissor e fonte de conhecimento. Um ponto de
destaque ¢é a atencao para a questao da integragao da avaliagao de conhecimentos de alunos ao processo
de ensino e aprendizagem. Mais precisamente, vamos introduzir, em lingua portuguesa, algumas das
principais e mais recentes concepgoes trabalhadas e desenvolvidas em estudos e pesquisas da érea da
Educagao Mateméatica que tornam a exemplificagdo matematica uma poderosa ferramenta pedagogica.

O texto produzido é resultado de estudos sobre o assunto, exemplificagdo matematica, a partir de
artigos cientificos e textos académicos, além de pesquisas, em andamento e ja produzidas, e de diversas
vivéncias. Uma curiosidade é que materiais existentes sobre o assunto sao predominantemente em lingua
estrangeira.

Esperamos que o contetdo apresentado na sequéncia possa contribuir para a formagao (continuada)
do professor que ensina Mateméatica, porém é possivel que algumas discussoes desenvolvidas também
funcionem como inspiracao para temas de pesquisa na area de ensino e educagao matemética.

Teresopolis, setembro de 2021.

TIon Moutinho
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Xii Introducao

Ao que tudo indica, cursos de licenciatura em Matemaética privilegiam os conhecimentos da Mate-
mética Cientifica, deixando de lado saberes mais necessarios & futura pratica docente, tanto no Brasil
(p. ex. FIORENTINI; OLIVEIRA, 2013; MOREIRA; FERREIRA, 2013) como no exterior (p. ex.
BALL, 1990; BALL et al., 2009). A questao de que somente a compreensao do conteudo disciplinar
nao é suficiente para a formacao e pratica do professor passou a ter atencao especial a partir de 1983,
quando Lee Shulman, psicélogo educacional americano, apresenta o termo Conhecimento Pedagbgico
do Conteudo (PCK, abreviagao para o termo em inglés “Pedagogical Content Knowledge”) fazendo refe-
réncia ao conhecimento profissional especifico de professores. A partir de entao, iniciou-se uma linha de
estudos a respeito da capacidade de o professor transformar o conhecimento do contetido que ele possui
em formas pedagogicamente poderosas.

Um tema que virou assunto de atengao do PCK para o professor de Matematica mais recentemente
é a exemplificagdo matemaética. Sao intmeros estudos, pesquisas e materiais didaticos (p. ex. TALL;
VINNER, 1981; ARCAVI; HADAS, 2000; ZAZKIS; LEIKIN, 2007; KALEFF, 2008; FIGUEIREDO;
CONTRERAS; BLANCO, 2009; e SINCLAIR; WATSON; ZAZKIS; MASON, 2011) que mostram que
o papel da exemplificacdo matematica é muito mais abrangente do que o de servir como modelo de
solugoes detalhadas de exercicios apresentados pelo professor ou pelo livro didatico. Inclusive, além
de presente no processo de ensino e aprendizagem, a exemplificacao pode ser considerada também no
processo de avaliagdo. Estranhamente, a exemplificacdo matematica parece nao receber maior atencao
no Brasil, conforme pesquisa realizada por Castro (2021).

Nosso objetivo geral com o presente texto é introduzir, em lingua portuguesa, algumas das principais
e mais recentes concepgoes trabalhadas e desenvolvidas em estudos e pesquisas da area da Educacao
Matematica que tornam a exemplificagdo matematica uma poderosa ferramenta pedagogica. Ou seja,
mostraremos como o entendimento dos diferentes papéis dos exemplos matemaéticos pode viabilizar a
transformagcao do conhecimento do contetido que o professor de Matematica possui em um conhecimento
especifico de sua profissao.

Com essa perspectiva, abordaremos conhecimentos acerca de:

e Os diferentes papéis dos exemplos na formagao de conceitos matematicos.

A geracao de exemplos por alunos como estratégia de ensino.

A producao de exemplos por alunos como recurso para promocao de aprendizagem.

A produgao de exemplos por alunos como recurso de avaliagao.

Estratégias para elaboracao de atividades didaticas.

e A geragao de exemplos como metodologia ativa de ensino-aprendizagem.

Em resumo, esperamos que o contetiido apresentado a seguir possa contribuir para uma prética
docente do professor de Matematica com intencionalidade matemética e didética.
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Exemplos sao parte integral da Matematica. E isso acontece desde os registros humanos mais
antigos, como nos tabletes de argila produzidos na antiga Mesopotiamia, quando procedimentos gerais
para a resolucao de certos problemas eram registrados por meio de inimeros casos particulares, e nao
por formulas ou teoremas (Aaboe, 1984). Encontramos até exemplos protagonizando a historia da
Matematica, como a crise nos fundamentos da Matematica grega acarretada pela descoberta de um
segmento que nao podia ser medido por uma expressao numeérica, de acordo com os conhecimentos e
convengoes da época. A saber, a diagonal de um quadrado de lado com medida 1, e que representaria
a raiz quadrada de 2, segundo o Teorema de Pitagoras para tridngulo retdngulo, nao podia ser medida
por nenhum submiiltiplo da unidade.

Voltando-nos para a educagao matemética, vemos de imediato que os exemplos tém um papel ins-
trucional de destaque no processo de ensino e aprendizagem, pois constituem uma componente constan-
temente presente em materiais didaticos ou em explicagoes de professores. E necessério, porém, que se
lance mao de um bom conhecimento matematico e pedagbgico a fim de se aproveitar todo o potencial
e importéncia dos exemplos. ”A escolha e 0 uso de exemplos representam um desafio para o professor,
envolvendo muitas consideragoes que devem ser ponderadas, especialmente porque a escolha especifica
de exemplos pode facilitar ou impedir a aprendizagem dos alunos” (ZODIK; ZASLAVSKY, 2007, p.
265).

Neste capitulo fazemos uma breve revisao de fundamentos da area de Educacao Matemaética que
propiciam o uso dos exemplos mateméticos como ferramentas pedagogicamente poderosas.

11 Exemplos instrucionais

Inicialmente, vemos os exemplos mateméticos como exemplos instrucionais, isto é, sao os exemplos
oferecidos por um professor ou livro didatico no contexto de aprendizagem de um determinado tépico.
Essa terminologia esta de acordo com Zalavsky (2010). Rissland-Michener (1978) introduz uma descri¢ao
dos exemplos instrucionais em quatro classes, nao necessariamente disjuntas.

Ezemplos iniciais: na primeira abordagem de uma teoria existem exemplos que sobressaem facil e
imediatamente; sao esses que nos permitem iniciar o estudo de um novo tema e que utilizamos para as
primeiras defini¢oes e resultados, dando, assim, ocasiao para que surjam as primeiras intui¢oes uteis.

Ezxemplos de referéncia: sao aqueles exemplos aos quais nos referimos repetidamente. Sao basicos
e largamente aplicaveis, e proporcionam um marco de referéncia a partir do qual muitos resultados e
conceitos estao ligados entre si. Sao usados também para verificar a compreensao de conceitos, resultados
OU Processos.

Ezxemplos modelo: sao exemplos paradigmaticos e genéricos. Eles sugerem e sistematizam expec-
tativas e assungOes automaéticas sobre resultados e conceitos. Sao os exemplos que nos indicam casos
gerais. Dada a sua natureza genérica, os exemplos modelo estao frequente e intimamente ligados aos
argumentos "sem perda de generalidade”.

Contraezemplos: esses exemplos sao utilizados para se refutar um determinado argumento ou para
revelar melhor as diferencas entre conceitos.

Tal categorizacao ji nos mostra como a utilizagao de exemplos pode ser uma tarefa complexa, ou
nao trivial, e como exemplos sao essenciais para generalizagdo, abstragao e raciocinio analégico.

Com o objetivo de ressaltar a necessidade de um exemplo instrucional ser efetivamente til, Bills,
Dreyfus, Mason, Tsamir, Watson e Zaslavsky (2006) sugerem que um exemplo deve ser transparente e
generalizador. Um exemplo transparente é aquele que dirige facilmente a atengéo do educando para as
caracteristicas que o tornam exemplar. Um ezemplo generalizador é aquele que destaca as caracteristicas
especificas necessarias que constituem um exemplo do assunto em questao e, ao mesmo tempo, aponta
para as caracteristicas arbitrarias e mutéaveis. Exemplos transparentes e generalizadores tém o potencial
de servir como exemplo de referéncia ou exemplo modelo.

O exemplo de equagao de circunferéncia, {(x — 1)2 + (y + 2)? = 3%, ¢ transparente com relacio
as coordenadas do centro da curva e de seu raio, pois pode ser imediatamente traduzido para uma
interpretacao geométrica que corresponde & definicao de circunferéncia. De fato, a equacao dada traduz-
se por d{(z,y),(1,-2)) = 3, isto é, a distancia do ponto (x,y) ao ponto (1,-2) é 3. A mesma curva,
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porém, se estiver representada por z° + y2 - 2x + 2y — 4 = 0, deixa de ser um exemplo transparente
para a propriedade de ser uma circunferéncia, pois pode ser confundida com um exemplo de elipse ou,
eventualmente, de parabola ou hipérbole.

Exemplos de parabolas dados por equagoes como y = 3(30—5)2 —1 s8o transparentes e generalizadores
para algumas propriedades importantes desse tipo de curva. Esse exemplo é transparente, pois vemos
facilmente aqui que —1 é o menor valor que y pode assumir, e isso acontece quando z = 5, ¢ vemos
que existe uma simetria nos valores com relacao ao eixo x = 5. E temos que o exemplo é generaliza-
dor, quando vemos que essas caracteristicas podem ser novamente obtidas a partir de outros exemplos
similares. Assim, se quisermos uma parabola com vértice em (2,5), um exemplo seria y = 3(x — 2)2 + 5.

Exemplos de equagoes quadraticas como y = 2® = 27 + 3 ndo sdo transparentes nem generalizadores
para o conhecimento do vértice de uma parabola e para a existéncia e definigdo de um eixo de simetria
da curva.

Tridngulos retangulos podem ser 6timos exemplos iniciais para o estudo da férmula da area de
tridngulos, mas dificilmente poderao ser considerados como um exemplo modelo para a explicagao de
que a area de um tridngulo é dada pela metade do produto da base do tridngulo pela sua altura.

No Capitulo 2 exploraremos um pouco mais os tipos de exemplos instrucionais.

1.2 Exemplos instrucionais em uma perspectiva cognitivista

Recorrentemente, encontramos a orientacdo de que a formalizacdo de um conceito seja precedida
pela sua compreensao. Abordagens assim, com uma perspectiva cognitivista, naturalmente demandarao
novas utilidades para o uso dos exemplos, pois assumirao um papel que vai além de ilustrar defini¢oes,
teoremas e procedimentos. Vamos considerar agora uma abordagem defendida por Shlomo Vinner,
segundo o qual saber a definicao de um conceito de cor nao garante a compreensao de tal conceito
(VINNER, 2002).

Definigbes matematicas tém papel fundamental, como o de estabelecer uniformidade na comunicagao
matematica, além de capturar a esséncia de um conceito, muitas vezes transmitindo suas propriedades
caracterizadoras. Vinner adota o termo conceito defini¢ao para se referir a uma forma de se expressar
por palavras que explica precisamente determinado conceito.

De forma complementar Vinner utiliza o termo conceito imagem a fim de considerar a estrutura
cognitiva total que pode estar associada com o nome do conceito. Isso significa que o conceito imagem
pode ser composto por propriedades e processos e por qualquer coisa nao verbal associados na nossa
mente ao nome do conceito; podem ser figuras mentais, simbolos, representagdes diversas, ou mesmo
uma colegao de experiéncias e impressoes. Ou seja, a composi¢ao do conceito imagem de um educando
depende dos exemplos vivenciados por ele.

Como ilustragao, se atentarmos para o nome, fragdo, podemos encontrar pessoas fazendo referéncia
a interpretagbes como a de parte-todo ou de divisdo, ou & ideia de uma pizza sendo fatiada. Essas
lembrangas podem ser consideradas como parte do conceito imagem de fragao. Exemplos como 2/3,
1/5, 8/2 também podem fazer parte desse conceito imagem.

Vinner (ibid.) considera que adquirir um conceito significa formar um conceito imagem. Indo além,
na aprendizagem informal de um conceito precisamos mais do conceito imagem, pois dificilmente o
educando acessard o conceito definicao. Por outro lado, na aprendizagem formal o conceito defini¢ao
torna-se necessario e mais presente no processo de ensino, espera-se que o aluno faga uso dessas defini¢oes
para resolver problemas e apresentar argumentos. As definicbes podem ser ensinadas para o educando,
porém é comum o educando reformular o conceito definigdo, criar versGes pessoais, principalmente
quando fica muito tempo sem consultar a definicao do conceito. Por vezes, a nova definicdo pode
ser equivalente & convencao matematica, mas nem sempre é o que acontece. Por exemplo, se uma
pessoa, quando ouve ou pensa no termo, fragao, pensa so6 nos exemplos 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 etc., ela pode
reconstruir o conceito definicdo de fracdo como sendo um pedago do todo, ou da unidade.

Continuando com o termo fragao, parece que nao é comum encontrarmos explica¢oes sobre o conceito
ou apresentacao do conceito definicdo, quando o assunto envolve nimeros reais. E isso é um problema,
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pois nao podemos manter certas interpretagoes e significagoes. Por exemplo, ndo podemos interpretar
a fragdo 1/v/2 como sendo a unidade dividida em v2 partes iguais, nem podemos dizer que a fracio 5/
é o resultado da divisdo de 5 por m, ndo no sentido da divisao com resto. Ou seja, o conceito imagem
de fracao de nimeros reais é bem diferente do conceito imagem de fragao de ntimeros inteiros, mesmo
que o conceito definigdo possa, eventualmente, ser o mesmo em ambos os contextos, isto ¢, se a/b for
definido como o produto a - b ", onde b~ ' denota o inverso multiplicativo de b # 0.

Considerando a importancia de se praticar a consulta da definicdo de conceitos envolvidos em de-
monstracoes matematicas ou em resolucao de problemas, reservamos a Segao para a ilustracao de
casos em que alunos reformulam defini¢bes com versoes pessoais um tanto inusitadas.

Hershkowitz (1994) é um 6timo caso de aplicagao das ideias defendidas por Vinner voltada para con-
ceitos geomeétricos e ilustra bem a importancia dos exemplos como ferramenta didéatica. A pesquisadora
introduziu a nogao de exemplo prototipico (ou prototipo). Ezemplos prototipicos sdo exemplos bastante
particulares que acompanham um conceito e devem ser considerados pelo professor com muita atencao,
pois podem levar educandos a confundir o objeto matemaético com a figura, a ndao reconhecer as mesmas
figuras, quando em situagao diferente da prototipica, e a reconhecer propriedades pela associacdo com
tais figuras.

A altura de um tridngulo serve bem para ilustrar os efeitos dos exemplos prototipicos na relagao
entre conceito imagem e conceito definicdo. N&ao é incomum que alunos formem o conceito imagem
de altura com a nogao de verticalidade com relagao a linha horizontal do papel e/ou com a nogao de
segmento no interior do tridngulo (p. ex. GRAVINA, 1996).

Existe também a questao da conceituacao de ceviana. Muitos textos definem ceviana de um tridngulo
como sendo qualquer segmento com um extremo em um dos vértices do tridngulo e o outro extremo
no lado oposto ao vértice considerado. O problema é que muitos desses textos adotam essa definicao e
afirmam que a altura é uma ceviana. E o problema pode ser mais grave, pois existe a possibilidade de
autores estarem reformulando a defini¢cdo de ceviana, moldando-a de acordo com um conceito imagem
particular, pois existem textos que definem ceviana como sendo um segmento que parte de um vértice do
tridngulo e termina na reta suporte do lado oposto. Essa alteracdo de defini¢do muda completamente
as caracteristicas das cevianas. Para essa tultima definicdo podemos, sim, dizer que a altura de um
tridangulo é um caso de ceviana.

A Figura mostra um desenho bastante popular usado para ilustrar o conceito de altura de
tridngulo, o triangulo ABC. Notemos que a figura representa um tridngulo acutangulo e que a altura é
com relacao ao lado AB, desenhado paralelo & base da folha. O triingulo ABC parece ser uma figura
prototipica, de acordo com os comentarios apresentados nos paragrafos anteriores: a altura é vertical,
com relagdo & base da folha, e é um segmento interno. A figura do tridngulo DEF ilustra como deve
ser a definicao de ceviana, caso queiramos que a altura do tridngulo seja classificada como um caso de
ceviana, mas ela ainda pode ser prototipica com relagao & imagem de que a altura é sempre vertical.

L Lol
m

- — — -8

Figura 1.1: Imagem de tridngulos prototipicos com relagao & definicao de altura de tridngulo.

O leitor esta convidado a fazer um exercicio de pesquisa. Utilize algum programa localizador da
internet para procurar por imagens a partir das palavras "altura de tridngulo”, veja quais sao as figuras
mais populares, veja se a ideia de que a altura é sempre referente ao lado paralelo & base da folha e
interior ao tridngulo é compativel com as figuras encontradas. Outro exercicio é procurar pela defini¢ao
de ceviana. Veja se o conceito obtido é compativel com as imagens obtidas na primeira parte da pesquisa.
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Hershkowitz (ibid.) aprofunda-se na questao dos diferentes papéis dos exemplos instrucionais ao se
referir a dois tipos de atributos que podemos encontrar nos exemplos. Os atributos relevantes de um
conceito sao as caracteristicas que aparecem em qualquer exemplo do conceito, enquanto os atributos
irrelevantes de um conceito sdo aqueles que apenas alguns exemplos do conceito apresentam. Assim,
a caracteristica - ter todos os dngulos internos iguais - é um atributo relevante para o conceito de
quadrado, mesmo que existam exemplos com esses atributos que nao sejam quadrados: os retangulos
de modo geral. A caracteristica - a altura é uma ceviana - é um atributo irrelevante para o conceito de
tridngulo, pois existem triAngulos que nao possuem esse atributo. De fato, em tridngulos obtusangulos
uma das trés alturas nao é uma ceviana. (Bom, essa questao depende da definigdo de ceviana que esté
sendo adotada, agora foi considerada a defini¢do aparentemente mais popular, quando se diz que ceviana
¢ um segmento com extremos sendo um vértice e um ponto do lado oposto do triangulo.)

Podemos descrever melhor o conceito de exemplo prototipico utilizando os termos, atributos relevan-
tes e atributos irrelevantes. Um exemplo prototipico é aquele que possui todos os atributos relevantes,
mas também possui muitos atributos irrelevantes. Com base nessa descri¢ao podemos facilmente afirmar
que um tridngulo equilatero com base horizontal é um exemplo prototipico para o conceito de tridngulo.

Com a classificagdo por atributos relevantes e irrelevantes, encontramos outros tipos de exemplos.
Na perspectiva de construir com o educando o conceito estudado, Kaleff (2008) faz um questionamento
significativo quanto ao uso do termo contraexemplo. Como, ao longo do estudo de um certo conceito,
o educando ainda nao conhece sua defini¢ao, pois ele ainda esta desenvolvendo o conceito imagem, nao
podemos trabalhar com a ideia de um exemplo que refuta uma afirmacdo. A sugestdo é usar o termo,
"nao exemplo”.

Seguindo a terminologia introduzida por Hershkowitz, exemplo positivo é aquele que apresenta todos
os atributos que fazem parte de um conceito definicdo, e nao exemplo é aquele que nao possui todos os
atributos relevantes.

Evidentemente todo nao exemplo serd um contraexemplo para uma conjectura implicita. Um losango
pode ser visto como um nao exemplo de quadrado, pois nao possui o atributo de ter todos os dngulos
internos iguais, mas pode ser visto como um contraexemplo para a conjectura de que um quadrilatero
de lados iguais e diagonais perpendiculares é um quadrado. O confronto entre exemplos positivos e nao
exemplos pode ser uma estratégia didatica para favorecer a construcao do significado de um conceito.

1.3 A geracao de exemplos por alunos

Até o momento falamos dos exemplos instrucionais, aqueles que sdo oferecidos por uma autoridade,
o professor ou o livro didatico, com a expectativa de que o aluno aprenda a partir desses. Contudo, é
possivel que a produgao de exemplos assuma, no processo de ensino, de aprendizagem e de avaliagao
de Matemética, um papel que aparentemente é incomum na pratica docente tradicional. Com essa
perspectiva, descreveremos uma dindmica de trabalho envolvendo exemplificacdo que é bem diferente,
pois espera-se que os proprios alunos gerem os exemplos, enquanto o professor é quem aprende durante
o processo. O que falaremos a seguir é fundamentado principalmente no excelente livro de Watson e
Mason (2005).

Segundo Watson e Mason (ibid.), os exemplos que os alunos produzem surgem de uma pequena
piscina de ideias que simplesmente aparecem em resposta a tarefas especificas, em situagoes especificas.
Eles chamam essas piscinas de espacos de exemplos. Pesquisas na area de Educagao Matematica indicam
que a atengao didatica, por parte do professor, aos espagos de exemplos dos alunos pode promover a
aprendizagem, além de agir como uma ferramenta de avaliacdo que opera como uma “janela”’ para a
mente de um aprendiz (ZAZKIS; LEIKIN, 2007). Essa perspectiva informa como o conhecimento pessoal
é estruturado e o que pode melhorar essa estrutura, além de oferecer dinAmicas de trabalho em sala de
aula bem interessantes. Watson e Mason (ibid.) exploram diversas estratégias de geracao de exemplos
por alunos e possiveis efeitos cognitivos que tais tarefas propiciam. Vejamos algumas dessas estratégias.

A tarefa de pedir por trés exemplos diferentes de um mesmo objeto é muito interessante, além de
ser surpreendentemente simples. Um exemplo de tarefa assim pode ser:
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e Apresente um exemplo de grafico de fungao constante.
e Apresente um exemplo de grafico de funcao constante que seja diferente do exemplo anterior.

e Apresente um exemplo de grafico de fungdo constante que seja diferente dos dois exemplos ante-
riores.

Uma sequéncia de tarefas assim leva um educando a se forcar além do convencional e a criar suas
proprias estratégias e perguntas. O segundo pedido de exemplo muitas vezes encoraja o aluno a mexer
com a imagem que ele tem sobre o objeto matematico em questao. O terceiro pedido de exemplo pode
levar o aluno a fazer perguntas como "O que mais é possivel?”, em vez de simplesmente tentar ajustar
suas primeiras ideias sobre o assunto. Uma experiéncia em sala de aula envolvendo exatamente essas
perguntas sobre fun¢ao constante é relatada em Moutinho (2020).

Outra estratégia é uma variagao da anterior, consiste em pedir por mais exemplos do mesmo objeto,
nos seguintes moldes:

e Ache um exemplo de ... que seja diferente de qualquer exemplo feito por seus colegas de sala.

e Ache um exemplo de ... que seja diferente de qualquer exemplo feito por qualquer pessoa no
mundo todo.

Existe também a estratégia de variar a exemplificagao. Watson e Mason (ibid.) ilustram esse tipo
de estratégia com a interessante sequéncia de pedidos de exemplificacao de quadrilateros.

e Desenhe um quadrilatero.
e Desenhe um quadrilatero com um par de lados iguais.
e Desenhe um quadrilatero com um par de lados iguais e um par de lados paralelos.

e Desenhe um quadrilatero com um par de lados iguais, um par de lados paralelos e um par de
angulos opostos iguais.

A tarefa ilustrada fica ainda mais interessante quando é pedido para o aluno voltar e verificar se,
em cada estigio, seu exemplo nao satisfaria a préxima restrigdo. Fntao, pede-se, se necessario, que o
aluno produza um novo exemplo que nao se encaixe na préxima restricao.

A produgao de exemplos variados é importante para, por exemplo, que o aluno nao tenha em mente
apenas exemplos prototipicos.

Outra estratégia que destacamos aqui é a producdo de exemplos com restrigcdes. A expectativa é
de que a producao de exemplos assim ajude a promover a consciéncia da vasta gama de elementos,
de uma dada classe de objetos mateméticos, oferecendo, desse modo, pratica no uso de elementos nao
familiares. Um exemplo de tarefa desse tipo poderia ser: Apresente um exemplo de funcao crescente
com concavidade para cima e uma assintota vertical. A geracdo de exemplo para essa tarefa pode deixar
o aluno alerta para o fato de que fungoes nao precisam estar definidas em toda a reta dos reais. Ou
pode deixé-lo ciente de que funcao com concavidade para cima nao se restringe as parabolas.

Sao intmeras estratégias de geracao de exemplos discutidas em Watson e Mason (ibid.). Apresenta-
mos aqui um resumo dos principais modelos de pedidos por exemplos.

e Ache exemplos de ...

e Ache um exemplo que ...

Ache o exemplo que ...

Ache exemplos que ...

Ache todos os exemplos que ...
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e Ache um exemplo de ... e outro e outro.

Ache um exemplo que mostre que vocé entende como usar a técnica para ...

Ache o mais dificil, o mais complicado, o mais simples, o mais facil, o mais estranho ...

Ache um exemplo que seja o mesmo dessa maneira, mas diferente dessa maneira para ...

e Ache ...

O conceito de espago de exemplos apresentado por Watson e Mason fornece um critério de aprendiza-
gem, assim como de ensino e de avaliagao. Eles explicam que a "aprendizagem é vista como crescimento
e adaptacao (extensao) de espagos de exemplos; o ensino envolve o fornecimento de situa¢oes nas quais
isso possa ocorrer”. Os exemplos sao Uteis se, e somente se, os alunos ganharem familiaridade com
eles, internaliza-los e integra-los em seu espaco de exemplos o suficiente para que venham & mente em
situacoes diferentes.

De forma complementar aos exemplos gerados por alunos, os autores adotam o termo espacos de
exemplos convencionais, para nos referirmos aos exemplos considerados por matematicos e livros didé-
ticos, sao os exemplos que professores esperam que seus alunos adquiram. De outro modo, espagos de
exemplos convencionais determinam os exemplos instrucionais trabalhados por autoridades (professor e
livro didético). Eles também estabelecem que "compreender a matematica significa, entre outras coisas,
estar familiarizado com os espagos de exemplos convencionais” (WATSON; MASON, 2005, p. 64).

Acabamos de ressaltar uma série de orientagoes didaticas, além de um critério de ensino, de apren-
dizagem e de avaliagdo de Matematica. Sao informagoes que consideram aquela que, provavelmente, é
agao mais basica e presente na educacao matemética de nossos alunos: a exemplificagdo. Nas proximas
secoes apresentamos diversas ilustragoes, muitas provenientes da sala de aula, a respeito de tudo que
foi exposto até aqui.



Capitulo 2

Classificando exemplos
instrucionais
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Vamos falar um pouco sobre como pode ser o trabalho de um professor, ou autor de livro dida-
tico, de classificacao de exemplos instrucionais. Ilustraremos essa questao discutindo a exemplificacao
de numeros reais. Ou melhor, vamos falar sobre o espaco de exemplos convencionais para numeros
irracionais.

Vejamos a questao a partir da pesquisa de Gonzalez-Martin, Giraldo e Souto (2013) que descreve a
apresentacdo dos niimeros reais nos livros didaticos brasileiros. Resultados obtidos indicam que livros
didéaticos brasileiros iniciam a abordagem fornecendo defini¢bes e propriedades articuladas como listas
de regras e procedimentos injustificados a saber. A abordagem dominante é algébrica e a maioria das
tarefas requer a reprodugao de técnicas exemplificadas.

A raiz quadrada de 2, v2, é um exemplo de destaque nesse processo de exemplificacdo de definicoes e
de verificacao de propriedades. Dessa forma, é interessante entender de que modo v/2 é um bom exemplo,
ou se é mesmo um bom exemplo para o ensino e aprendizagem dos ntimeros reais. Precisamos, entao,
saber se V2 serve como exemplo inicial, exemplo de referéncia, exemplo modelo e/ou contraexemplo, ou
se existem outros exemplos mais adequados.

2.1 O Numero v2 é um Bom Exemplo Inicial?

Existem restrigoes aqui, mas defendemos que a resposta é afirmativa.

Sendo um exemplo para as primeiras defini¢oes, é importante que a autoridade tenha em mente qual
definigao seré usada para a formalizacao do conceito de ntimero real, principalmente de irracional. Se o
objetivo é formalizar um ntmero irracional como aquele que é representado com uma dizima infinita e
periodica, v2 no parece ser um bom exemplo inicial, pois ¢ dificil (para nio dizer impossivel) detectar
por inspecao direta a nao existéncia de dizima periédica, ou mesmo o fato de a dizima ser infinita. Nessa
linha, provavelmente exemplos numéricos dados por representagoes decimais como 0,1010010001... ou
43,212211222111... sejam mais apropriados como exemplos iniciais. Esses exemplos deixam evidente as
caracteristicas envolvidas na definicao em questao.

E interessante destacar mais um papel para esses dois tltimos exemplos, o de confrontar e, portanto,
ajudar a enfatizar as caracteristicas das representagoes decimais para um nimero racional. Tais caracte-
risticas, provavelmente, ja devem ter sido apresentadas ao educando, uma vez que esses podem utilizar
ideias de existéncia de algum padrao (ndo necessariamente de dizima periodica) como caracteriza¢ao
dos nameros racionais (p. ex. ZAZKIS; SIROTIC, 2004).

Usando outro tipo de linguagem, podemos dizer que a raiz quadrada de 2, seja escrita como v2 ou
como 1,414213..., nao é transparente para a propriedade de que sua representacao decimal é infinita e
nao periédica.

Existem outras caracteristicas que definem um bom exemplo inicial, isto é, também queremos esco-
lher um exemplo que se sobressaia facil e imediatamente no contexto escolar. O nimero v2 tem destaque
na historia da Matematica, aparece em registros produzidos pelos povos antigos da Mesopotamia (ver
Figura ” ) e foi protagonista em uma crise matematica envolvendo a escola pitagorica. Mais ainda, esta
relacionado com outros contetdos escolares ja no ensino fundamental, como a medicdo de segmentos
notéveis (no caso, a diagonal do quadrado de lado um) e em aplicagoes do Teorema de Pitagoras para
tridngulos retangulos.

Existe um aspecto que pode favorecer a escolha de v2 como um exemplo que introduz o conceito de
ntmero irracional: o fato de que tal nimero esté associado ao operador raiz quadrada, AR operador
que muito dificilmente produz um nimero com dizima finita. Ou seja, pode ser (estamos sugerindo,
seria o caso de o professor sondar com seus alunos) que ntimeros obtidos pela raiz quadrada nao fagam
parte do conceito imagem de "ntimeros racionais”. De outro modo, pode ser que uma ideia preexistente
de que raiz quadrada de nimeros que nao sao quadrados perfeitos é sempre indeterminada ja esteja
compondo o conceito imagem do conceito de ntimero irracional - que esté prestes a ser definido, ou que
acabou de ser definido - pensando em um contexto de ensino tradicional.

Como vimos, para saber se um nimero é um bom exemplo inicial, precisamos saber qual defini¢ao
serd trabalhada com os alunos. A definigdo de ntimero irracional por meio de representagao decimal
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provavelmente é a mais praticada, porém também é questionada. Por exemplo, Sirotic e Zazkis (2007)
acreditam que a énfase na representacao decimal de ntimeros irracionais nao contribui para a compre-
ensao conceitual da irracionalidade. Por outro lado, nao podemos esquecer que existe a caracterizacao
dos ntmeros reais pela correspondéncia com pontos da reta numeérica.

Se o objetivo é formalizar os nimeros reais por essa tltima propriedade, o nimero v2 pode, sim,
ser um 6timo exemplo inicial, pois a sua representagao na reta numérica é bastante simples de ser
obtida, conforme ilustrado na Figura (podemos comparar com a representagao na reta numérica de
nimeros como V7 ou ¢ = (1 ++/5)/2, o ntimero de ouro, 7 ou e, o nimero de Euler, ou considerarmos
a representagdo na reta numeérica de ntumeros como 0,1010010001...).

- -2 -1 o 1 a4 2 3
Figura 2.1: Representagao da diagonal de um quadrado de lado 1 sobre a reta numérica.

2.2 O numero 2 é um bom exemplo de referéncia?

De fato, vamos mostrar que existem inameras referéncias a esse niimero no contexto escolar.

O ntmero k = v/2 aparece em trigonometria, no valor do cosseno e do seno do angulo de medida
45°. Aparece como exemplo no calculo de raiz quadrada de um nimero que néo seja quadrado perfeito
e acaba se relacionando com a equagao 2% =2 ou com a fatoracao do polindémio =~ — 2. Também aparece
nesse belo problema de Aritmética, "Que niimero positivo é o dobro de seu inverso multiplicativo?”. A
V2 também se relaciona com o conceito de grandezas diretamente proporcionais, quando aparece na
formula d = v2l, onde d e | representam, respectivamente, a diagonal e o lado de um quadrado. A
k = v/2 aparece novamente como constante de proporcionalidade em outro contexto, na definicdo das
folhas da série A, aquelas folhas que se caracterizam pela propriedade de que quando dobradas ao meio
continuam com a mesma proporg¢ao da folha original. Por exemplo, a folha A4 dobrada ao meio fica do
tamanho da folha A5 e também é metade da folha A3. Esse tipo de folha é 1til para se trabalhar com
ampliagado e redugao de figuras.

S6 para deixar clara a relacao de v2 com as folhas da série A, consideremos uma folha de dimensoes
a e ka, onde k > 1 é a constante de proporc¢ao entre o lado maior e o menor da folha. Se dobramos o
lado maior ao meio, a nova folha tera dimensoes ka/2 e a. Se elas tém a mesma proporgao (propriedade
que caracteriza esse tipo de folha), temos que ka/a = a/(ka/2), donde k = 2/k, donde k* = 2, donde
k=42 (assumimos que k > 0, logo descartamos a possibilidade k = —\/5)

O ntimero v/2 aparece até na decoracao de construcoes, desde a Roma antiga, conforme ilustrado na
figura

Figura 2.2: Padrao geométrico utilizado em construgoes na Roma antiga: https
| [www.nexusjournal.com[the —nexus — con ferences [nexus — 1996 /104 — n1996 — carol — watts.html.
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Outro ponto que torna V2 uma referéncia é com relacdo as demonstracoes matemaéticas, a prova de
que V2 néo pode ser um namero racional certamente ¢ uma das mais citadas e reproduzidas até os dias
de hoje. E é uma prova cujos contetidos envolvidos sao acessiveis a alunos do ensino bésico.

Antes de iniciarmos o proximo topico de discussdo, deixamos um exemplo de problema relacionado
ao padrao utilizado na Roma antiga aplicado ao estudo de progressoes geométricas. E uma ilustracao
de como um professor pode criar situagoes que testem a capacidade do aluno de dispor de exemplos
conhecidos em situagoes diferentes, conforme orientagdo de Watson e Mason (2005).

Problema: Considere a sequéncia, @)1, @2, @3, ..., de quadrados crescentes da Figura 2.3. A figura
mostra quatro quadrados, mas a sequéncia pode se estender indefinidamente. O primeiro quadrado,
o menor, coincide com a unidade de medida, ou seja, seu lado mede 1 e sua area é 1. O objetivo da
questao é explorar a sequéncia de valores dados pela medida dos lados e das 4reas dos quadrados Q,,.
(Sugestdo: Lembrar da formula d = v/21.)

Figura 2.3: Figura de apoio para problema.

1. Mostre (justifique) que o lado Iy do segundo quadrado da sequéncia mede v/2.
Calcule a area Ay do segundo quadrado da sequéncia.

Calcule o lado I3 e a area A3 do terceiro quadrado da sequéncia.

= W N

Calcule o lado e a area do quarto quadrado da sequéncia.
5. Calcule o lado e a area do 12° quadrado da sequéncia.

Apresentamos uma sugestao de gabarito para a questdao proposta.

Solugao:

1. O lado do segundo quadrado é congruente & diagonal do quadrado unitario, isto é, sua medida é
V2. Logo, I3 = V2.

2. A drea de Qs é Ay = (v2)? = 2 (lado ao quadrado).

3. O lado de Q4 é congruente & diagonal dy de Q5. Usando a formula d = v2I, vemos que dy =
V2 - /2 = 2 (podemos verificar esse valor também pela figura). Logo, I3 = 2. Assim, A3 = 2% = 4.

4. O lado de Qg é congruente a diagonal ds de Q3. Assim, I3 = d3 = v2l3 = V2 -2 = 2v/2. Logo,
Ay = (2V2) = 8.

5. Podemos ver que existe um padrao na determinacao do lado e da area dos quadrados @,,. Vejamos
os valores obtidos até agora.

Para os lados: 1, v2, 2, 2v2, ...

Para as areas: 1, 2, 4, §, ...

As duas sequéncias formam uma progressao geométrica. A sequéncia de lados forma uma progressao
geométrica com primeiro termo 1 e razio v2. A sequéncia das areas forma uma progressio geométrica
de primeiro termo 1 e razao 2. Assim, temos as respectivas formulas do termo geral:
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ly, = (\/i)n_17
A, =2""1
Logo, l1 = 2°v2 = 32v/2 e 4,2 = 2'! = 2048.

2.3 O numero v2 é um bom exemplo modelo?

Essa é uma questao bastante delicada, mas vamos ver que esse ntimero também pode ser utilizado
como um exemplo modelo.

- - ~ 2 . )

Em primeiro lugar, notemos que a prova de que nao existe solugdo de £° = 2 no conjunto dos ntimeros
racionais nao serve apenas para justificar um fato. Ela serve como uma generalizagao de verificagao de
que vérios niimeros reais sao de fato um ntmero irracional. Vejamos a questao com mais calma.

Provaremos que nao existe um nimero racional p/q, com p, ¢ sendo nimeros inteiros positivos, tal
2 . . 2 2 ,
que (p/q)” = 2. De fato, se isso fosse verdade, terfamos que p” = 2¢”. Fatorando p e ¢ em ntmeros
primos, terfamos

2 2 2 2 2 2
DP1P2° " Pn = 241427,

uma fatoracao que contraria o Teorema Fundamental da Aritmética, pois no primeiro existe um ntmero
par de fatores primos, enquanto o segundo membro apresenta um nimero fmpar de fatores primos.

Os argumentos apresentados nessa prova podem ser reproduzidos com diversos outros ntimeros em
forma de raiz, por exemplo v7 ou v3. Bom, ndo podem ser reproduzidos para qualquer nimero
representado por meio de radicais, mas certamente a prova de irracionalidade de v2 ¢ um modelo para
generalizacoes. Contudo, existe um problema maior e mais delicado envolvendo a questao de v/2 ser um
exemplo modelo.

A ideia de utilizar radical para produzir irracionais é bastante frutifera, mas estd longe de ser
representativa. Os ntmeros reais sao de dois tipos, os nimeros algébricos, aqueles que sao raiz de um
polinémio com coeficientes inteiros, e os niimeros transcendentes, aqueles que nao sao algébricos. (Alis,
esse & mais um conceito com o qual v/2 se relaciona, isto ¢, quando se torna um exemplo de referéncia.) E
aqui que a questao fica delicada, pois os nameros algébricos (conjunto que inclui os racionais) sao muito
poucos, em comparacao com os transcendentes. Mais precisamente, os ntmeros reais algébricos sao
enumeraveis, enquanto os nimeros reais transcendentes sao nao enumeraveis. Isso significa, explicando
de modo intuitivo, que se uma pessoa escolher arbitrariamente um ponto da reta, imaginando que isso
fosse possivel, a chance de o nimero escolhido ser algébrico é zero! Desse ponto de vista, vemos que v2
e sua caracterizacao como solugao positiva da equacao 2% = 2 estdo longe de servir como um exemplo
modelo para os nimeros reais.

A Matematica é uma area de conhecimento muito rica, ela é cheia de recursos internos, pois seus
objetos possuem diferentes caracterizacoes, interpretacoes, procedimentos e formas de representagao. E
com os nimeros reais nao é diferente. Uma abordagem visando a formalizagdo dos nimeros reais pode
ocorrer pela ideia de medicao de grandezas escalares, as grandezas que sdo comparaveis e de natureza
continua. Neste sentido, o que se espera dos reais é que seus elementos possam ser comparados, ou
medidos. E, por esse angulo, v2 &, sim, um bom exemplo modelo. Vejamos melhor essa questéo.

E interessante entender como v2 foi apresentado na Matematica babilonica. Eles registraram em
tabletes de argila um quadrado de lado medindo 30 unidades e mediram a diagonal do quadrado. Entao,
determinaram uma expressao numérica para o que seria a raiz quadrada de 2 pela divisao da medida
da diagonal pela medida do lado, ou seja, determinaram uma expressao para v2 por meio da férmula

V2 =dJl.
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Figura 2.4: Tablete de argila babilonico que registrou o valor de +2: https
[ [en.wikipedia.org[wiki]Y BC7289.

Essa ideia pode ser generalizada para outros niimeros reais; por exemplo, é assim que normalmente
livros didéticos apresentam o ntmero m, isto é, como resultado da divisdo da circunferéncia pelo seu
didmetro. E é agora que a discussao sobre escolha de exemplos fica mais interessante. No lugar de um
professor, qual exemplo modelo da ideia de medicdo e comparagio vocé escolheria, V2 ou 77 Vejamos
a minha posi¢ao para essa questao.

Os dois nimeros, V2 e 7, podem ser trabalhados com o mesmo tipo de tarefa, a de pegar uma
representacao do objeto geométrico, uma figura ou um objeto concreto, medir as dimensoes envolvidas
e realizar a divisdo dos valores obtidos. Qual exemplo parece melhor para esse tipo de tarefa? Parece-
me ser mais facil, no sentido préatico, medir com mais precisao a diagonal e o lado de uma figura ou
objeto com forma de quadrado do que o didmetro e a circunferéncia de uma figura ou objeto com forma
circular. Assim, v/2 parece ser um bom exemplo modelo, melhor do que o nimero 7, para uma atividade
didatica envolvendo medicoes.

2.4 O numero v2 é um bom contraexemplo?

Vejamos que V2 pode, sim, destacar as diferencas entre racionais e irracionais.

Existe a ideia de que todo segmento pode ser medido por um racional. Provavelmente o leitor nao
concordara com essa afirmacgéo. Bem, é claro que ela nao é verdadeira, mas nao é esse o ponto. Estamos
considerando que um aluno, em algum momento, pense que essa propriedade seja verdadeira. Foi assim
na historia, quando os pitagoricos afirmaram que todas as coisas sdo numeros. J4 aconteceu assim em
aulas minhas, quando estimulei alunos a medirem com recursos da Geometria Dindmica.

E interessante deixar nosso aluno fazer suas conjecturas e, assim, explorar didaticamente a possibili-
dade de serem refutéveis. Como v2 é um ntmero irracional facil de ser representado na reta numérica,
pode ser um 6timo contraexemplo para a ideia que iniciou o paragrafo anterior.

E, como ja abordamos aqui, ¥2 também funciona como contraexemplo, quando aparece como pro-
tagonista de um grande escindalo da historia da Matematica que envolveu a escola pitagorica, pois
seus membros acabaram descobrindo que nem tudo pode ser explicado por ntmeros, justamente ao
descobrirem que a diagonal do quadrado de lado 1 néo possui um ntimero racional correspondente.

E sempre bom lembrarmos que a representacio do objeto matematico ndo é o objeto propriamente,
é apenas uma representacdo mesmo. E o nitmero real que corresponde & diagonal do quadrado de
lado 1 possui diversas representagoes: é a solugao positiva da equagao 2 = 2, 6+/2,61,414213..., é a
representacao geométrica dada pela diagonal da figura de uma quadrado de lado 1 etc. E tem mais essa
representacao um tanto especial, a representacao por fragao continua, a bela expressao

1
V2=14—

1

1
2+ 2tee

Tal representacao particular coloca v2 como um contraexemplo para a ideia de que nimeros irraci-
onais nao podem ser escritos completamente ou totalmente conhecidos, ou ideias do tipo.



14 | Capitulo 2. Classificando exemplos instrucionais

2.5 Exemplos transparentes e generalizadores

A anélise do nimero v2 como exemplo de nimero real foi um exercicio de uso dos conceitos apre-
sentados na se¢ao a respeito dos exemplos instrucionais. A escolha especifica desse ntimero deu-se
pelo fato de ser esse um exemplo bastante presente em livros didéticos, além de parecer ser um belo
exemplo, considerando os diversos papéis que pode desempenhar.

Neste exercicio ilustramos também como v2, em sentidos especificos, funciona como exemplo trans-
parente e generalizador. Essa ilustracdo de exemplo transparente e de exemplo generalizador podia ser,
porém, mais bem desenvolvida. Ainda assim, vamos parar por aqui, pois existe uma Otima referéncia,
também em portugués, que trabalha muito bem esses tipos de exemplos, a saber, o artigo de Figueiredo,
Contreras e Blanco (2009). Recomendo fortemente o seu estudo!



Capitulo 3

Relatos de experiencia
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O Capitulo 1 é uma apresentacao teédrica a respeito da exemplificacdo no processo de ensino-
aprendizagem-avaliacdo de Matematica. Mesmo que os conceitos introduzidos tenham sido bastante
ilustrados, leva-los para a pratica docente é uma questdo completamente diferente. Como observou
D’Ambroésio (1996, p.79), “partir para a pratica ¢ como um mergulho no desconhecido”.

Neste capitulo vamos abordar algumas experiéncias minhas em sala de aula (virtual, algumas vezes)
que foram justamente baseadas nos conhecimentos apresentados no primeiro capitulo. A fim de conside-
rar da melhor maneira possivel os fatores que podem estar envolvidos na pratica de um professor, como
afetivos e sociais, inclusive, vou desenvolver o texto de forma bastante informal, muitas vezes como um

didlogo virtual com o leitor, que estou considerando como um colega professor de Matematica.

3.1 Reformulacao de definicao

Segundo Vinner (2002), espera-se que defini¢goes sejam usadas na hora de provarmos um teorema
ou de resolvermos um problema. Contudo, conforme explicado na segao , € possivel que alunos
nao consultem o conceito definicdo, muitas vezes eles simplesmente reformulam ou criam uma versao
pessoal, o que pode ser um problema, pois nem sempre as novas versoes estao de acordo com a convengao
matemética. Vamos apresentar algumas situagoes vivenciadas por mim em sala de aula que ilustram
essa problematica.

Certa vez, em uma avaliacdo a distancia, quando o aluno resolvia as questdes em casa, elaborei
uma questao que pedia por um exemplo fazendo restrigoes, isto é, pedi para alunos apresentarem dois
niimeros irracionais e, em seguida, para apresentarem um racional entre os dois irracionais obtidos. Um
aluno apresentou uma resposta muito interessante. Ele escreveu 6/17 = 0,35294... ¢ 9/13 = 0,6923076...
como apresentacao dos dois niimeros irracionais. E depois escreveu 0,555... como ntimero racional entre
os dois irracionais obtidos. Ele ainda se deu ao trabalho de reescrever o ultimo nimero na forma
fracionéria, 5/9, para enfatizar a racionalidade do ntmero.

Certamente, o aluno autor da resposta dominava procedimentos aritméticos e conhecia as defini¢coes
de nimero racional e irracional, mas tudo indica que ele ndo consultou algum manual e provavelmente
atentou para aspectos parciais que caracterizam os nimeros irracionais.

Uma curiosidade: quando eu corrigi essa prova, nao estava preparado para avaliar respostas desse
tipo. Alids, uma dica: quando planejamos questoes que fogem do convencional, também temos que
estar preparados para respostas nada convencionais. Na hora, foquei no que foi pedido, os trés exemplos
atendendo as condi¢Ges. Como meu aluno nao apresentou os dois nmeros irracionais, ele recebeu metade
do ponto da questao (eu ainda considerei que ele produziu um racional a partir de uma representacao
que indicava dois irracionais). Essa avaliacdo foi na correria, com prazo para entregar as notas dos
diversos alunos da turma. Mas, depois me arrependi. Quando tirei um momento para refletir sobre a
questao que eu tinha planejado (isso foi consciente, quis por em pratica uma das orientagoes de Watson
e Mason, 2005) e revi a resolucao do aluno, percebi que a questao tinha mostrado que o aluno dominava
varias habilidades aritméticas, bem mais interessantes do que a de conhecer a classificagao entre racional
e irracional. Eu podia ter dado o ponto todo para ele, ou descontado s6 um décimo. O ideal mesmo
seria ter levado a questao para debate em sala, o que agora venho fazendo. Vou falar mais sobre essa
nova préatica mais adiante.

Em uma turma com licenciandos em Matematica, em ambiente virtual de aprendizagem, iniciou-
se uma abordagem didatica pedindo aos alunos por exemplos do cotidiano que fizessem referéncia ao
conceito de dngulo. Isso ocorreu de forma assincrona, com a ferramenta Forum de Discussao. Apoés essa
etapa pedi para os alunos formalizarem o conceito matemético de angulo, em outro topico de discussao.
No ambiente virtual eles tinham acesso imediato ao material didatico que incluia o assunto em questao,
até a definigdo de dngulo. Vejamos algumas das respostas apresentadas.

e “Angulo é a regiao do plano formada por duas semirretas que se encontram num ponto comum”.

e “Angulo é o encontro de duas retas, com origem no vértice, e, no momento em que elas se encon-
tram, forma o angulo AOB”.
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e “E a regiao do encontro de duas semirretas de mesma origem”.
e “Angulo é a medida da abertura entre duas semirretas que possuem a mesma origem”.

e “Figura delimitada por duas retas que partem do mesmo ponto ou por dois planos que partem da
mesma, reta’.

e “Sendo assim a medida da inclinagao relativa de duas retas que partem do mesmo ponto”.
e “Angulo é a juncao de duas retas formando um vértice”.

e “Eu defino angulo como toda a regido formada entre dois seguimentos de retas. A medida néao se
altera se for afastando-se do vértice”.

e “Conjunto de pontos situados entre duas semirretas de mesma origem”.

As respostas listadas mostram como de fato alunos muitas vezes néo recorrem ao livro didatico
para estabelecer um conceito definigao. Cabe notar que algumas explicagoes nao sao muito claras ou
precisas com relagdo & descricao do conceito, mas algumas chegam apresentar inconsisténcias. Por
exemplo, leitor, vocé prestou atencao na terceira resposta, no que ela significa? O que esta escrito pode
nos levar a entender que dngulo é um ponto, a regiao de encontro das duas semirretas. As respostas
mais comuns apresentaram angulo como uma medida. Aproveitei essas respostas para discutir com os
licenciandos como que temos que ter cuidado no uso de termos coloquiais no contexto técnico, e utilizei
relagdo equivocada entre &ngulo e medida de dngulo para iniciar o terceiro tépico de discussao, que era
justamente sobre medida de angulo.

Parece que até professores podem reformular o conceito definicdo na realizacao de tarefas, inclusive
apresentando versdes com inconsisténcias. Em uma turma de licenciados, em um curso de formacao
continuada, certa vez pedi para os alunos explicarem o fato de os niimeros reais formarem um conjunto
ilimitado. O objetivo era ver como eles acessavam o conceito de conjunto ilimitado e ver como eles ela-
boravam um argumento envolvendo nimeros reais. Uma fracao significativa dos alunos nao apresentou
uma ideia clara do que significava o conjunto ser ilimitado, e a maioria deles argumentou fazendo refe-
réncia ao fato de o conjunto ser infinito. Ou seja, alguns professores reformularam o conceito de conjunto
ilimitado como sendo o de conjunto infinito. Para os ntimeros inteiros esses conceitos confundem-se,
mas nao para os reais, ou mesmo os racionais.

Depois que comecei a prestar a atengao em como alunos recorrem as defini¢des, a impressao que
ficou é de que a criagdo de versdes pessoais é bastante comum, talvez mais do que o aceitavel ou
desejavel, considerando a expectativa de que defini¢cdes sejam consultadas nos manuais. Talvez fosse o
caso de se desenvolver um debate maior sobre o assunto. De qualquer modo, esse comportamento sé
reforca a importéancia de se coordenarem os espagos de exemplos com o0s respectivos espagos de exemplos
convencionais. Bom, estou assumindo, isto é, estou conjecturando, mesmo, que um bom dominio de um
espago de exemplos convencionais ajude na criagdo pessoal do conceito defini¢ao associado, consistente
com a convenc¢ao matematica.

3.2 Producao de exemplos com restricao

J& comentamos, no inicio da secao anterior, sobre um caso de tarefa de producao de exemplo com
restrigoes, quando foi pedido para alunos escolherem dois ntimeros irracionais e um racional entre eles.
Vejamos mais casos desse tipo.

Foi dado o problema de encontrar um irracional que fosse solu¢do da inequagdo 3z < 1. Alguns
alunos apresentaram respostas corretas, mas com justificativas reveladoras. Por exemplo, um aluno
apresentou /11 como uma solugao e explicou que "7 /11 = 0,28”. Além de mostrar que nao esté atento
para o uso convencional do sinal de igualdade (é realmente interessante ver como que essas tarefas
nao rotineiras sao acompanhadas de respostas inesperadas), o aluno mostrou também uma possivel
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preferéncia por trabalhar com a substitui¢do do nimero irracional por um racional préximo, em vez de
trabalhar com o préprio nimero.

O aluno poderia ter verificado a veracidade da desigualdade 3 - (w/11) < 1 reescrevendo-a como
7 < 11/3 (utilizando transformagoes algébricas sobre os objetos, inclusive o ntimero irracional ). Mas,
ele optou por realizar a divisdo, por aproximacao. Pode ter escolhido 7 = 3,14 e ter realizado a divisao
3,14 + 11. Assim, utilizou 7/11 = 0,28 para verificar que 3+ 0,28 = 9,24 < 1. O interessante ¢ que essa
é uma estratégia arriscada, pois sucessivas operagoes com aproximagoes podem gerar um resultado que
nao corresponde ao esperado para o objeto original.

A partir do exemplo que descrevi, quando a solugdo do aluno alertou-me para um comportamento
que até entao nunca havia despertado minha atencao, passei a olhar melhor para a questdo de como
alunos podem lidar com os ntimeros irracionais. Em uma questao de conta simples, certa vez um aluno
desenvolveu o seguinte calculo:

2443 241,73 3,75
(1++3)2 (1+1,73)2 7,45

Um resultado que é diferente de: (Nem estou atentando para o uso inapropriado do sinal = nas
contas do aluno.)

2+v3  2+43  2+43 1

(1+vV3)2 1+2V3+3 4+2y3 2

A seguinte questio ¢ bem mais interessante. Foi pedido para alunos resolverem a equacio v3z —4 =
2x — 2 e representar a solucao na reta numérica. A intencdo era avaliar se o aluno sabia diferenciar
quando aproximagoes podem ser usadas de forma adequada, e quando nao podem. Alunos teriam que
achar a solugdo usando apenas procedimentos algébricos e fazer uso de aproximagoes somente para a
marcagao na reta numeérica.

Tratando a equacdo algebricamente, chegamos na resposta « = 2/(v/3 — 2) ou, se quisermos raciona-
lizar, x = =4 — 2v/3. E a representacio numérica/algébrica que, substituida no lugar da variavel, torna
a equacao do problema verdadeira. Usando a substituicdo de v/3 pelo valor aproximado 1,73, obtemos
que a solugao x é um nimero entre —8 e —7.

O maior problema nessa questao ocorreu quando alguns alunos usaram 1,7 como valor aproximado
para v3. E o curioso é que a marcacao na reta mudava, dependendo de alunos usarem a primeira
resposta ou a versao racionalizada. Alunos que usaram 1,7 na resposta racionalizada ainda conseguiram
uma marcagao entre —8 e —7. Ja alunos que usaram 1,7 na primeira resposta obtiveram uma marcagao
entre —7 e —6. Essa questao apresentou uma discussao entre os alunos bastante rica sobre a aproximagao
de ntimeros irracionais por racionais.

A proposito, leitor, aprendi a trazer para sala de aula para os proprios alunos analisarem as respostas
inesperadas ou discutiveis que encontro. Essa dinamica tem se mostrado bastante frutifera.

Voltando as tarefas que pedem por exemplos com restrigoes, tudo indica que essas podem funcionar
como uma tarefa do tipo nao rotineira, quando a resolugao do problema colocado dificilmente se daré pela
substituicdo de dados em um problema genérico ja resolvido anteriormente. Isso é muito interessante,
pois levara alunos a administrarem seus conhecimentos de modo diferente do usual. No caso de niimeros
irracionais, conforme ilustrado aqui, o pedido por exemplos com certas restrigoes tem acarretado em uso
controverso, por alunos, de aproximacoes por racionais. Um resultado dessa discussao pode ser a tomada
de consciéncia, por parte do professor, da existéncia de alguns obstaculos de aprendizagem que até entao
poderiam nao estar claros. Dessa forma, o professor pode, por exemplo, rever suas tarefas didaticas
a fim de tentar promover junto aos alunos o dominio no tratamento de ntimeros irracionais como um
objeto matematico independente, sem a necessidade da utilizagao de recursos de aproximacoes. Para o
leitor que se interessa por fundamentos da Educacao Matematica, esses dltimos comentérios podem ser
interpretados em termos de uma dualidade processo-objeto, segundo Sfard (1991).
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3.3 Exemplos prototipicos

Certa vez desafiei meu filho, de 13 anos, a adivinhar o nimero que eu tinha pensado. Disse-lhe que
tinha duas chances para acertar e que o ntimero imaginado estava entre 0 e 3. Ele nao gosta de falar
sobre Matematica comigo, mas nao vacilou com essa chance de vencer um desafio meu. Disse logo o
nimero 2, e eu respondi que tinha errado. Entao, meu filho disse o niimero 1, j4 comemorando, mas
respondi novamente que tinha errado. Ele nao entendeu de imediato, mas, entao, percebeu que eu nao
estava me referindo somente a niimeros naturais. Esse pensamento direcionado a exemplos particulares
esta longe de ser um caso isolado. Vejamos um exemplo no contexto universitario.

Ja fiz a seguinte experiéncia, até com alunos da disciplina de Analise, do curso de Matemética.
Ao perguntar se a propriedade (z € R ez > 0) = 1/z < 1 é verdadeira ou falsa, muitos respondem
afirmativamente e justificam analisando a desigualdade 1/x < 1 com z assumindo valores 1, 2, 3 etc.
Talvez exista aqui também a influéncia do conceito imagem, talvez a representagao 1/x remeta o aluno
a ideia de fragao da unidade no sentido coloquial, algo claramente menor do que 1, e ndo ao conceito
defini¢ao da expressao. E pode ser que niimeros inteiros figurem como exemplos prototipicos dos ntimeros
reais.

Uma explicagdo: quando digo que talvez ... ou que pode ser que ..., isso significa que estou fazendo
descobertas sobre como meus alunos entendem a Matemaética que eu ensino, mas que ainda sao apenas
indicios. Isso quer dizer que eu preciso investigar a questao melhor, planejar novas tarefas didéaticas que
permitam revelar mais informagoes a respeito do raciocinio matemaético dos alunos, registrar com mais
cuidado as respostas de toda a turma e analisar os resultados obtidos, até fazendo uso de referenciais
tedricos da area de Educagao Matematica. Como explica D’Ambroésio (1996), é a pesquisa que permite
a interface interativa teoria e prética.

Tenho adotado em minhas aulas, principalmente nas aulas remotas em tempos de pandemia, a
pratica de aplicar minitestes, com questoes rapidas onde o aluno provavelmente nao consultara materiais
didaticos e resolvera os problemas mentalmente. Gosto de usar esses minitestes, ndo exatamente os
resultados, as porcentagens de acertos e erros, para motivar a discussao do conteiido em um segundo
momento. Por exemplo, as questoes com maior indice de erros costumam render as melhores discussoes.
Para nao caracterizar que o erro foi por falta de conhecimento, procuro também moldar os enunciados
para que eles tenham algum grau de ambiguidade. Esse elemento garante 6timas discussées! Vejamos
uma simulacao de miniteste com questoes que ja apresentei.

Questao 1: Um conjunto da reta numérica diferente de vazio que nao tem elemento méximo ou
elemento minimo é um conjunto ilimitado. Verdadeiro ou falso?

Questao 2: Quanto maior o ntmero inteiro, maior é o nimero de fatores primos. Verdadeiro ou
falso?

Questao 3: Escolha quais representacoes indicam com certeza um nimero irracional.
() (a) v2/(3v2)
() (b) 1,41421..
() (c) 23 230193854738547
()(d) -
() (e) 0, 1010010001

Em uma turma com professores, praticamente 50% dos participantes erraram a Questdao 1. Apa-
rentemente, pela discussao que tivemos em sala, eles tinham em mente que os conjuntos ilimitados da
reta sdo conjuntos relacionados com os intervalos ilimitados, (a, +00), [a,+00), (—=00,b) ou (—00,b].
Contudo, a questao era falsa, podemos pensar no intervalo aberto (0,1) como contraexemplo. O mais
curioso é que esses sao os mesmos alunos que entenderam que o conceito de conjunto ilimitado confundia
com o conceito de conjunto infinito, situacao discutida na segao . Uma questao a se descobrir aqui
é se os intervalos ilimitados aparecem para educandos, de modo geral, como exemplos prototipicos de
conjuntos sem elemento maximo ou sem elemento minimo.

Confesso que antes de escrever a ultima frase do paragrafo anterior, nao tinha pensado em sondar
a questao com os alunos. Ou seja, seria preciso saber se existe uma oferta mais ampla de exemplos,
além dos intervalos ilimitados, para os conjuntos sem elemento méximo ou elemento minimo, ou se
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esses sao de alguma forma os exemplos mais populares. E seria preciso saber melhor se alunos baseiam-
se, principalmente, nesses exemplos, quando pensam na questao de nao existir elemento maximo ou
elemento minimo em um conjunto.

Certamente a Questao 2 envolve a influéncia de exemplos prototipicos, aquela figura de um ntmero
com varios fatores primos e/ou poténcias altas, algo como p? . pQQ < eee p;”. Contudo, como os ntmeros
primos sao infinitos, sabemos que sempre podemos conseguir um ntmero grande, tao grande quanto
se queira, com um Unico fator, o que mostra que a questao é falsa. Quase 50% da mesma turma de
licenciados nao acertou essa questao. Nas discussdes sobre o miniteste, todos os alunos assumiram
que nao existia qualquer divida de entendimento referente as Questoes 1 e 2. Os erros ocorreram
simplesmente por nao terem analisado melhor os problemas.

A questdo 3 é bastante discutivel. J& a apliquei entre licenciandos e licenciados e os resultados sao
semelhantes. A maioria foca nas opgoes (b), (c) e (e). A polémica mesmo acontece quando descobrem
que eu considero que a opg¢ao (b) nao satisfaz o enunciado, isto ¢, a representagao 1,41421... ndo garante
que o nimero se trata de um irracional. Quando os alunos teimam com minha posigdo, argumento que,
da mesma maneira que 1,41421... representa um irracional, teriamos que 1/131, que aparece, depois de
varios célculos ou recorrendo a uma calculadora, como 0,0076335877862595..., representaria com certeza
um numero irracional. Por outro lado, muitos também questionam a razao de 23,230193854738547...
nao representar um irracional. Em geral, nao percebem a existéncia de um periodo de repeticao ou,
simplesmente, se deixam levar pelo grande ntimero de casas decimais terminadas com os pontinhos. No
final, aparentemente todos passam a entender o ponto de vista que defendo. Leitor, independentemente
de saber quais sao as opgoes corretas na questao 3, o fato é que as respostas insistentes de alunos na opgao
(b) parecem indicar que alunos percebem o exemplo, v2 = 1,4142..., como um exemplo prototipico, pois
confundem a representacao com o objeto, reconhecem a propriedade, ndo ter dizima periddica, com a
representacao do objeto matemaético.

A partir das terminologias que estamos adotando aqui, poderiamos dizer que a tnica resposta para
a Questao 3 que ¢é transparente para a propriedade de um ntimero ser irracional é a opgao (e).

O meu objetivo em trabalhar com questoes rapidas, onde se espera que o aluno resolva os problemas
mentalmente, é tentar avaliar melhor o conhecimento intuitivo utilizado por educandos e verificar se eles
sao influenciados por exemplos prototipicos. De outro modo, nesse tipo de tarefa, eu, como professor,
procuro saber quais sao os exemplos mais acessiveis e acessados dos espacos de exemplos de meus alunos.
E uma forma de conhecer um pouco mais sobre meus alunos.

Antes de encerrar o tema, exemplos prototipicos, deixo para o leitor a sugestao de tarefa de pesquisa:
procurar pela internet por imagens, a partir das palavras, soma de vetores. O leitor ird verificar que
as figuras mais populares sdo exemplos prototipicos, pois indicam que a soma de dois vetores é sempre
maior do que os vetores, ou que a soma ¢é a diagonal maior do paralelogramo gerado pelos vetores dados.
Quando descobri que alunos podem ter essa imagem a respeito do conceito de soma de vetores, utilizei,
em uma turma minha de Algebra Linear, esse conhecimento para produzir novas tarefas. Agora elaboro
tarefas perguntando sobre como é possivel obter uma soma de vetores cujo comprimento seja menor do
que as duas parcelas, ou menor do que apenas uma das parcelas. A ideia é sempre promover a ampliacao
dos espacos de exemplos dos alunos.

Uma tarefa de pesquisa mais natural é simplesmente estudar os exemplos oferecidos por livros
didéaticos, verificar se eles trabalham com exemplos mais populares e se esses sao prototipicos, de alguma
forma. Uma tarefa desafiadora é o leitor verificar se os exemplos que vivencia em sala de aula, seja como
professor, seja como aluno, sdo, em sua maioria, prototipicos.

3.4 Uma dinamica ativa e colaborativa

Vamos falar de algumas experiéncias em sala de aula envolvendo geragao diversificada de exemplos
por alunos e como essas me levaram a praticar uma dindmica didatica muito interessante.

Com relagao a geragao de exemplos por alunos, aprendi com colegas pesquisadores que uma dinamica
frutifera é pedir aos alunos, ja dispostos em sala em uma roda, para dar exemplos de um determinado
tipo objeto matematico. Cada aluno fala um exemplo, e deve sempre ser diferente de todos os exemplos
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ja falados. Uma possibilidade é pedir para alunos citarem ntmeros menores do que 10, digamos. A
graca dessa pergunta ¢ nao especificar o conjunto universo. O tipo de resposta varia muito, de acordo
com as turmas. Se for uma turma de alunos do ensino fundamental, provavelmente as respostas ficarao,
inicialmente, em torno dos nameros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Talvez o zero seja um dos tltimos exemplos
citados, ou talvez seja uma daquelas respostas que envolvem a necessidade de atender as expectativas do
professor e ocorrem na forma de pergunta, “o zero conta?’, ou algo assim. Devido & restricao de opgoes
numeéricas, em algum momento alunos passam a pensar em outras classes numéricas. Ai, passam a falar
numeros com casas decimais. Alguém pode citar alguma fragdo, mas a maioria fica nas representagoes
decimais. Bom, estou falando de minhas experiéncias. Nao é dificil ver algum aluno falando um ntmero
irracional, normalmente v2 ou 7, claro. O mais curioso é que dificilmente encontro alunos citando
ntimeros negativos. Quando eles descobrem essa possibilidade, definitivamente a brincadeira perde a
graca. Mas, ela pode continuar.

Até onde experimentei, normalmente alunos nao exploram bem as fragoes. Entao, mudo a regra do
jogo, pego por fragdes menores do que 10 e maiores do que zero. A sequéncia natural de respostas é
de fragdes menores do que 1. Quando a possibilidade de producao infinita é evidente, eu estimulo os
alunos a produzirem fragoes maiores do que 1, mas ainda menores do que 10. Logo a brincadeira volta
a ficar sem graca.

O préximo passo é pedir por nimeros irracionais positivos, primeiro menores do que 10, depois pego
por irracionais entre 0 e 1. Tem um momento muito interessante nessa dindmica de trabalho em sala.
Principalmente nessa parte de gerar niimeros irracionais, alguns alunos podem nao saber responder.
Nao tem problema, a ideia aqui é que as respostas sejam relativamente rapidas. Se um aluno nao
souber responder, o professor pula logo para o proximo. O que é interessante nisso é que o aluno que
nao soube responder pode se inspirar em alguma resposta de outro colega. Por exemplo, um aluno nao
soube apresentar um irracional entre 0 e 1, mas depois viu o colega dar o exemplo 7 — 3. Inspirado nessa
resposta, esse aluno pode pensar no exemplo v2 — 1. Quando algum aluno descobre o exemplo v2/2
ou v2/3, a quantidade de exemplos vira infinito. O que podia ser uma dificuldade para toda a turma,
acaba virando um assunto quase banal.

A brincadeira de produzir nimeros pode ir longe, caso os alunos achem muito facil produzir ir-
racionais. O professor pode pedir por exemplos de irracionais formados s6 com zeros e uns, como
0,1010010001 ... ou 0,0101101110.... Inclusive, se for uma turma de alunos do curso de Matemaética,
essa tarefa pode levar a questionamentos bem interessantes, como saber se é possivel produzir infinitos
irracionais s6 com zeros e uns e, nesse caso, se tal conjunto é enumeréavel ou nao. Surpreendentemente
a resposta €, tal conjunto é infinito e nao enumerével.

Existem duas questbes importantes nesse tipo de atividade. A primeira é que ela possibilita a
avaliagdo dos alunos, é um tipo de avaliagao integrada ao processo de ensino e aprendizagem. O professor
pode avaliar como os alunos dominam o assunto que estd sendo exemplificado, pois essa din&mica é
de fato reveladora, principalmente quando eles pegam ritmo e passam a falar espontaneamente. Um
exemplo de como alunos podem revelar sobre como entendem a matéria aconteceu quando, uma vez,
pedi por um nimero menor que 5 e o aluno esfor¢ou-se para gerar um exemplo que fosse diferente dos
produzidos por todos os colegas, ele apresentou o nimero 4,999....

O outro aspecto é que esse tipo de atividade promove a aprendizagem dos alunos, de forma ativa
e colaborativa. De fato, a aprendizagem nessa dindmica caracteriza-se como uma metodologia ativa,
pois possui como principal caracteristica a insercao do aluno como agente principal responsével pela
sua aprendizagem - o professor atua como mediador, estimulando a todo momento a participagao do
aluno no processo de ensino-aprendizagem. E caracteriza-se como metodologia colaborativa, pois alunos
aprendem com os seus pares e contribuem para a aprendizagem deles. Conta-se com o envolvimento de
todos em um processo interativo, e que tem fungoes cognitivas.

A partir desse tipo de experiéncia, passei a utilizar a estratégia de pedir por trés exemplos diferentes
de um mesmo tipo de objeto de uma maneira bem particular, visando justamente essa dinmica ativa
e colaborativa. Fiz isso uma vez quando iniciei uma disciplina de Céalculo Diferencial e Integral para
alunos do curso de Economia. No primeiro dia de aula pedi aos alunos por trés exemplos de funcgao
constante, um diferente do outro, todos desenhados no plano cartesiano. A dindmica ativa e colaborativa
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ocorreu quando reproduzi cada tipo de desenho gerado pelos alunos no quadro negro e pedi para eles
comentarem /analisarem cada exemplo, independentemente de quem fosse o autor. O interessante é
que muitos desenhos fugiam da nocgao convencional de fungéo constante, alguns fugiam bastante. Por
exemplo, um dos casos mais desenhados era o de uma reta inclinada, saindo da origem e desenhada no
primeiro quadrante. Nessa turma a discussao em torno de todos os exemplos foi muito rica e produtiva,
discutimos sobre vérios aspectos que envolvem o conceito de funcao. E eu passei a conhecer toda a
turma logo no primeiro dia de aula. Mais informacoes sobre essa experiéncia podem ser encontradas
em Moutinho (2020). Para o leitor ter uma ideia de como a atividade foi produtiva, os proprios alunos,
quando perceberam o papel do dominio na definigao de uma fungao, apresentaram em certo momento da
discussao essa figura (um aluno foi no quadro negro e a desenhou) como exemplo de fungao constante.

--=-u

Figura 3.1: Exemplo de fungao constante criado por alunos em um contexto colaborativo.

Em outra oportunidade, com uma turma de licenciandos em Matematica, apliquei uma dindmica
semelhante, mas a respeito de funcoes crescentes. Nas discussoes a partir dos exemplos produzidos por
eles, partiu dos proprios alunos a necessidade de se saber mais precisamente o conceito definicao de
funcao crescente; eles queriam saber se fungoes com partes sendo constantes podiam ser consideradas
como crescente. Nesse momento eu expliquei sobre as terminologias que existem sobre o assunto: fungao
crescente, funcao estritamente crescente, funcao nao decrescente etc.. Sao termos especificos, mas que
muitas vezes nao chamam a atencao do aluno para os detalhes que justificam essas diferenciagoes, sao
mais importantes principalmente na disciplina de Analise. Vejamos mais sobre os exemplos produzidos
pelos alunos.
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Figura 3.2: Exemplos de fungoes crescentes produzidos por alunos.
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A Figura traz a reproducao de alguns desenhos apresentados pelos alunos. Podemos ver que
todos os exemplos produzidos eram dados por fun¢des continuas, e nao existia uma preocupagao com
o dominio, que era sempre a reta completa ou a semirreta dos niimeros positivos. Praticamente, todos
os exemplos eram tipicos de uma fungao conhecida, dada por uma tnica regra de formagao (como az,
x3, Yz, Inz etc.) SO um aluno incluiu assintota, e outro aluno fez um desenho onde a fungao tinha
um ponto onde nao era diferencidvel. Um aluno, na tentativa de produzir outro exemplo diferente,
apresentou uma fun¢ao que nao era mais crescente; isso € muito comum.

Mas, a dindmica nessa turma continuou, e eu lancei um desafio. Depois das discussoes envolvendo
os primeiros exemplos, pedi por mais um exemplo de funcao crescente, mas que fosse diferente de
qualquer exemplo que pudesse ser feito pelos colegas de sala. Enquanto na primeira rodada de exemplos
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os alunos foram bem conservadores, com exemplos bem simples, nesta segunda etapa, surpreenderam.
Vou reproduzir alguns comentarios que alunos fizeram, depois que pedi para analisar a atividade -
afinal, eles eram licenciandos e aproveitamos para discutir o que estava sendo feito em sala, os objetivos
didaticos e matematicos da atividade de exemplificacao.

13

e “.. depois que eu vi os exemplos dos meus colegas, meu cérebro comecgou a mostrar os tantos
exemplos que se encaixavam na exigéncia que eu nao me lembrei”.

e “Quando tive que pensar em um exemplo diferente dos outros ja dados, me senti mais reflexivo em
torno do conceito e da quantidade de opg¢oes que podem se enquadrar na defini¢do do conceito”.

e “Quando foi necesséario que eu fizesse uma funcao diferente da de todos, busquei em meu repertério
de exemplos o mais dificil que tinha em ma&os, utilizando-me de fun¢oes partidas e etc”.

Vejamos alguns exemplos produzidos na segunda rodada.

Figura 3.3: Exemplos considerando que nenhum outro colega da turma faria igual.

O leitor esté convidado a analisar a riqueza de informagoes que agora os alunos passaram a considerar.
Por exemplo, no quarto desenho, o aluno teve o cuidado de apresentar um caso onde a fungao com valores
negativos e positivos nao tem uma raiz. Em uma experiéncia recente com alunos do curso de Farmécia,
na disciplina de Calculo Diferencial e Integral, ap6s um trabalho de produgao de exemplos de fungoes
crescentes, mas sem a dindmica de discuss@o, boa parte dos alunos defendeu que toda funcgéo crescente
com um valor negativo e outro positivo teria uma raiz, todos os desenhos produzidos na turma eram
prototipicos, no sentido de todos representarem fungoes continuas.

Voltando & figura anterior, com os licenciandos em Matematica, podemos ver que agora os alunos se
preocupam com as possiveis concavidades e até com a taxa de variacao; s6 um exemplo era de fungao
continua. Podemos ver que o segundo exemplo possui um dominio nada prototipico. E o terceiro
exemplo é uma funcao positiva, em particular limitada inferiormente. Definitivamente, os espacgos de
exemplos dos alunos tornaram-se mais proximos de um espaco de exemplos convencionais para fungoes
crescentes.

Caro leitor, s6 posso dizer que, como professor, tornei-me fa dessa dindmica de aula baseada na
geracao de exemplos, principalmente por funcionar como uma dinmica ativa e colaborativa. Além do
mais, o esfor¢o no planejamento de aulas assim é relativamente simples. Inclusive, essa é muito boa para
seguir as orientag¢oes de Vinner (2002) de desenvolver o conceito imagem antes, e estabelecer o conceito
defini¢ao no final de um processo.

Basicamente a ideia é comecar pedindo, simplesmente, por trés exemplos diferentes de um mesmo
objeto, algo relacionado com o que se quer formalizar. Exemplos inusitados aparecerdao e exemplos
prototipicos serdo predominantes, um étimo material de debate com os alunos! Uma das vantagens de
se adiar o conceito defini¢ao é que o aluno pode falar o que quiser sem medo de ser julgado, de falar algo
errado, pois ainda nao existe o certo. Como o conceito nao foi definido, toda imagem ¢é aceitavel, mas
passivel de ser discutida. Um exemplo dessa situagao é quando meus alunos pediram pela formalizagao
do conceito de fungao crescente para saberem se alguns exemplos eram aceitaveis ou nao. Uma vez que
a ideia foi desenvolvida, podemos estender o pedido por novos exemplos, um exemplo que seja diferente
de todos da turma, ou de qualquer um no mundo todo. Dessa forma, o aluno passa a ser mais cuidadoso
com os exemplos criados e a procurar por exemplos nao prototipicos.
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Mais uma curiosidade: em tempos de ensino remoto precisei substituir a dinAmica de organizar os
alunos em roda, na sala de aula. Os encontros com alunos por videoconferéncia vem funcionando bem
também. Dependendo do contetido, peco para alunos apresentarem exemplos, falando ou escrevendo na
area de mensagens da chamada, ou peco para os alunos mostrarem suas respostas, quando é desenho,
pela camera ou usando recurso de apresentacao. Os alunos conseguem fazer isso de forma dindmica.

3.5 Exemplificacao com recursos da Geometria Dinamica

Costumo usar bastante o GeoGebra como ferramenta didatica, principalmente no ensino remoto,
inclusive no contexto de geracdo de exemplos. Inspirado em orientagoes apresentadas por Arcavi e
Hadas (2000), procuro desenvolver cenarios que permitam trabalhar problemas nao rotineiros, quando
apresento ao aluno algum problema e peco que ele faca previsoes explicitas e ponderadas. A ideia é que o
aluno recorra a construcao interativa para visualizar as informacoes do problema. A capacidade de poder
transformar os objetos em tempo real, e de poder visualizé-los, possibilita a descoberta de relagoes que
se destacam ao permanecerem invariantes por tais transformacoes. Essa facilidade na experimentagao
de diversos exemplos viabiliza, assim, a formacgao de conjecturas, ou também pode ajudar a produzir
um exemplo que eventualmente refute determinada conjectura.

A resposta rapida que essas animacgoes eletronicas oferecem funciona como um feedback imediato
para as acoes de testagem realizadas pelo aluno e tem o potencial de promover surpresas com relagao as
previsoes feitas para a situacao-problema considerada. A ideia é que resultados inesperados despertem
no aluno o interesse em um novo exame de seus conhecimentos e suposigoes. Vejamos algumas situagoes
que vivenciei.

Em diferentes situagoes ja pedi a participantes para se posicionarem com relagdo aos seguintes
problemas.

Questao 1: Em um quadrilatero as diagonais sempre se interceptam?

Questao 2: Um poligono gerado por quatro vértices tem quatro lados?

Ja trabalhei essas questoes com criancas, jovens, pedagogos, licenciandos e licenciados em Matema-
tica, e a quase totalidade das respostas, para as duas questoes, é sim. Quando planejo essas experiéncias,
costumo pedir para os participantes realizarem a estratégia de producao de trés exemplos diferentes de
quadrilateros. Se o publico nao é de licenciandos ou licenciados em Matematica, os exemplos de modo

geral ficam entre as seguintes figuras.
Figura 3.4: Espaco de exemplos de quadrilateros de alunos em geral.

Com licenciandos e licenciados em Matematicas ja é possivel encontrar casos de produgao de figuras
nao prototipicas, no sentido que vou descrever em instantes.

O trabalho com as duas questoes ainda nao acabou, nem em minhas experiéncias, nem no pre-
sente texto. O préximo passo é pedir para os participantes visitarem uma animagdo muito sim-
ples que construi e que permite a producao de quadrilateros de toda forma (link para a construgao:
https://www.geogebra.org/m/hgthn8ws).

E imediato ver o resultado do uso desse recurso tecnologico. Participantes passam a considerar
figuras completamente diferentes daquelas imaginadas inicialmente, e a primeira surpresa revelada por
todos é a descoberta de contraexemplos para a conjectura de que as diagonais de um quadrilidtero sempre
se interceptam.
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|| Diagonais

Figura 3.5: Construcao no GeoGebra, Espaco de exemplos de quadrilateros.

O leitor pode ver alguns dos exemplos produzidos a partir da animagao eletrénica na Figura 3.0. O
primeiro exemplo deixa claro que existem quadrilateros cujas diagonais nao se interceptam. Agora, os
outros trés exemplos ja s@o mais probleméticos e mais ricos para o trabalho do professor. A Questao 2
deve parecer, & primeira vista, bastante simples (aposto que o leitor pensou que a resposta para ela era
“sim”).

Mas, quando vemos os diversos exemplos de figuras geradas por quatro pontos, fica claro que existe
um problema bem maior para ser discutido. Afinal, o que é um quadrilidtero? Qual é, mais precisamente,
o conceito definicdo de quadrilatero? N&o é meu objetivo discutir aqui sobre qual seria a melhor
definigdo de quadrilatero, mas fica a ilustragdo de como a geragao de exemplos pode motivar a revisao
de conceitos. Ah, é claro que a resposta para a Questdo 2 vai depender do conceito definicdo de
quadrilatero estabelecido.
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Figura 3.6: Exemplos nao prototipicos de figuras geradas por quatro vértices.

Vamos terminar esta se¢do com mais um exemplo de construgao. A questao dos exemplos prototipicos
é realmente séria, deveria ser muito bem considerada pelas autoridades (professor e livro didatico).
Pensando sobre isso, com relagdo aos meus alunos de Céalculo Diferencial e Integral, fiz uma animacao
que permite produzir diferentes exemplos de fungoes definidas em um intervalo, fechado ou aberto,
e permite representar uma reta tangente ao grafico da func¢do em um ponto variavel. A Figura
reproduz a tela inicial da animacao (link: https://www.geogebra.org/m/ncHDfwqM).
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Figura 3.7: Construcao no GeoGebra, Espago de exemplos de fungdes derivaveis.

Esta animacao é acompanhada de varios pedidos por exemplos com restricao. Um deles é por um
exemplo de funcao com ponto de extremo que nao seja ponto critico. Na Figura temos um exemplo
prototipico de fungéo com ponto de extremo e outro nao prototipico produzidos na animagao. Em geral,
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alunos tém dificuldade de produzir o segundo, pois costumam acreditar que todo ponto de extremo é
um ponto critico (o que nao ¢é verdade, a segunda imagem ¢é um contraexemplo para essa ideia).
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Figura 3.8: Exemplos de fungoes derivéaveis produzidos.

3.6 Consideracoes didaticas finais

Provavelmente o assunto mais explorado no presente texto seja a avaliacao integrada ao processo
de ensino e aprendizagem de Matemética, e talvez meu texto ndo tenha deixado isso tao claro. Assim,
cabe ressaltar esse aspecto agora. O leitor pode conferir que meus relatos de experiéncia ilustram bem
como a geracao de exemplos pelos proprios alunos, de fato, favorece a avaliacdo do professor. Essa
avaliagdo durante as aulas funciona como um feedback imediato para os alunos, principalmente quando
os exemplos sao discutidos com os alunos, e como pardmetro para o professor planejar as proximas
atividades didaticas, até na composicao dos espacos de exemplos convencionais.

Vimos como a exemplificacdo pode influenciar na formacdo de conceitos mateméticos. Os exem-
plos instrucionais devem ser cuidadosamente escolhidos pela autoridade, pois sdo varios critérios que
devem ser considerados para que um exemplo seja de fato exemplar. O destaque aqui s@o os exemplos
prototipicos, esses tém enorme influéncia na formacao de conceitos matematicos, influéncia negativa.

A geracao de exemplos por alunos, segundo resultados obtidos em pesquisas, e relatos de minhas
experiéncias, mostra-se uma poderosa ferramenta didatica. Funciona como recurso de ensino, de apren-
dizagem e de avaliagao.

E muito interessante notar como as estratégias de elaboracio de atividades didaticas que pedem
por geragao de exemplos sao bastante simples. E o potencial didatico dessas atividades aumenta muito,
quando utilizadas em uma din&dmica ativa e colaborativa. Por outro lado, o professor, ciente das diferen-
tes fungoes dos exemplos instrucionais e da importancia de o aluno estar familiarizado com os espacos
de exemplos convencionais, precisa explorar atividades que promovam a integracao dos exemplos ins-
trucionais nos espacos de exemplos de seus alunos. As discussoes a respeito da raiz quadrada de 2 como
exemplo instrucional exemplar para os niimeros reais pode ilustrar bem como um professor pode pensar
diferentes atividades para um mesmo exemplo, dependendo de sua intencao didéatica e matemética.

Claramente, a exemplificagdo matematica apresenta um papel de destaque no desenvolvimento de
conhecimentos mateméticos e no conhecimento profissional especifico de professores que ensinam Ma-
tematica. Em particular, sGo muitas perspectivas que podem envolver o uso dessa ferramenta. Seria
interessante adotar algum referencial tedrico que ajudasse a organizar todos esses tipos de conheci-
mentos. Terminamos, entdo, sugerindo para o leitor um referencial que pode ajudar a desenvolver os
conhecimentos acerca da exemplificacdo matematica apresentados aqui. E o conceito de conhecimento
especializado do professor de Matematica estabelecida por Carrillo, Climent, Contreras e Munoz-Catalan
(2013).
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