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XVi Prefacio

Neste e-book ¢ apresentada a ferramenta Abaco Virtual dos Numeros Inteiros (dispo-
nivel em < www.mundojogos.com.br/abaco ), vidvel para aulas remotas e com a qual é
possivel abordar as operagoes de adig¢ao, subtragao e multiplicacao de ntimeros inteiros.
Ela tem potencial para desafiar o estudante a refletir, a criar conjecturas, a descobrir as
chamadas regras de sinais, e a deduzi-las, aspecto que torna essa ferramenta impar.

Essa ferramenta mostrou-se muito eficiente durante o ensino remoto, nos anos de 2020
e 2021, o que motivou a proposta do minicurso intitulado “O Abaco Virtual dos Ntumeros
Inteiros: uma proposta para o ensino remoto” e, posteriormente, motivou o presente e-
book.

Além de apresentar vérias potencialidades para o uso do Abaco Virtual em sala de
aula, tem-se aqui o objetivo de enaltecer o 4baco como uma ferramenta que pode ressal-
tar aspectos elementares, nao s6 da construcao dos niimeros inteiros bem como de suas
propriedades. Também pretende-se destacar a ferramenta como um elo entre a matema-
tica abordada na formagao inicial do professor (curso de Licenciatura) e a matematica
ensinada na escola.

Agradecemos & ANPMat pela oportunidade e apoio dados & escrita deste trabalho e &
oferta do minicurso “O Abaco Virtual dos Ntimeros Inteiros: uma proposta para o ensino
remoto” no 2° Simpésio da Formacao do Professor de Matematica da Regiao Centro-Oeste
em Novembro de 2021.

Agradecemos ao Alexandre Gustavo Wermann por auxiliar na programacao da ferra-
menta virtual utilizada neste trabalho e a Erica Machado da Silva por gentilmente criar

a animagao que transforma a reta numeérica dos inteiros em um ébaco dos inteiros.

Porto Alegre, abril de 2022

As autoras


www.mundojogos.com.br/abaco
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2| Introducao

Ensinar ntimeros inteiros e suas operacoes no Ensino Fundamental é um desafio para
todo o professor (SILVA, 2016). De fato, algumas complexidades surgem ao ampliarmos o
universo numérico dos naturais para os inteiros. Por exemplo, para introduzir-se o conceito
de numero negativo passa-se pela ampliacao do préprio conceito de nimero. Até entao,
os nimeros expressavam quantidades, e estavam relacionados as abstragoes das nocoes
concretas de contagem ou de medida. Agora os nimeros deixam de expressar apenas uma
quantidade (resultante de uma comparacao entre grandezas, por meio de contagem ou
de medida), e passam a expressar uma quantidade munida de uma orientagdo. Por sua
vez, 0 zero passa a significar, além de “auséncia de quantidade” também um “referencial”.

(RIPOLL; RANGEL; GIRALDO, 2016, p. 3-4)

Outra complexidade inevitavel que surge com a ampliagdo para o universo numérico
dos ntimeros inteiros e pouco ressaltada na Escola é o fato de que, enquanto entre nimeros
naturais o sinal “—” denota apenas a operacao de subtracao, em Z o sinal “—=” tem 3
significados : ele pode indicar uma quantidade negativa, como em —8, pode indicar a
operacao de subtracao, como em 3 — 5 ou ainda indicar “o oposto de”, como o primeiro
“_n em _(_3)'

No que diz respeito ao ensino e aprendizagem dos nimeros inteiros, Dirks (1984)
aponta que resultados faceis de serem enunciados — tais como subtrair um niimero negativo
¢ 0 mesmo que somar o seu oposto, bem como o produto de dois ntimeros negativos é
um numero positivo — impoem dificuldades ao estudante e desafios ao professor (DIRKS,
1984, p. 50)

O é&baco é mencionado em documentos oficiais como um possivel recurso didatico para
a sala de aula. De fato, na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é ressaltado que
“recursos didéaticos como malhas quadriculadas, dbacos, jogos, livros, videos, calculadoras,
planilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica tém um papel essencial para a
compreensao e utilizagdo das nogoes matematicas.” (BRASIL, 2018, p.276). Ja nos Para-
metros Curriculares Nacionais (PCN), o dbaco dos inteiros é mencionado nas orientagdes
para o terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental (que hoje correspondem ao segundo
segmento do Ensino Fundamental), apontando-se 14 que a ferramenta/recurso “consiste
em duas varetas fixadas num bloco, nas quais se indica a que vai receber as quantidades
positivas e a que vai receber as quantidades negativas, utilizando argolas de cores dife-
rentes para marcar pontos. (...) ao manipular as argolas nas varetas os alunos poderao

construir regras para o calculo com ntimeros inteiros” (BRASIL, 1998, p. 99).

Dirks ressalta que muitos livros didaticos usam a reta numérica para ensinar as ope-

racoes com inteiros, e que alguns autores fazem uso de argumentos formais envolvendo as

"Na construgao formal dos niimeros inteiros (Ferreira (2013), por exemplo) faz-se uso de apenas 2
significados para o sinal “-” : oposto e subtracao. Na escola, é inevitavel o significado que denominamos
“nome do numero”, como em -8, porque a busca por registrar faltas ou perdas é o ponto de partida para
introduzir nimeros inteiros na escola.
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propriedades associativa, comutativa e distributiva enquanto outros completam padroes

para sugerir as regras de cédlculo, como em

(+3) x (+4) = (+12)
(+2) x (+4) = (+8)
(+1) x (+4) = (+4)
0x (+4)=0

(-1) x (+4) =7

(=2) x (+4) = ?, ete.

Para o autor, todas essas estratégias sao bastante abstratas, corroborando o pen-
samento de Galbraith e Vaughan que sugerem que a demanda de pensamento formal
requerida pelos célculos com nimeros inteiros excede o nivel piagetiano alcancado pela
maioria dos estudantes que se deparam com esse topico na escola. Bartolini encontrou
em uma representacao pictorica do dbaco uma forma de ensinar adicao e subtracao de
inteiros. (DIRKS, 1984, p.50)

No mesmo trabalho, Dirks faz uso do dbaco para introduzir a aritmética com niimeros
inteiros, considerando-o efetivo para estudantes de oitavo ano, pois esses puderam realizar
operagoes concretas no dbaco, dando significado a afirmagoes aritméticas. Ressalta ainda
sua convic¢ao de que o dbaco é de implementacao direta e simples, no sentido de nao
requerer instrugdes preliminares como o material Cuisenaire. (DIRKS, 1984, p.50)

Apresentamos neste trabalho o Abaco Virtual dos Nameros Inteiros, uma outra forma
de representacao do universo numérico Z criado pela primeira autora em versao virtual
e ja implementado, com éxito, em suas turmas de sexto ano em 2016. Uma copia fisica
do mesmo foi utilizada nas suas salas de aula em 2017, 2018 e 2019. No ano de 2020,
por conta da pandemia do Covid-19, o Abaco Virtual dos Numeros Inteiros revelou-se
um recurso didatico muito 1til para as aulas remotas. Sao incluidas também neste tra-
balho sugestoes de atividades com tal ferramenta apoiadas nas ideias de Raymond Duval
e ja implementadas com sucesso em sala de aula pela primeira autora no ensino presen-
cial e remoto. Seus resultados confirmam a crenca das autoras de que a representacao
oportunizada pelo Objeto Digital de Aprendizagem Abaco Virtual dos Ntmeros Inteiros
permite a construgao do conhecimento sobre esses ntmeros, auxiliando os estudantes na

compreensao dos processos envolvidos nas operagoes com nimeros inteiros.
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Este texto apoia-se em dois autores por razoes diferentes: em Duval e sua Teoria de
Representagoes Semidticas, porque a ferramenta que aqui apresentamos é uma represen-
tacao e em Felix Klein, por ter este apontado para duas rupturas na formacao inicial
de um professor de Matematica que sao ainda atuais, sendo uma delas tratada aqui, no
contexto dos nimeros inteiros. Apresentamos neste capitulo brevemente a Teoria de Re-

presentacoes Semioticas de Duval e a dupla descontinuidade mencionada por Felix Klein.

11 A Teoria de Representacoes Semioéticas de Duval

Raymond Duval ressalta que “os objetos matemaéticos nao estao diretamente acessiveis
a percepcao ou a experiéncia intuitiva imediata, diferentemente dos objetos comumente
ditos ‘reais’ ou ‘fisicos’” (DUVAL, 2012, p. 268). O autor defende que é preciso, portanto,
trabalhar com diferentes representagdes para um mesmo objeto matemaético (figuras, gra-
ficos, escritas simbolicas, lingua natural, etc) as quais ele denomina de representagoes
semioticas. A compreensao do objeto matemaético pelo estudante é alcancada quando o
mesmo realiza conversoes entre diferentes representagoes e realiza seu tratamento em cada
registro.

Duval (2012, p. 271) ressalta também que os registros de representa¢ao devem permitir
trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose (apreensao ou produgao de uma
representagao semiotica): i) a formagao de uma representagao identificavel, com regras
bem estabelecidas e que possa ser entendida facilmente pelo sujeito; ii) o tratamento
de uma representagdo no mesmo registro onde ela foi formada e; iii) a transformagao
de um registro em outro, de maneira parcial ou total, a qual ele denomina conversao.
Segundo Duval (2012, p. 279), a conversao independe do tratamento, mas a mudanga de
registro pode ser bastante 1til, para permitir a realizagao do tratamento de maneira mais
econdmica e potencializada em algumas situagoes. Nesse sentido, a representagao que aqui

exploramos, o Abaco Virtual dos Numeros Inteiros, atende os trés quesitos mencionados:

e ¢ uma representacao para os niimeros inteiros com regras bem estabelecidas, deriva-

das e em conexao com o conhecimento prévio do estudante sobre niimeros inteiros;

e permite o tratamento das operacoes de adigao, subtracao e multiplicacao nesta

representacao;

e admite conversoes tanto para a representacao dos niimeros inteiros na reta numérica

como para as expressoes aritméticas.

De fato, enquanto os alunos operam com o abaco, estao realizando o tratamento nessa
representacao, além de ja terem feito a conversao do registro numérico para o registro

apresentado no abaco.
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1.2 A dupla descontinuidade apontada por Felix Klein

Em 1908, Felix Klein apontou para duas descontinuidades existentes, naquela época,
na formagao de um professor de matematica. A primeira delas refere-se & conexao entre
a matemaética que o licenciando aprendeu na escola (Figura ! (a)) e a que ele aprende em
sua formagao inicial (Licenciatura); a segunda diz respeito a conexao entre a matematica
que o professor aborda na sua sala de aula e aquela que ele aprendeu na sua formagao
inicial (Figura | (b)):

O jovem universitario viu-se, desde o inicio, confrontado com questoes que nao
sugerem, em nada, aquelas abordadas na escola. (...) Quando, ap6s terminar
sua formagao, tornou-se professor, de repente viu-se obrigado a ensinar a ma-
tematica elementar & velha e tradicional maneira; e, uma vez que ele mal era
capaz de discernir, sem ajuda, quaisquer conexoes entre a tarefa de ensinar e a
matematica universitaria, ele logo aderiu ao método de ensino consagrado pelo
tempo, (...) (KLEIN, 1932, p. 1, tradugao das autoras)

Figura 1: As duas descontinuidades apontadas por Félix Klein

A Matematica abordada na Escola Basica A Matematica abordada na Licenciatura
A Matematica abordada na Licenciatura A Matematica a ser ensinada na Escola Basica

(@) (b)

Fonte: Ripoll e Doering (2022)

Felix Klein teve uma grande importancia dentro da Matemaética, preocupando-se tam-
bém com o seu ensino e com a inser¢ao de novos contetidos dentro dos curriculos escolares.

No 13th International Congress on Mathematical Education (ICME-13) ocor-
rido em 2016 em Hamburgo, a “Tarde Tematica” intitulada “O Legado de Felix
Klein” forneceu uma visao geral das ideias de Felix Klein. (...) discutiu-se o
significado, a importéancia e o legado das ideias de Klein hoje e no futuro, em
um contexto internacional, global. (...) Felix Klein foi um cientista sensivel
que reconheceu problemas, pensou de forma visionaria, e agiu de forma eficaz.
(...) muitas ideias de Felix Klein podem ser interpretadas no contexto da situ-
agao atual (...) Nesse espirito, velhas ideias permanecem jovens, mas é preciso
competéncia, pessoas comprometidas e assertivas para dar vida a essas ideias.
(WEIGAND et al., 2019, p.2-3, traducdo das autoras)
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A dupla descontinuidade apontada por Klein é apenas um de seus legados e tem sido de
particular preocupacao das autoras deste e-book. Por exemplo, no ambito da Divisao Eu-
clidiana, a dupla descontinuidade foi constatada entre os participantes da oficina relatada
em (CARRER; DOERING; RIPOLL, 2019), bem como no ambito de Nameros Irracio-
nais em (MATHIAS; DOERING; RIPOLL, 2020). No Capitulo 7 exploramos a conexao
entre a construcao formal dos inteiros e a construcao do universo dos ntimeros inteiros na
escola, utilizando o Abaco Virtual dos Nuimeros Inteiros e ressaltando a motivacio para

as defini¢oes apresentadas na construgao formal.



Capitulo 2

Apresentacao da
ferramenta Abaco Virtual
dos Numeros Inteiros
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2.1 Pré-Requisitos

Historicamente, “os nimeros negativos foram concebidos a partir da incorporacao de
uma ideia de falta na nogao de contagem, que corresponde & necessidade de se registrar
ganhos e perdas em situacoes em que se precisa tanto aumentar como diminuir quantida-
des indefinidamente.” (RIPOLL; RANGEL; GIRALDO, 2016, p. XXXIV). Na Escola, a
motivagao historica de registrar faltas ou perdas é usualmente utilizada como estratégia
para introduzir ntimeros inteiros. Essa estratégia permite atribuir uma nog¢ao de quanti-
dade aos ntimeros negativos e explorar a ordem dos nimeros inteiros, enfatizando também
o novo papel do zero que, além de auséncia de quantidade, agora serve também de refe-
rencial. Assim, antes de iniciar o estudo das operag¢oes no conjunto dos niimeros inteiros,
¢ importante que sejam abordados em sala de aula os conceitos basicos do conjunto Z
tais como: o zero como referencial, os conceitos de oposto (em relagdo ao referencial),
antecessor, sucessor e valor absoluto (ou modulo) de um ntmero inteiro, a rela¢do de
ordem nos inteiros e os inteiros na reta numérica.Também é importante reconhecer, da
construcao do conjunto Z, que os ntimeros inteiros positivos sao os niimeros naturais que

os estudantes ja conheciam.

A partir da ideia de ganhos e perdas, é importante que os estudantes reconhecam que
juntar um ganho e uma perda de igual quantidade resulta em zero, escrita simbolicamente
na forma de adicao, por exemplo (+1) + (—=1) = 0, resultado que “pode ser compreen-
dido pelos alunos a partir de exemplos simples, envolvendo as tradicionais situagoes que
ilustram os nimeros negativos”. (RIPOLL; RANGEL; GIRALDO, 2016, p. 88). Essa
propriedade é fundamental para a compreensao da utilidade dos botoes Acrescentar Zero

e Retirar Zero do Abaco Virtual (ver a seguir).

2.2 O Abaco Virtual dos Inteiros

O Abaco Virtual dos Numeros Inteiros (disponivel em - www.mundojogos.com.br/
abaco>) teve sua primeira versdo criada em 2016 pela primeira autora, inspirada no
abaco fisico dos inteiros (Figura ), que, de acordo com Coelho (2005), foi referenciado
pela primeira vez por Bartolini (1976). O Abaco Virtual assemelha-se ao abaco fisico dos
inteiros pelo fato de fazer uso de argolas em hastes, e diferencia-se pelo acréscimo de seis
botdes, que traduzem para o Abaco Virtual as acoes realizadas no manuseio do &baco

fisico dos inteiros (Figura ).

1 . . .
A segunda autora esta construindo com a mestranda Vanessa Pacheco uma ferramenta inspirada no
abaco fisico dos inteiros para deficientes visuais.


www.mundojogos.com.br/abaco
www.mundojogos.com.br/abaco
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Figura 2: Abaco fisico dos inteiros

———

.

Fonte: Acervo das autoras.

Figura 3: Abaco virtual dos inteiros

Acrescentar B Retirar Acrescentar m ’

Fonte: Acervo das autoras.

O Abaco Virtual foi criado com o objetivo de proporcionar aos estudantes uma fer-
ramenta que auxiliasse no estudo das operagoes no conjunto dos ntimeros inteiros. Essa
ferramenta mostrou-se muito eficiente também durante o ensino remoto, nos anos de 2020
e 2021, o que motivou a proposta do minicurso intitulado “O Abaco Virtual dos Niimeros
Inteiros: uma proposta para o ensino remoto”, no 2° Simpésio da Formacao do Professor de
Matematica da Regiao Centro-Oeste (< https://anpmat.org.br/simposio-centro-oeste-2/

), e, posteriormente, do presente e-book.


https://anpmat.org.br/simposio-centro-oeste-2/
https://anpmat.org.br/simposio-centro-oeste-2/
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Apresentamos aqui a versao atualizada do Abaco Virtual, que surgiu ao longo da

producao deste e-book.

O Abaco Virtual dos Nimeros Inteiros (Figura ) também ¢é formado por duas hastes
verticais paralelas, por argolas nas cores vermelho e azul e distingue-se da ferramenta
concreta pela inclusdo de botoes “Acrescentar”, “Retirar”, “Acrescentar Zero”’ e “Retirar
Zero”. Como na versao concreta, convenciona-se que as argolas vermelhas representam
unidades negativas e as azuis unidades positivas, e que a haste da esquerda é utilizada
para inserir as unidades negativas, enquanto a haste da direita é utilizada para inserir
as unidades positivas. Por isso, vamos, simplificadamente, chama-las “haste negativa” e

“haste positiva”, respectivamente

Os botoes Acrescentar e Retirar, abaixo de cada haste, sao utilizados para acrescentar
ou retirar argolas na ou da respectiva haste, e traduzem para a versao virtual as acoes
que sao bésicas no manuseio da ferramenta concreta. Cada vez que o botao Acrescentar
abaixo de uma haste é acionado, uma argola é adicionada nessa haste. Analogamente,
cada vez que o botao Retirar abaixo de uma haste é acionado, uma argola ¢é retirada dessa

haste. Nessa ferramenta virtual, podem ser acrescentadas até 16 argolas em cada haste.

O botao Retirar Zero, quando acionado, elimina simultaneamente uma argola em
cada haste; assim, ele s6 funciona quando houver pelo menos uma argola de cada cor
no abaco. O botao Acrescentar Zero, quando acionado, acrescenta simultaneamente uma
argola em cada haste, desde que tenha-se no maximo 15 argolas em cada haste. O uso
dos botdes Retirar Zero e Acrescentar Zero é uma das vantagens do Abaco Virtual em
relacao ao abaco fisico, uma vez que, utilizando esses botoes, o estudante nao corre o risco
de acrescentar ou retirar quantidades diferentes das duas hastes nos momentos de retirar

ou acrescentar zero (ou seja, quantidades iguais de unidades nas duas hastes).

A partir da convencao estabelecida para as argolas vermelhas e azuis, é natural uma
primeira representa¢ao, em uma tnica haste, para nimeros positivos e ntimeros negativos.
Por exemplo, com uma argola azul no 4baco e nenhuma vermelha, estamos representando
o nimero +1 (Figura | (a)); com duas argolas azuis e nenhuma vermelha, estamos re-
presentando o nimero +2 (Figura | (b)); com uma argola vermelha no abaco e nenhuma
azul, estamos representando o nimero —1 (Figura | (c¢)). Com nenhuma argola nas has-
tes, estamos representando o numero 0 (zero). Assim, o 4baco sem argolas é o referencial
zero e o ponto de partida para registrar qualquer quantidade, bem como para realizar

qualquer operacao.

% As cores azul e vermelha sio utilizadas para representar quantidades negativas em outros trabalhos
sobre numeros inteiros, como nos dominés em (MALAGUTTI; BALDIN, 2010, p. 67 e 98)

3Apesar da redundéancia das convengoes, a convengao haste da esquerda negativa e haste da direita po-
sitiva vai facilitar posteriormente a conversdo para a reta numérica. Na Segao é discutida e justificada
essa redundancia de convengoes.
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Figura 4: Representagao dos nimeros inteiros +1, +2 e —1 em uma s6 haste

(b)

Fonte: Acervo das autoras.

E possivel concluir daf que, se pudéssemos imaginar um Abaco Virtual com hastes de
comprimentos suficientemente grandes (na verdade infinitos), qualquer nimero inteiro po-
deria ser representado no abaco utilizando apenas uma haste. Da experiéncia da primeira
autora, essa abstracao tem se revelado natural para os estudantes.

No entanto, queremos também associar a uma configuracao que faz uso das duas hastes
do abaco um nimero inteiro. Pensando que uma tal configuracgao esté juntando unidades
positivas e unidades negativas, e que juntar é o significado da operacao de adicao, é natural
(também para os estudantes) passar-se a interpretar uma configuragao que faz uso das
duas hastes como uma adicao de unidades positivas e unidades negativas.

Comecemos pelo exemplo mais simples: (+1) + (=1) ja4 mencionado entre os pré-

requisitos. Assim, tem-se na Figura & uma representagao para o zero.

Figura 5: Uma representacao do zero utilizando as duas hastes

Fonte: Acervo das autoras.

Além disso, quando acrescentamos uma argola/unidade vermelha e uma argola/unidade
azul utilizando o botao Acrescentar Zero, estamos acrescentando zero a quantidade ali re-
presentada, ou seja, o niimero inteiro representado nao esta sendo alterado. O processo
inverso, isto é, a retirada simultanea de uma unidade negativa e uma unidade positiva,
pode ser implementado pelo botao Retirar Zero, e também o niimero inteiro represen-

tado nao esta sendo alterado, Conclusao: os botoes Acrescentar Zero e Retirar
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Zero, quando acionados, nao alteram o nimero que ja estava representado no
dbaco. Por exemplo, na configuracao apresentada na Figura °, se utilizarmos o botao
Retirar Zero, ficamos sem argolas nas hastes. Temos ai mais uma argumentagao para a
afirmagao de que a configuragao original representa o zero.

O abaco possibilita ao estudante concluir que existem infinitas adi¢goes ou configura-
¢oes possiveis resultando em zero, bastando para isso imaginar uma quantidade maior de
argolas. Essa ¢ uma propriedade nova dos nimeros inteiros que nao ocorre no universo
dos numeros naturais e que surpreende os alunos. De fato, no universo dos niimeros na-
turais, o zero s6 pode ser obtido como o resultado da adicao 0+ 0. Na Figura ¢, podemos

observar diferentes representacoes para o nimero zero no abaco.

Figura 6: Diferentes representacoes para o zero no abaco

Fonte: Acervo das autoras.

E qual ntimero estaria representado no abaco na Figura 7 Observe que ai estamos

representando a adigao
(1) + (1) + (=1) + (=] + [(+1) + (+1)],
ou seja, (—4) + (+2).

Figura 7: Representagao de niimeros no abaco

Fonte: Acervo das autoras.
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Para reconhecer com maior facilidade o inteiro que tem essa configuracao, ou qualquer
outra configuracao que faz uso das duas hastes, procuramos pela representagao da mesma
quantidade em uma s6 haste. Para isso, utilizamos, eventualmente mais de uma vez, o
botao Retirar Zero, que evoca a propriedade (+1)+(—1) = 0. De fato, ao pressionarmos o
botao Retirar Zero, é retirada uma argola de cada haste, ou seja, ¢ subtraido (+1)+(—1),
portanto é subtraido zero, de forma coerente com o significado de retirar da operagao de
subtracao e sem alterar a quantidade ai representada.

Por exemplo, na Figura 7, ao pressionarmos duas vezes o botao Retirar Zero, chega-se
a configuracao de duas argolas na haste negativa, o que representa o inteiro —2. Esse
era, de fato, o valor esperado, uma vez que, nessa figura, estamos representando a adigao
(—4) + (+2).

Usando o botao Retirar Zero, é possivel observar nas Figuras © e 1 algumas formas de

representar no Abaco Virtual os nimeros +5 e —3, respectivamente.

Figura 8: Diferentes formas de representar +5 no Abaco Virtual

Fonte: Acervo das autoras.

Figura 9: Diferentes formas de representar —3 no Abaco Virtual

(icroscontar Y et O Acrescontar Y Retiear)

Fonte: Acervo das autoras.

O abaco possibilita ao estudante generalizar essa ideia. Imaginando uma quantidade
maior de argolas e hastes de comprimento tao grande quanto necessario, ¢ de se esperar

que os estudantes nao tenham dificuldades em concluir que existem infinitas adi¢oes (ou
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representagoes ou, ainda, configuragdes) possiveis que resultam em um mesmo nimero
inteiro. Esse nimero infinito de possibilidades de representagoes é uma propriedade nova
dos ntimeros inteiros que nao ocorre no universo dos nimeros naturais e que surpreende os
alunos. Para a construcao das chamadas “regras de sinais” das operagoes em Z utilizando
o Abaco Virtual dos Nameros Inteiros, a associacdo entre niimeros inteiros e as diferentes
formas de representacao de um dado ntimero inteiro sao fundamentais, especialmente para

as operagoes de subtracao e multiplicacao, o que passamos a discutir.



Capitulo 3

Operando com o Abaco
Virtual dos Inteiros
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Inicialmente cabe ressaltar que, neste texto, ao operarmos no abaco, escolhemos sem-
pre expressar o resultado apenas com unidades positivas, ou apenas com unidades nega-
tivas, pois isso facilita nao apenas a visualizagao do resultado como auxilia no estudo das
chamadas regras de sinais. Reiteramos que, para expressar um numero em apenas uma
haste, é recomendavel utilizar o botao Retirar Zero do Abaco Virtual.

As ideias para operar com niimeros inteiros tanto no Abaco fisico (ver Rodrigues e
Oliveira (2010)) como no Abaco Virtual sdo as mesmas. No entanto, como ja destacado
anteriormente, tem-se nos botdes Retirar Zero e Acrescentar Zero do Abaco Virtual re-
cursos que nao estao explicitos no abaco fisico e que agilizam a representacao e os célculos
no Abaco Virtual.

Explorando essas ideias, vamos aqui apenas exemplificar como podem ser realizadas as
operagoes de adigao, subtragao e multiplicagao. Com a intencao de facilitar ao estudante
a conversao para o registro aritmético (Duval), no lugar de falarmos em argolas positivas e
argolas negativas passamos a nos referir apenas a unidades positivas e unidades negativas,

respectivamente.

3.1 A Adicao no Abaco Virtual

Para realizar uma adicdo de inteiros no Abaco Virtual, apoiamo-nos no significado
de acrescentar da adigao, que continua valido no universo dos nimeros inteiros. Assim,
representamos a primeira parcela no abaco e, a seguir, adicionamos a segunda parcela,
acrescentando unidades positivas ou negativas, na respectiva haste, dependendo do sinal
da segunda parcela. Se necessario, utilizamos o botao Retirar Zero para obter a repre-
sentagao do resultado em apenas uma haste, seguindo nossa escolha anunciada no inicio
deste capitulo. Assim, para adicionarmos no abaco utilizamos apenas os botoes Acrescen-
tar e, eventualmente, o botao Retirar Zero. Por exemplo, para adicionarmos dois inteiros
positivos, como (+4) + (+5), inicialmente acrescentamos quatro unidades positivas na
haste positiva e, apds, acrescentamos cinco unidades positivas também na haste positiva,

obtendo o resultado +9, o que pode ser observado no Quadro

Quadro 1: Adicdo (+4) + (+5) no Abaco Virtual.

(a) Representando o +4 | (b) Adicionando 5 unidades positivas

screscentar § Retirar Retirar
(oreeconta)(Riner) D

Fonte: Acervo das autoras.
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No Quadro 2 exemplificamos a adi¢ao de parcelas com sinais diferentes: (+3) + (—2).
Inicialmente, representamos o +3 no édbaco (Quadro 2(a)). Em seguida, usando o botao
Acrescentar da haste negativa, incluimos duas unidades negativas (Quadro 2(b)). Até af
representamos a adigao (+3) + (—2). O resultado da operacao em uma s6 haste ¢ obtido
pressionando duas vezes o botao Retirar Zero (ja que o maior nimero de pares formados

por uma unidade positiva e uma unidade negativa é dois), obtém-se +1 como resposta

(Quadro “(c)).

Quadro 2: Adicdo (+3) + (=2) no Abaco Virtual

(b) Adicionando 2 unida- | (c) Retirando as unidades

tando o + .
(a) Representando o +3 des negativas a0s pares

Fonte: Acervo das autoras.

Simbolicamente, o registro do que foi feito na passagem do Quadro ”(b) para o Quadro

(c) no abaco é

(+3) + (=2) =[(+1) + (+1) + (+D] + [(-1) + (-1)]
=(+1) + (+1) + +(-1)
=(+1) +
=(+1),

ficando implicitas a propriedade associativa da adicao de inteiros e a propriedade (+1) +
(=1) = 0, bem como o fato de zero continuar sendo o elemento neutro da adigao, o que
permite que os colchetes na terceira e quarta linhas sejam eliminados. Ficam explicitos,
por meio das , os dois “cliques” do botao Retirar Zero, que, como ja
ressaltado anteriormente, quando acionado, nao altera o niimero que jé estava represen-
tado no abaco.

Com procedimento anéalogo, percebe-se que o resultado da adi¢ao (+2) + (—3) é nega-
tivo, pois inicialmente acrescentamos duas unidades positivas no abaco, ap6s, adicionamos
trés unidades negativas. Anulando os dois pares de unidades possiveis resta apenas uma
unidade negativa no Abaco Virtual, portanto (+2) + (=3) = —1. No Quadro 3, ilustra-

mos a adicao de parcelas negativas: (—3) + (—4). Inicialmente, representamos a primeira
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parcela no abaco virtual acrescentando trés unidades negativas (Quadro (a)). Em se-
guida, adicionamos a segunda parcela no dbaco, acrescentando quatro unidades negativas
(Quadro (b)). Como nao temos unidades nas duas hastes, ndo podemos clicar no botao
Retirar Zero. Assim, o resultado obtido é —7. Este exemplo é suficientemente genérico, no
sentido de permitir, com argumento anélogo ao aqui utilizado, generalizar para qualquer

adicao de parcelas de mesmo sinal.

Quadro 3: Adicdo (=3) + (=4) no Abaco Virtual.

(a) Representando o —3 | (b) Adicionando 4 argolas negativas

Fonte: Acervo das autoras.

Simbolicamente, o registro do que foi implementado no Quadro = é:

(=3)+ (=) =[(-D)+ (=) + (D] +[(-1) + (-1) + (=1) + (-1)]
(=D + =D+ (D) + (1) + (=1) + (=1) + (=1)
= -7,

ficando implicita a propriedade associativa da adi¢ao de inteiros.

Uma vantagem da ferramenta abaco é que a sua utilizagao possibilita aos estudantes
conjecturar sobre as regras da adi¢ao de nimeros inteiros. Desse modo, apds o professor
discutir com os estudantes a implementacdo da adicdo no Abaco Virtual, os mesmos
podem resolver atividades para iniciar o processo de criacao de conjecturas sobre as “regras
de sinais” para a adi¢ao, utilizando a imaginagao e pensando em quantidades que o dbaco
nao comporta. Abordamos a generalizacao das “regras de sinais” da adi¢ao na Segao O !;
além disso, ideias de atividades que podem ser realizadas pelos alunos que contribuem

para a criacao de conjecturas sao abordadas na Sec¢ao

3.2 A Subtracao no Abaco Virtual

Apoiando-nos no significado de retirar que continua vélido no universo dos niimeros
inteiros e que no abaco ¢ implementado pelo botao Retirar, é possivel também implementar

uma subtracdo no Abaco Virtual. Por exemplo, para realizar a subtracio (+5) — (+2) no
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abaco, inicialmente representamos nele o +5 e, apoés, retiramos duas unidades positivas,
ficando com o resultado +3 (Quadro ). E importante destacar que a subtragao indicada
nesse exemplo ja era possivel no conjunto dos niimeros naturais e continua valida no

conjunto dos nimeros inteiros.

Quadro 4: Subtracio (+5) — (+2) no Abaco Virtual

(a) Representando o +5 | (b) Subtraindo 2 argolas positivas.

(icroscontar ) et YO Acresconts: X Retiear)

Fonte: Acervo das autoras.

Situagao analoga acontece com a subtragao (—4) — (—2): inicialmente representamos
no abaco o minuendo (—4) utilizando quatro unidades negativas e, apos, retiramos duas
unidades negativas, fazendo uso do botao Retirar, restando duas unidades negativas no
abaco. Assim, (—4) — (-2) = -2 (Quadro »).

Quadro 5: Subtracio (—4) — (=2) no Abaco Virtual.

(a) Representando o —4 | (b) Subtraindo 2 argolas negativas.

(icrescontar Y Retear JO screscentar Y Retirar (icrescontar Y Retra: JO screscentar X Retirar

Fonte: Acervo das autoras.

O que fazer nos casos em que, em uma dada configuracao para o minuendo, nao
existem as unidades indicadas pelo subtraendo para serem retiradas? Por exemplo, na
configuragao do zero apresentada no Quadro (/(a), nao hé trés unidades negativas para
serem retiradas e ser efetuada a subtracdao 0—(—=3). E em situacdes como essa que as infi-
nitas representagoes para um nimero inteiro tém enorme relevancia. No exemplo citado,
é preciso substituir a configuracao utilizada para o zero, escolhendo uma configuragao
conveniente, precisamente uma que faga uso de, no minimo, trés unidades negativas para

que, com isso, seja possivel retirar trés unidades negativas do minuendo 0. No Quadro
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(b), o zero foi representado com trés unidades positivas e trés unidades negativas, utili-
zando o botao Acrescentar Zero trés vezes (em rosa). Agora temos trés unidades negativas
para realizar a operacao de retirada de trés unidades negativas conforme indicadas pelo

subtraendo, obtendo +3 como resposta (Quadro 0 (c)).

Quadro 6: Subtracdo 0 — (—3) no Abaco Virtual

(b) Uma representacao do
zero que envolve 3 unida-
des negativas

(c) Retirando de zero 3
unidades negativas.

(a) Uma Representagao do
Z€ro.

Fonte: Acervo das autoras.

Simbolicamente, o registro do que foi feito na passagem do Quadro ((a) para o Quadro

(b) no abaco é

0=0+0+0

=[(+1) + (-D]+[(+1) + (-1 ]+ [(+1) + (-1)]
=(=1)+ (1) + (=1) + (+1) + (+1) + (+1),

deixando implicitas as propriedades zero é o elemento neutro da adi¢ao de inteiros, (+1)+
(=1) = 0 e a comutatividade da adi¢ao de inteiros.
Ja o registro simbolico do que foi feito na passagem do Quadro ((b) para o Quadro

(c) no abaco é

0= (=3)=[(+)+(+)+ (+) + (- + (=) + (-] = [(-1) + (=1) + (-1)]
= (+1) + (+1) + (+1),

sendo aqui utilizado o significado de retirar da operagao de subtragao, retirando-se do
minuendo trés parcelas iguais a (—1) conforme indicado pelo subtraendo.

A mesma ideia pode ser utilizada para realizar a subtracao (+5) — (—4): se repre-
sentassemos (+5) no abaco somente com cinco unidades positivas, nao terfamos quatro
unidades negativas para serem retiradas (Quadro 7(a)), entdo é necessario utilizar uma
configuragao conveniente para o minuendo (+5). Para isso, uma possibilidade ¢, além de
acrescentar as cinco unidades positivas, utilizar o botao Acrescentar Zero quatro vezes, ge-

rando assim quatro unidades negativas na representa¢ao do namero (+5) (Quadro 7(b)).
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Agora, temos quatro unidades negativas para retirar do minuendo e, apos a retirada, o

resultado obtido é (+9) (Quadro 7(c)).

Quadro 7: Subtracio (+5) — (—4) no Abaco Virtual

(b) Uma representagao do
+5 que envolve 4 unidades
negativas

(c¢) Retirando 4 unidades
negativas.

(a) Uma Representagao do
+5.

Fonte: Acervo das autoras.

Simbolicamente, o registro do que foi feito na passagem do Quadro 7 (a) para o Quadro

(b) no abaco é

(+5) =(+1) 4+ (+1) + (+1) + (+1) + (+1)
=(+1) + (+1) + (+1) + (+1) + (+1)

Y

deixando explicito ( ) 0 uso quatro vezes do botao Acrescentar Zero e implicita

a propriedade comutativa da adi¢ao de inteiros.

Ja o registro simbolico do que foi feito na passagem do Quadro 7(b) para o Quadro

(¢) no abaco é

(+5) = (=4) =[(=1) + (=1) + (=) + (~1)
+(+1) + (1) + (+1) + (1) + (+1) + (+1) + (+1) + (+1) + (+1)]
— L)+ (1) + (-1) + (-1)]
=(+1) + (41) + (+1) + (41) + (+1) + (+1) + (+1) + (+1) + (+1)
=(49)

sendo aqui utilizado o significado de retirar da operagao de subtragao, retirando-se do

minuendo quatro parcelas iguais a (—1), conforme indicado pelo subtraendo.
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Assim como na operacao de adicao, ideias de atividades que podem ser realizadas pelos
alunos e que contribuem para a criagao de conjecturas, tais como “subtrair ¢ o mesmo que

somar o oposto” sao abordadas na Secgao 6.2. Essa conjectura é comprovada na Segao

3.3 A Multiplicagcdo no Abaco Virtual

Para realizar a multiplicacdo no Abaco Virtual dos Ntumeros Inteiros, relembramos que
um dos significados da multiplicacao de ntimeros naturais é a adi¢ao de parcelas iguais.
Assim, com esse significado, o primeiro fator indica quantas vezes um grupo formado
por tantas unidades quanto as indicadas no segundo fator é repetido. Por exemplo, para
realizar a multiplicacao 2 X 5, ou seja, (+2) X (+5), adicionamos dois grupos de cinco
unidades positivas cada, obtendo como resultado +10, (Figura (). Assim, temos que
a multiplicacao de ntimeros inteiros positivos é analoga a multiplicacao no conjunto dos

numeros naturais.

Figura 10: Multiplicacdo (+2) x (+5) no Abaco Virtual.

Fonte: Acervo das autoras.

Esse significado pode ser aproveitado e ampliado para os casos de multiplicagao de um
numero inteiro positivo por qualquer outro niimero inteiro. Por exemplo, para realizar a
multiplicagao (+3) X (—5), devemos acrescentar 3 grupos com 5 unidades negativas em

cada grupo (Figura | 1).

Figura 11: Multiplicacdo (+3) x (=5) no Abaco Virtual.

Fonte: Acervo das autoras.
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Essa ampliagao de significado é também utilizada por Dirks (1984, p.53), que também

concorda que 2 X (=3), ou seja, (+2) X (—=3), é natural para os estudantes.

A maior novidade na multiplicagdo de nimeros inteiros, e que nao é natural para
os estudantes, é o caso em que o primeiro fator é um nimero negativo: como definir o
produto nesse caso, como em (—3) X (+5)7 Por exemplo, & impossivel somar grupos de

cinco unidades negativas “—3 vezes”. Esse obstaculo é ressaltado por Schubring:

Os nimeros negativos apresentam um caso particularmente revelador para a
importancia de reflexdes historicas e epistemologicas. De fato, a tendéncia
dominante é negar toda a especialidade desse conceito, de apresentar esses nu-
meros como objetos matematicos bem evidentes, como mesmo ji sendo identi-
ficAveis na natureza ou como facilmente dedutiveis a partir de fatos empiricos —
uma abordagem que parece funcionar bem, quando se consideram as operagoes
de adicao e de subtracao, mas que fracassa quando se trata da multiplicacao
ou da divisdo. (SCHUBRING, 2012, p. 8)

A ampliacao da multiplicagao de N para Z requer maior atencao. De fato, aqui temos
uma complexidade maior do que na adicao e na subtragao, quando foi suficiente apenas

repetir a interpretacao considerada no universo dos ntimeros naturais.

Desse modo, devemos definir a multiplicacao de inteiros quando o primeiro fator ¢ um
numero negativo. A inspiracao para tal definicao pode ser explorada no proprio abaco:
levando em conta que, se o primeiro fator é positivo acrescentamos ao zero grupos de
unidades indicadas pelo segundo fator (Figura | 1), entao é natural esperar que, quando
o primeiro fator é negativo, a acao oposta de acrescentar seja implementada, ou seja, que
retiremos, de zero, grupos de unidades indicadas pelo segundo fator. Também Dirks faz
uso de repeti¢ao de subtragoes (DIRKS, 1984, p.53). Pela experiéncia da primeira autora,
essa defini¢ao tem sido natural para os estudantes, chegando inclusive a ser sugerida por

eles.

Por exemplo, para realizar a multiplicacao (=3) X (+5), devemos retirar, a partir
do zero, trés grupos de cinco unidades positivas. Para efetuar essa retirada, devemos
partir do referencial zero convenientemente representado, e utilizar, por exemplo, o botao
Acrescentar Zero até obtermos os trés grupos com cinco unidades positivas que devem

entao ser retirados (Quadro *).

Esse mesmo significado de subtracoes repetidas pode ser empregado para a multiplica-
¢ao entre dois numeros negativos. Por exemplo, para realizar a multiplicagao (—=3) X (=5),
devemos retirar, a partir do zero, 3 grupos de 5 unidades negativas em cada grupo. Mas
para retirar esses 3 grupos, € necessario representar o zero convenientemente. O botao
Acrescentar Zero do Abaco Virtual permite gerar uma tal representacio para o zero (Qua-
dro V). Apos retirarmos os 3 grupos de 5 unidades negativas, ficamos com 15 unidades

positivas como resposta.
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Quadro 8: Multiplicacdo (=3) x (+5) no Abaco Virtual

(a) Uma Representagao do
zero.

(b) Uma representacao de
zero que envolve 3 gru-
pos de 5 unidades positivas
cada

(c) Retirando 3 grupos de
5 unidades positivas cada

(erescontac) rorurar I rescontas Y rearer

(icrescontas X eirar I croscontae ) etrar)

Fonte: Acervo das autoras.

Quadro 9: Multiplicacdo (=3) x (=5) no Abaco Virtual

(a) Uma Representacao do
Z€10.

(b) Uma representagao de
zero que envolve 3 gru-
pos de 5 unidades negati-
vas cada

(¢) Retirando 3 grupos de
5 unidades negativas cada

Cacrescentar Y Retrar)

(screscentar Y Retrar)

Fonte: Acervo das autoras.

Desse modo, para multiplicar ntimeros inteiros utilizando o Abaco Virtual, interpre-

tamos

e 0 primeiro fator como o niimero de grupos iguais que devemos acrescentar ou retirar

do abaco, a partir do zero:

a) Se esse fator for positivo, esses grupos devem ser acrescentados;
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b) Se esse fator for negativo, esses grupos devem ser retirados;

c¢) Se esse fator for zero nao devem ser colocados grupos de unidades no abaco.
e 0 segundo fator como o nimero de unidades de cada grupo:

a) Se esse fator for positivo, cada grupo é formado por unidades positivas;
b) Se esse fator for negativo, cada grupo é formado por unidades negativas;

c) Se esse fator for zero, cada grupo é formado por zero unidades.

Dessa interpretagao, podemos concluir que quando um dos fatores é zero, o produto
é sempre zero. De fato, se o primeiro fator é zero nao devem ser colocados grupos de
unidades no abaco e o abaco continua “zerado”; se o segundo fator é zero, nao teriam
unidades nos grupos a serem acrescentados ou retirados do abaco e, portanto, o dbaco
também continuaria “zerado”.

Finalmente, cabe ressaltar que a inspiracao que buscamos no abaco para a multipli-
cagao de inteiros também poderia ser motivada pela busca por padroes, encontrada em
outros materiais e resultando também na repeticao de subtracgoes ou de adi¢oes, como em
Ripoll, Fisher e Meinerz (2021) (Figura |”) e também mencionada por Dirks (1984). A

Figura |~ trata da multiplicagao de nimero negativo por niimero positivo.

Figura 12: Padrao motivador da definigdo de (=3) X 5

Ix5=15 . Ox&=0 o

5 umdades a menos 5 unidades a menos
2x5=10 (-1yx&5=-5

5 unidades a menos 5 unidades a menos
1x5=5h (-2)x5=-10
OxE=0 5 unidades a menos (-3)x5=-15 5 unidades a menos

Fonte: Ripoll, Fisher e Meinerz (2021, p. 12)

A Figura | trata da multiplicacao de niimero negativo por niimero negativo.

Figura 13: Padrao motivador da definicao de (—=3) X (=5)

3x(-5)=-15 5 usidades 2 msis 0x(-5)=0 £ unidades a mais
2 x(-5)=-10 (-)x(-5)=5
i i 5 umidades a mais
1%(-5)=-6 5 unidades a mais » (-2) x (-5) = 10
0x5=0 D 5 unidades a mais (-3)x(-5)=15 5 unidades a mais

Fonte: Ripoll, Fisher e Meinerz (2021, p. 13)
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O abaco virtual dos ntimeros inteiros traz potencialidades, muitas delas impares.

As imagens geradas no Abaco Virtual dos inteiros proporcionam um registro visual
dos raciocinios utilizados para construir ntimeros inteiros e para operar com eles, bem
como apoiam as imagens mentais que auxiliam a generalizacao e os argumentos sobre ela,
aspectos que sao confirmados no préoximo capitulo.

A possibilidade de visualizar uma quantidade genérica constituida por cilindros azuis e
vermelhos torna mais palpavel para o estudante argumentacoes envolvendo o pensamento
genérico, constituindo-se uma potencialidade impar dessa ferramenta e que estao exem-
plificadas no proximo capitulo. E um bom recurso, portanto, que serve de ponte para a
abstragao (imaginacao de um abaco de hastes de comprimentos infinitos) para a dedugao
das propriedades das operagoes com nimeros inteiros, por exemplo, “subtrair ¢ o mesmo
que somar o oposto” e sua demonstragao (ver Capitulo ). Além disso, com rela¢ao aos
estudos futuros do estudante, os cilindros também servirao de apoio para imaginar-se
quantidades racionais e concluir que muitas das propriedades das operagoes com nimeros
racionais ou reais sao fundamentadas nos mesmos argumentos.

Outra potencialidade é que a dinamica proporcionada pela ferramenta possibilita que
o professor dé maior énfase na discussao sobre os processos de comparar e operar, sendo
as conclusoes ou respostas apenas uma consequéncia dos mesmos. Por exemplo, a visu-
alizacao das infinitas representacoes para um nimero inteiro, propriedade diferenciadora
do universo dos naturais para o dos inteiros, contribui para preparar o estudante para
as operagoes de adigao e subtracao, primeiros momentos em que essas representagoes, no
caso do zero, se fazem necessarias, acrescentando-se zero sob uma representagao conveni-
ente. Além disso, com relacao aos estudos futuros do estudante, a utilizagao da estratégia
“somar e subtrair uma mesma quantidade”, como na resolucao de uma equagao do segundo
grau, ja nao surpreendera/sera uma novidade para os estudantes.

Essa dinamica oportuniza também que os proprios estudantes formulem conjecturas,
de uma forma até mais acelerada, uma vez que muitos casos podem ser mais rapidamente
testados. Além disso, o recurso dos botoes Retirar Zero e Acrescentar Zero, uma das van-
tagens do Abaco Virtual em relacio ao abaco concreto dos inteiros, evita que o estudante
distraidamente acrescente ou retire quantidades diferentes das duas hastes em momentos
em que deveria retirar ou acrescentar zero, ou seja, fazer uso de quantidades iguais de
unidades nas duas hastes.

Uma complexidade inevitavel que surge com a ampliacao para o universo numeérico
dos ntmeros inteiros é o fato de que enquanto entre ntimeros naturais o sinal “—" denota
apenas a operacao de subtracao, em Z o sinal “-” tem 3 significados: ele pode indicar
uma quantidade negativa, como em —8, pode indicar a operagao de subtragao, como em
3 — 5 ou indicar “o oposto de”, como o primeiro “—” em —(—3). Com o &dbaco virtual dos
inteiros, esses diferentes significados sao naturalmente ressaltados, auxiliando o estudante

a sedimenta-los, porque cada um deles requer do estudante uma acao diferente no abaco:
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para registrar no abaco —8, o estudante vai acrescentar no abaco 8 unidades negativas;
para registrar 3 — 5 o estudante vai fazer uso do botao Retirar, e para registrar, por
exemplo, o oposto de (—3), o estudante vai trocar a cor de todas as argolas envolvidas
para representar (—3).

A representacio proporcionada pelo Abaco Virtual dos Nameros Inteiros atende aos
trés quesitos mencionados por Duval como atividades cognitivas fundamentais: é uma
representagao para os niumeros inteiros com regras bem estabelecidas, derivadas e em
conexao com o conhecimento prévio do estudante sobre ntimeros inteiros; permite o tra-
tamento das operagoes de adicao, subtracao e multiplicacao nesta representagao; admite
conversoes, tanto para a representacao dos nimeros inteiros na reta numérica como para
as expressoes aritméticas.

De fato, o abaco virtual dos inteiros facilita a conversao da representacao dos nime-
ros inteiros para a reta numérica: basta “baixar as hastes” e juntar suas bases, como
na animacio construida por Erica Vitoria Machado da Silva no repositorio do GeoGe-
bra < https://www.geogebra.org/m /rpwedkpm . Relembramos que a escolha pela haste
negativa ser a haste da esquerda foi proposital para facilitar justamente essa conversao.

Na opinido das autoras, o Abaco Virtual dos Ntumeros Inteiros revela-se mais ade-
quado do que a reta numeérica para a deducao das regras de sinais para as operacoes de
adigao, subtracao e multiplicacao. Por exemplo, na adi¢cao de um ntmero positivo com
um nimero negativo, a comparacao das alturas nas hastes da configuragao final permite
uma visualizagao imediata do sinal do resultado.

Encerramos este capitulo mencionando a potencialidade do Abaco Virtual dos Nume-
ros Inteiros para o ensino remoto, caracteristica que motivou o minicurso apresentado no
2° Simposio da Formacao do Professor de Matematica da Regido Centro-Oeste e também
o presente e-book. Atividades que podem ser utilizadas no ensino remoto s@o mencionadas

no Capitulo


https://www.geogebra.org/m/rpwc3kpm

Capitulo 5

Demonstracoes apoiadas
no Abaco Virtual
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Em muitos momentos nos capitulos anteriores, ao lidar com as operacoes de adicao,
subtracao e multiplicacdo de inteiros no Abaco Virtual, ja foram apontadas oportunidades
de generalizagoes, apelando para a imaginacao de hastes de comprimento infinito, ou de
um nimero qualquer de argolas, como, por exemplo, a multiplicagao por zero. Nesta
secao, utilizaremos cilindros azuis e vermelhos para representar quantidades genéricas,
positivas e negativas, respectivamente, que podem apoiar a generalizacao e abstracao dos
estudantes e mostrar a potencialidade que o Abaco Virtual oportuniza, podendo levar os
estudante, em alguns casos a verdadeiras demonstracoes por meio de imagens. A Figura

(a) representa um numero negativo qualquer e a Figura |/(b), representa um ntimero

positivo qualquer.

Figura 14: Abaco com cilindros

(a) (b)

Fonte: Acervo das autoras.

Em sala de aula, no quadro, os cilindros podem ser representados por retangulos

coloridos sobre as hastes como na Figura

Figura 15: Representando quantidades genéricas sobre as hastes

-+ - +

Fonte: Acervo das autoras.

Antes de generalizar, é importante que os estudantes tenham tido a oportunidade,
por meio de atividades propostas, de formular suas proprias conjecturas, por exemplo as

atividades do Capitulo

5.1 O oposto de um numero inteiro no Abaco Virtual

Na Escola, na introducao do universo dos niimeros inteiros, o conceito de oposto bem

como a propriedade de que cada numero diferente de zero tem o seu oposto aparecem
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concomitantemente com os conceitos de referencial e de ntimero negativo, e todos sao
pré-requisitos para a utilizacao do Abaco Virtual.

No Abaco Virtual, a agdo “tomar o oposto de” resume-se a considerar a mesma quan-

tidade de argolas, porém em hastes trocadas, portanto também com cor trocada (Figura

).

Figura 16: Representacao de opostos utilizando quantidades genéricas

€ 0 oposto de

€ 0 oposto de

Fonte: Acervo das autoras.

“Tomar o oposto de” pode ser implementado de varias formas. Por exemplo, na Figura

, tem-se representado de duas formas o oposto de (—3): na esquerda, sao simplesmente
“canceladas” as trés unidades negativas acrescentando-se inicialmente 3 unidades positivas
e, a seguir, acrescentadas mais 3 unidades positivas; na direita, sao retiradas as 3 uni-
dades negativas com o botao Retirar, e acrescentadas 3 unidades positivas com o botao

Acrescentar;

Figura 17: Duas formas de tomar o oposto de (—3)

<d L ' B
L . v
é o opostode ~ € o oposto de ~

Z™, € o oposto de

4 € o0 oposto de |

Fonte: Acervo das autoras.
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5.2 Demonstrando a conjectura sobre as regras de si-
nais da adicao

A configuracao do abaco e o botao Retirar Zero permitem que os estudantes visualizem
e, usando a imaginagao, também criem conjecturas sobre as “regras de sinais” da adi¢ao
em Z. Para isso, dividimos em trés casos: i) adi¢oes de parcelas que sdo numeros opostos,

ii) adigao de parcelas com sinais diferentes e iii) adi¢ao de parcelas com sinais iguais.

i) Para adicionar dois ntimeros que sao opostos, podem ser feitas perguntas aos estu-

dantes, tais como:

Imagine que acrescentamos uma certa quantidade de unidades positivas no
dbaco e a mesma quantidade de unidades negativas. Qual serd o resultado obtido
no dbaco?

Espera-se que os alunos percebam que o resultado sera zero, uma vez que as duas
hastes ficarao com a mesma altura de argolas e portanto, todas as unidades poderao
ser anuladas, restando zero no dbaco. Essa generalizagao também pode ser visualizada

utilizando os cilindros (Figura |%).

Figura 18: Adicao de dois ntimeros opostos no Abaco Virtual

Fonte: Acervo das autoras.

ii) Na adigao de duas parcelas de sinais diferentes, podemos fazer perguntas como:

Imagine que acrescentamos no Abaco Virtual uma certa quantidade de unidades posi-
tivas e uma certa quantidade de unidades negativas. Sabendo que o nimero de unidades
positivas € maior do que o numero de unidades negativas, o resultado desta adi¢ao serd

um numero positivo ou negativo?

Na Figura |, temos uma representagao suficientemente genérica desta situagao, uti-
lizando cilindros, e na qual a altura do cilindro azul é maior que a altura do cilindro
vermelho. O resultado obtido é positivo. De fato, utilizando o botao Retirar Zero para
representar o resultado em uma s6 haste, restam unidades positivas representadas pela

diferenca de altura entre os dois cilindros.



34 | Capitulo 5. Demonstracées apoiadas no Abaco Virtual

Figura 19: Adicdo de niimeros de sinais diferentes no Abaco Virtual - caso 1

|

[
Retirar Zero

-

Fonte: Acervo das autoras.

Assim, espera-se que os alunos percebam que a parcela de maior valor absoluto (visu-
alizada pela “haste mais alta”) é a que determina o sinal do resultado, e o valor absoluto
desse resultado ¢ justamente a diferenca obtida apds a utilizagao do botao Retirar Zero
e que é exatamente a diferenca entre os valores absolutos das parcelas. Assim, no caso
em que o valor absoluto da parcela positiva é maior que o valor absoluto da parcela nega-
tiva, o resultado da adigao é positivo e o seu valor absoluto é a diferenca entre os valores
absolutos das parcelas.

Os estudantes também podem ser questionados sobre o que acontece quando a quan-
tidade de unidades negativas é maior que a quantidade de unidades positivas.

Com a Figura “(); percebe-se que um encaminhamento analogo pode ser feito.

Figura 20: Adicdo de ntiimeros de sinais diferentes no Abaco Virtual - caso 2

-

Retirar Zero

Fonte: Acervo das autoras.

E esperado que os alunos argumentem, com suas proprias palavras e concluam que,
ao adicionarmos parcelas de sinais diferentes, o resultado tem o sinal da parcela de maior
valor absoluto e o seu valor absoluto é a diferenca dos valores absolutos das parcelas.

iii) Na adigao de parcelas de sinais iguais, os estudantes podem ser questionados da
seguinte maneira:

Imagine que acrescentamos no dbaco uma certa quantidade de unidades positivas e,
apos, acrescentamos outra quantidade de unidades positivas. O resultado desta adi¢ao

serd um nimero positivo ou negativo?
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Essa adigao ja era possivel no conjunto dos niimeros naturais que agora sao represen-
tados pelos ntmeros positivos e pelo zero. Logo, espera-se que os estudantes concluam,
de forma natural, que o resultado de uma adi¢ao de dois ntimeros positivos, é positivo e
o seu valor absoluto é a soma dos valores absolutos das parcelas (ver Figura !, que faz

uso de dois cilindros de tamanhos diferentes para representar essas parcelas positivas).

Figura 21: Adicdo de dois ntimeros positivos no Abaco Virtual - caso 1

Fonte: Acervo das autoras.

Os estudantes também podem ser questionados sobre o que acontece quando acres-
centamos no Abaco Virtual duas quantidades negativas. Com a Figura 27, percebe-se que
um encaminhamento anélogo pode ser feito, obtendo-se um resultado negativo e de valor

absoluto igual & soma dos valores absolutos das parcelas.

Figura 22: Adicdo de dois ntimeros negativos no Abaco Virtual - caso 2

Fonte: Acervo das autoras.

Assim, espera-se que os alunos concluam e argumentem com suas palavras que, ao
adicionar parcelas de sinais iguais, mantém-se para o resultado o sinal das parcelas, e,
para obter o valor absoluto do mesmo, adicionam-se os valores absolutos das parcelas.

Com a generalizacao oportunizada pelos cilindros e apelando para a imaginagao para
lidar com quantidades que o Abaco Virtual ndo suporta (isto é, maiores do que 16 unidades

de cada cor), as chamadas “regras de sinais” da adigao em Z acabam sendo construidas
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pelos alunos. E, na verdade, muitas vezes os alunos acabam apelando para a memoria

visual, no lugar de decorar essas regras.

5.3 Demonstrando a conjectura “subtrair € o mesmo
que adicionar o oposto”

Motivados pelas atividades da Secao (.7, que objetivam levar o estudante a construir
a conjectura “‘subtrair é o mesmo que adicionar o oposto de”, passamos a demonstracao da
mesma por meio do abaco e dos cilindros. Como zero é o oposto de si mesmo e é o elemento
neutro da adi¢ao, é claro que esta conjectura se confirma quando o subtraendo é zero.
Por isso, resta-nos considerar trés casos, comeg¢ando por aqueles em que a representacao
do minuendo em uma s6 haste nao é suficiente para efetuar a subtragao: i) minuendo
e subtraendo com sinais diferentes; e ii) minuendo e subtraendo com sinais iguais, cujo
modulo do subtraendo é maior que o moédulo do minuendo. Para finalizar, abordamos o
caso iii) minuendo e subtraendo com sinais iguais, cujo modulo do subtraendo é menor
que o modulo do minuendo. Para facilitar a comunicacgao, as vezes faremos uso de letras
para representar minuendo e subtraendo. i) Em uma subtragdo em que o minuendo é
positivo e o subtraendo é negativo, é natural no Abaco Virtual fazermos uso de uma s6
haste para representar o minuendo. Neste caso (genérico), neste texto, fazemos uso de
um cilindro azul; no entanto, desse modo, nao temos como retirar as unidades negativas

que constituem o subtraendo, pois ndo ha unidades na haste negativa (Figura 2).

Figura 23: Problematizando a subtracao a — b, sendo a positivo e b negativo

b

(valor a ser retirado do abaco
E possivel retird-lo?)

1

Fonte: Acervo das autoras.

Nesse caso, é necessério representar o minuendo de forma conveniente, especificamente,
de uma forma que envolva o niimero de unidades negativas que constituem o subtraendo,
pois s6 assim podemos retirar as unidades negativas que constituem o subtraendo. Essa

ideia ¢ a mesma utilizada nos casos particulares da atividade proposta na Figura
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Com a representacao alternativa (Figura 2/(b)) podemos retirar do minuendo a, o
valor do subtraendo b, obtendo como resultado o ntmero positivo indicado na Figura
(c), que ressalta também que este resultado é o mesmo que a adicionado ao oposto de
b. Assim, calcular a — b é o mesmo que calcular a + oposto de b. Em outras palavras,

subtrair, neste caso, é somar com o oposto.

Figura 24: Subtracao a — b, sendo a positivo e b negativo

- —_—
Acrescentar zero
no abaco: refirar o
. b + (oposto de b)
a b

(representando a
(valor a ser refirado do dbaco. de forma que seja
E possivel retira-lo?) possivel retirar b)

(@) (b) (c)

Fonte: Acervo das autoras.

a-b=a+opostodeb

Analogamente, a subtracao entre um nimero negativo e um niimero positivo tem como
resultado um ntmero que pode ser representado somente na haste negativa. Neste caso,

também vale a afirmagao “subtrair ¢ adicionar o oposto” (Figura 27). Ou seja: para

minuendo e subtraendo de sinais diferentes, subtrair é o mesmo que adicionar o oposto.

Figura 25: Subtragao a — b, sendo a negativo e b positivo

—> —
Acras:cf_-ntar Zero retirar b
no abaco:

b + {oposto de b)

b {representando g

(valor a ser retirado do abaco. de forma gue seja
E possivel retird-lo?) possivel retirar b)

a o-b=g+opostode b

Fonte: Acervo das autoras.
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ii) Consideremos agora o caso em que minuendo e subtraendo tém o mesmo sinal e o

valor absoluto do subtraendo é maior que o valor absoluto do minuendo.

Na Figura “0 esta ilustrado o caso de sinal positivo.

Figura 26: Problematizando a subtracao a — b, sendo a e b positivos, e valor absoluto de
a menor que valor absoluto de b

MNote que queremos
retirar uma
quantidade maior
do que temosl| E
possivel?

b

a (valor a ser retirado
do abaco)

Fonte: Acervo das autoras.

Novamente, nao é possivel efetuar a subtracao, assim, nesse caso, também é necessario
representar o minuendo de forma conveniente. Para isso, podemos acrescentar b e seu
oposto no abaco, ou seja, zero (Figura “7(b)), e entdo torna-se possivel efetuar a retirada

de b (Figura 27(c)), obtendo como resultado a somado com o oposto de b.

Figura 27: Subtragao a — b, sendo ambos positivos e valor absoluto de a menor que valor

absoluto de b
Auesce ntar
zZero no abaco retirar b
b + {oposto de b)
b

a .
[valtrL: ;E;'Ei?radu (representando o de (obtém-se o
forma que seja resultado o +
possivel refirar b) oposto de b)

Fonte: Acervo das autoras.

O caso em que minuendo a e subtraendo b sao negativos sendo valor absoluto de b

maior que o valor absoluto de a, pode ser tratado de forma analoga (Figura 2%).
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Figura 28: Subtragao a — b, sendo ambos negativos e valor absoluto de a menor que valor
absoluto de b

» ——ii
Acrescentar _
zero no abaco: retirar b
b + (oposio de b)
a b
v EIDL: ;}E;:;?mdn (representando o de {Uhtﬁ "1"59 "3:-
forma que seja resufiado o
possivel retirar b) oposto de b)

Fonte: Acervo das autoras.

Até aqui, vimos que, para todos os casos abordados ¢é valida a conjectura “subtrair é
adicionar o oposto”... Mas serd que isso vale sempre? Serd que a afirmagao “subtrair
é 0 mesmo que adicionar o oposto” vale também nos casos em que nao precisavamos
alterar a configuracao inicial escolhida para o minuendo?

iii) Consideramos agora o caso em que minuendo a e subtraendo b sdo negativos sendo
moédulo de b menor que o médulo de a. Nesse caso, é possivel resolver a subtracao

representando o minuendo em somente uma haste (Figura 29).

Figura 29: Subtracao a — b, sendo ambos negativos e valor absoluto de b menor que valor
absoluto de a

_—
- retirar D
a->b -
. n - E} ‘
b
a
(valor a ser retirado
do dbaca)

Fonte: Acervo das autoras.

Queremos mostrar que o resultado obtido na subtracao a — b é o mesmo resultado
obtido na adi¢do com o oposto (a + oposto de b). De fato, na Figura 30, podemos
observar que o resultado obtido é o mesmo: resta um cilindro de mesma altura nos dois

modos de resolucao.
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Figura 30: Subtracao a — b, sendo a e b negativos

TR

(valor a ser retirado = o +opostode b
do dbaco)

Fonte: Acervo das autoras.

O caso em que minuendo a e subtraendo b sao positivos, sendo médulo de b menor que
modulo de a é analogo (Figura 1). Assim, confirma-se para todos os casos a propriedade:

subtrair € o mesmo que adicionar o oposto.

Figura 31: Subtragao a — b, sendo a e b positivos e |a| > |b]

e 14 4

(valor a ser returado
a+opostoda b =
do dbaco)

Fonte: Acervo das autoras.

5.4 Demonstrando asregras de sinais da multiplicacao

Como ja ressaltado na Segao ., quando um dos fatores em uma multiplicacao de
inteiros é igual a zero, o produto é igual a zero. Assim, o que chamamos de “regras de
sinais da multiplicacao”, diz respeito a fatores que nao sao iguais a zero.

Para confirmar a conjectura sobre a “regra de sinais” para a multiplica¢ao, vamos aqui
também utilizar os cilindros e dividir em casos: fatores possuem sinais iguais; e fatores
possuem sinais diferentes.

Se os dois fatores sao positivos, pela definigao de multiplicacao de inteiros, adicio-
namos a zero grupos com unidades positivas no abaco (tantas unidades positivas quantas
o segundo fator explicitar (Figura ”)); desse modo, teremos no dbaco apenas unidades

positivas, portanto o resultado é positivo, com valor absoluto igual ao produto
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dos valores absolutos dos dois fatores. Cabe ressaltar que até aqui nao temos qual-
quer novidade, uma vez que este caso trata apenas do produto de niimeros naturais e do

significado de adicao de parcelas iguais.

Figura 32: Multiplicacao de dois nimeros positivos

-

Acrescentar grupos
de unidades
positivas

Fonte: Acervo das autoras.

Se os dois fatores sao negativos, pela definicao de multiplicacao de inteiros, temos
que retirar, de zero, grupos com unidades negativas (tantas unidades negativas quantas o
segundo fator explicitar); desse modo, precisamos representar o zero de forma conveniente
para poder, dessa representacao, retirar unidades negativas. Nesse caso, eventualmente
fazendo uso do botao Retirar Zero para representar o resultado em uma s6 haste, restarao
no abaco apenas unidades positivas e entao o resultado da multiplicacao é sempre
um nimero positivo com valor absoluto igual ao produto dos valores absolutos

dos dois fatores (Figura 7).

Figura 33: Multiplicacao de dois nimeros negativos

- -
Representar o Retirar grupos
zero de forma de unidades
conveniente. negativas.

Fonte: Acervo das autoras.

Se o primeiro fator é positivo e o segundo fator é negativo, pela definicao de
multiplicacao de inteiros, temos que acrescentar a zero grupos com unidades negativas
(tantas unidades negativas quantas o segundo fator explicitar) obtendo apenas unidades
negativas representadas no abaco (Figura ') e entdo, o resultado é negativo com

valor absoluto igual ao produto dos valores absolutos dos dois fatores.
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Figura 34: Multiplicacao de niimero positivo por nimero negativo

-

Acrescentar grupos
de unidades
negativas.

Fonte: Acervo das autoras.

Se o primeiro fator é negativo e o segundo fator é positivo, pela definicao

de multiplicacao de inteiros, temos que retirar de zero, no abaco, grupos com unidades
) bl bl

positivas, ficando no abaco, eventualmente fazendo uso do botao Retirar Zero, apenas

unidades negativas e entao, o resultado é negativo com valor absoluto igual ao

produto dos valores absolutos dos dois fatores (Figura 1°).

Figura 35: Multiplicacao de niimero negativo por niimero positivo

- -
Representar o Retirar grupos
zero de forma de unidades
convenienta. positivas.

Fonte: Acervo das autoras.

5.5 Exemplos de Propriedades das operacoes explo-

raveis no abaco

Muitas propriedades das operagoes em Z podem ser exploradas utilizando o abaco.
Comecando com alguns exemplos pode-se, a seguir, fazer uso dos cilindros para ampa-
rar a generalizagao, produzindo muitas vezes uma demonstracao apenas com imagens.

Apresentamos aqui alguns exemplos dessas propriedades.

5,51 Comutatividade da adicao

Para comprovar a propriedade comutativa da adi¢ao, consideramos a um namero in-

teiro negativo e b um numero inteiro positivo. Observe na Figura que, ao acrescen-
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tarmos a e apos, acrescentarmos b obtemos o mesmo resultado que ao acrescentarmos

primeiramente b e depois, acrescentarmos b.

Figura 36: Comutatividade da adi¢gao de um inteiro negativo a e um inteiro positivo b

— —_—
Acrescentar b no Acrescentar 0 mo
abaco abaco
b .
&l
a+h b b+a

Fonte: Acervo das autoras.

Para os demais casos da adi¢ao, a comutatividade também ¢é valida e, para abordé-los
em sala de aula, a turma pode ser dividida em grupos e cada grupo refletir sobre um
caso diferente. E importante deixar claro aos estudantes que ao ampliar-se um universo
numérico, as “antigas” propriedades precisam ser checadas, pois algumas se mantém (como
a comutatividade da adigdo) mas outras deixam de valer (como o conjunto N possui um

menor elemento, mas o mesmo nao acontece mais em 7).

5.5.2 Uma propriedade da adicao de inteiros negativos

Para comprovar que a soma de dois inteiros negativos é o oposto da soma de seus opos-
tos (que sdo entdo numeros positivos), comec¢amos com um exemplo. Observe na Figura
que, ao adicionarmos (—3) e (=5), obtemos como resultado (—8), que é exatamente
o oposto de (+8), resultado de acrescentar (+3) e (+5) (0s opostos de (—3) e de (—5),

respectivamente).

Figura 37: (=3) + (=5) = oposto de ((+3) + (+5))

€ 0 oposto de

(-3)+(-5)=-8 (+3) + (+5) = +8

Fonte: Acervo das autoras.
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O caso genérico pode ser estudado utilizando cilindros coloridos. (Figura :v).

Figura 38: A soma de dois inteiros negativos é o oposto da soma de seus opostos

& o oposlo de

Fonte: Acervo das autoras.

5.5.3 Comutatividade da multiplicacao de inteiros

Diferentemente da adigao de inteiros, que continua com o significado de juntar, agao
que é naturalmente comutativa, a comutatividade da operagao de multiplicagao nao é
evidente, pois ela nem sempre é apenas uma adigao de parcelas iguais, por exemplo, a
multiplicacdo de inteiros com primeiro fator negativo. Apresentamos aqui o caso em que
a é um numero inteiro positivo e b ¢ um numero inteiro negativo. Observe na Figura
que, ao efetuarmos a multiplicacao a X b, devemos acrescentar a grupos com b unidades
negativas em cada grupo. Obtemos como resultado um ntimero negativo, cujo valor

absoluto é o produto dos valores absolutos de a e b.

Figura 39: Multiplicacao a X b sendo a um nimero inteiro positivo e b um nimero inteiro
negativo

Acrescentar o
grupos de b
unidades negativas.

Fonte: Acervo das autoras.

Na Figura 0, ilustramos a multiplicacao b X a. Para efetua-la, sendo o primeiro
fator negativo, é necessario retirar, de zero, o valor absoluto de b (ou seja, |b] ) grupos
com a unidades positivas em cada grupo. Para isso, inicialmente é representado o zero
convenientemente, utilizando neste caso |b| grupos com a unidades positivas e |b| grupos
com a unidades negativas. Assim, agora é possivel retirar |b| grupos com a unidades

positivas. O resultado obtido é um numero negativo, cujo valor absoluto é o produto
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entre os valores absolutos de b e a. Como os valores absolutos de b e a pertencem ao
conjunto dos nimeros naturais, sabemos que |a| X |b| = |b| X |a|. Assim, temos que
axXb=bXa.

Figura 40: Multiplicacao b X a sendo a um nimero inteiro positivo e b um ntmero inteiro
negativo.

Representar o Retirar|b| grupos
zero de forma de o unidades
convenienta positivas

Fonte: Acervo das autoras.

Os demais casos da comutatividade da multiplicagao tém argumentos similares e sao

deixados para o leitor.
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Neste capitulo, trazemos, baseados em experiéncias da primeira autora no ensino pre-
sencial e remoto, atividades e sugestoes para a sala de aula utilizando o Abaco Virtual dos
Numeros Inteiros. Muitas dessas atividades buscam instigar os estudantes a formularem
conjecturas na construcao das chamadas “regras de sinais” das operagoes no conjunto dos
ntimeros inteiros por meio do uso do Abaco Virtual para resolver operacoes em Z. E
importante salientar que, antes de apresentarmos o Abaco Virtual aos estudantes e inici-
armos o estudo das operacoes no conjunto dos niimeros inteiros com os alunos, é preciso

garantir que os pré-requisitos mencionados na Se¢ao tenham sido abordados.

E importante salientar também que a primeira versdo do Abaco Virtual dos Nimeros
Inteiros continha apenas os botoes “Acrescentar”’, “Retirar” e “Anular” (esse tltimo reno-
meado na versao atual como “Retirar Zero”). A ideia do botao “Acrescentar zero” surgiu
ao longo da producao do minicurso proposto no 22 Simpésio da Formacao do Professor
de Matematica da Regiao Centro-Oeste e deste e-book, ao percebermos que o novo botao
“Acrescentar Zero” pode auxiliar bastante os estudantes na realizacdo das operagoes no
Abaco Virtual.

Apos contemplar os pré-requisitos mencionados na Se¢ao ”. |, pode ser apresentado o
Abaco Virtual aos alunos, incluindo convengoes para as pecas coloridas e para as hastes e o
funcionamento dos botoes. Durante a pandemia, como estavamos tendo aula de forma re-

mota, a apresentagao foi feita por meio de um video (< https://youtu.be/5Re0vhiZjpk ).

Apos o professor apresentar o Abaco Virtual, os alunos podem ser convidados a re-
presentar nessa ferramenta nimeros de diferentes formas (ver Se¢ao 2.7), uma vez que
esse é um processo fundamental para a realizagao de algumas subtracoes e multiplicagoes.
Quando os alunos ja compreenderam o uso do Abaco Virtual e a possibilidade de repre-
sentar um mesmo niumero de diferentes formas, pode ser iniciado o estudo das operacoes,

comecando pela adicao.

6.1 A adicao de numeros inteiros no Abaco Virtual

A abordagem da adic¢ao de inteiros deve ser iniciada retomando o significado de juntar
da adicao de niimeros naturais e reiterando que o mesmo nao ¢ alterado nesse novo universo
numérico. A seguir, deve ser ressaltado que a representacdo no Abaco de um niimero
inteiro em duas hastes pode ser interpretada como a adi¢ao de um ntmero positivo com
um nimero negativo (ver Secdo 2.”). E essencial que os alunos entdo resolvam adicdes
no Abaco para, além de praticar, conjecturar sobre as “regras de sinais” da adicdo em
Z. Durante o ensino remoto, a atividade proposta aos estudantes com tal objetivo é

apresentada na Figura


https://youtu.be/5Re0vhfZjpE
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Figura 41: Atividade 1 - Atividade sobre Adicdo no Abaco Virtual com o objetivo de
oportunizar conjecturas sobre as regras de sinal para a adicao

a) (-3) + (+5) = b)(+4)+(B)= |  c)(T)*(+B)=
|

| d) (+8) + (-3}= [ e) [-5) + [+7) = . f) (-B) + (+2) =

. | |
g) (+6) + (-6) = [ h) [-2) + [+2) = ' i) (-4) + (+4) =

| |
DE3 2= | K8 ee= | (5] (+3)=

|
[ m) (-6) +{-2) = [ n) (-3) +(-2) = ' o) (-T) + (-1)=

Fonte: Acervo das autoras.

Nessa atividade os itens de a) até f) ilustram adi¢oes com parcelas de sinais diferentes.
Resolvendo esses exercicios, os alunos podem, estimulados pelo professor, conjecturar
sobre a adicao e compreender que, ao adicionarmos dois niimeros com sinais diferentes,
o resultado sempre terd o sinal da parcela de maior valor absoluto, e o valor absoluto da
soma ¢ a diferenca entre os valores absolutos das parcelas. Devem também ser estimulados
a argumentar oralmente e a registrar em palavras suas conclusoes. Acreditamos que, a
partir da visualizagdo no abaco, a regra de sinais para adigao de nimeros com sinais
diferentes pode ser mais facilmente compreendida pelos estudantes. De fato, eles podem
observar que essa soma tem como valor absoluto a diferenca entre as alturas das unidades
nas duas hastes, e o sinal da soma serd aquele cuja haste possui o maior niimero de
unidades, ou seja, a maior altura. Apos a realizagao dos exercicios de a) até f), buscamos

a generalizagao com os alunos, conforme explanamos na Secao
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Ao resolver os itens de g) a i) e estimulados a generalizar e a argumentar sobre seus
raciocinios, os alunos podem compreender que, ao adicionarmos dois nimeros opostos
quaisquer, o resultado sempre sera zero, pois as alturas nas duas hastes, ainda que imagi-
nando um abaco com hastes de comprimento tao grande quanto necessario, sempre sera
a mesma, e cada par de unidades de cores diferentes deve ser anulado utilizando o botao

“Retirar Zero”.

Ja ao resolverem os itens de j) a o) utilizando o Abaco, os alunos podem conjecturar
que, ao adicionarmos duas parcelas com sinais iguais, obtemos como soma um numero
de mesmo sinal, e seu valor absoluto é obtido a partir da adicao dos valores absolutos
das parcelas. Acreditamos que a compreensao desse resultado pelo aluno é facilitada e
reafirmada pela visualizacdo no Abaco, uma vez que, ao adicionarmos parcelas de mesmo
sinal, a altura das argolas empilhadas na haste (positiva, ou negativa) aumenta, ja que
colocamos argolas em somente uma das hastes ao adicionarmos duas parcelas de sinais
iguais. Apos a realizagao desses exercicios com nimeros, podemos buscar a formulacao de
conjecturas e sua validagao, por meio dos cilindros (conforme Segao ) para representar

quantidades genéricas.

Em todas as turmas ministradas pela primeira autora, tanto no ensino presencial como
no remoto, nas quais foi utilizado o Abaco Virtual dos Numeros Inteiros, foi possivel notar
uma facilidade, por parte dos alunos, com a abstracdo (imaginacao) e com a generaliza-
cdo desses resultados, baseada em argumentacoes proprias. E importante salientar que,
mesmo no ensino remoto, apos a resolugao dos exercicios propostos nessa atividade, os es-
tudantes ja resolveram corretamente, sem a intervencao da professora, adigoes com valores
que nao poderiam ser representados no dbaco, como: (+100) + (—=30); (=135) + (=125);
(+50) + (=50), sugerindo a compreensao dos conceitos trabalhados e a capacidade de ima-
ginar um abaco que desse conta do registro dessas quantidades e dessa operacao. Uma
vez construida a adi¢ao, ¢ importante propor problemas, exercicios contextualizados e de

fixacao, para, somente entao, iniciar a subtracao de ntimeros inteiros.

6.2 A subtracdo de numeros inteiros no Abaco Virtual

Para realizar o estudo da subtracgao, inicialmente o professor pode discutir com os
alunos como poderia ser realizada essa operacdao no Abaco, reiterando o significado de
“retirar”, que continua valido no universo numeérico dos inteiros. E importante utilizar
exemplos que contemplem os varios casos, tais como os que podem ser resolvidos usando
a representagao do minuendo em uma s6 haste e também os que o minuendo precisa ser
representado de forma conveniente para que seja possivel retirar a quantidade definida

pelo subtraendo (ver Segao .2).
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Segundo Ripoll, Rangel e Giraldo (2016, p. 89), “na extensado dos naturais para os
inteiros, a inclusao de inversos aditivos (ou simétricos) possibilita que toda subtracao seja
expressa como uma adi¢do (com o simétrico)”. Utilizando o Abaco Virtual dos Ntimeros
Inteiros, é possivel construir essa relacao entre a adi¢ao e a subtragao em Z.

Para isso, os estudantes podem ser convidados a resolver atividades como a apresen-
tada na Figura |2, na qual devem resolver as subtracdes no Abaco, e as adicoes mental-
mente (levando em conta que a operacao de adi¢ao ja deve estar construida pelos alunos).
Apos a resolucao dos exemplos, os estudantes podem ser estimulados a conjecturar sobre
0 que acontece ao comparar os itens (1) e (a), (2) e (b), (3) e (c), etc. A partir dessa com-
paracao, os alunos podem observar que as subtracoes foram transformadas em adigoes: o
primeiro termo adicionado com o oposto do segundo. Isso, de fato, ocorreu, nas turmas

da primeira autora tanto no ensino presencial, como no ensino remoto.

Figura 42: Atividade de comparacao, subtracao e adicao em 7Z

1. (-8)-(=3)= =5 a)(-8)+(+3)= -5
2. (+5)-(+2)= +3 b)(+5)+(-2)= +3
3. (-4)=(+1)= -5 c)(=4)+(-1)= =5
4, @ -(-2)= +2 d) @ + (+2) =+2
5. (-3)-(+2)= -5 e)(-3)+(-2)= -5
6. (+3)-(=3)= +6 T)(+3)+(+3)= +6

Fonte: Acervo das autoras.

Para mostrar que essa conjectura vale para todos os casos, o professor pode apoiar-se
nos cilindros e na imaginacao dos estudantes. Essa generalizacao é detalhada na Secao
Do mesmo modo que na adi¢ao de inteiros, antes de realizar o estudo da multiplicacao, é
importante que os alunos trabalhem em sala de aula com a resolu¢ao de problemas e com

exercicios que envolvam a subtracao em Z.

6.3 A multiplicacdo de niumeros inteiros no Abaco Vir-
tual

Assim como nas operacgoes de adi¢ao e subtragao de inteiros, inicialmente é necessario
ampliar a multiplicacdo para Z e implementa-la no Abaco (ver Secao 3 2). Ripoll, Rangel
e Giraldo (2016, p. 92) ressaltam que “a regra dos sinais da multiplicagdo nao é uma

“convenc¢ao” nem uma ‘“regra arbitraria”, e sim a tinica maneira de se estender a operagao de
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multiplicagao dos naturais para os inteiros, de tal forma que as propriedades fundamentais
sejam preservadas, isto é, aquelas que garantem a estrutura de anel”. Claro que, mais
interessante que simplesmente apresentar a regra aos alunos, é permitir que os mesmos
a descubram apos ficar clara a definicdo de multiplicacdo de inteiros, sendo o Abaco um
recurso que possibilita essa descoberta.

Assim, apés ser ampliada a definicao de multiplicagdo para 7Z, os estudantes devem
ser convidados a resolver exercicios de multiplicacdo utilizando o Abaco para entdo con-
jecturar sobre as regras de sinais da multiplicacao. Na Figura |, apresentamos uma
atividade na qual os alunos devem resolver as multiplicacdes no Abaco Virtual para criar

conjecturas sobre as regras de sinais da multiplicagao.

Figura 43: Atividade “Resolva as multiplicacdes no Abaco Virtual”

1. (+1)x(+5)= 7. (-3)x(*2)=
2. (+5)x(+2)= 8. (-2)x(+1)=
3. (+4)x(+3)= 9. (*+4)x(-1)=
4. (-1)x(-2)= 10.(-2)x(+6)=
5. (-3)x(-2)= 11.(+3)x(-2)=
6. (-2)x(-5)= 12.(+5)x(-1)=

Fonte: Acervo das autoras.

Ao resolverem essas operagoes, os estudantes podem observar que quando multiplica-
mos nimeros com sinais iguais, o resultado é positivo e, quando multiplicamos nimeros
com sinais diferentes, o resultado é negativo e, ainda, o valor absoluto do resultado é o
produto dos valores absolutos dos fatores. Para mostrar que essa conjectura vale para
todos os casos, o professor pode apoiar-se nos cilindros e na imaginagao dos alunos (ver
Segao 1. 1).

As propriedades das operagoes também podem ser estudadas utilizando as ideias de-
senvolvidas com o Abaco. Em Ripoll, Fisher e Meinerz (2021), é discutida a propriedade
comutativa da multiplicacao nos diferentes universos numéricos encontrados pelo estu-
dante ao longo da escola bésica. Na secao relativa aos niimeros inteiros, é reiterado que
esse assunto pode ser abordado também usando o abaco.

Finalmente, cabe ressaltar que, ao construirmos as operagoes no dbaco, criamos uma
nova representacao para os nimeros inteiros, permitindo o tratamento nesse novo registro
e a conversao entre os registros pictorico e numérico, defendidos por Duval, para que o

individuo tenha a compreensao dos conceitos abordados.
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Inicialmente cabe esclarecer que estamos aqui denominando “construgao formal dos
inteiros” a construcao matematica do universo numérico Z estudada em disciplinas de
alguns cursos de graduagao em Matematica (Licenciaturas e/ou Bacharelados) que abor-
dam contetdos de aritmética. Essa construcao pode ser encontrada, por exemplo, no livro
“A construc¢ao dos Numeros” de Jamil Ferreira (FERREIRA, 2013). Cabe ressaltar que
a énfase do significado de uma construgao dita formal nao é na simbologia matematica,
mas sim na consisténcia da constru¢ao matematica (evidenciando, por exemplo, que nao

sao geradas contradigoes).

Com esse significado em mente, apresentamos, a seguir, a estreita relacao entre a
construcdo formal dos ntmeros inteiros e o abaco, focando, em particular, no Abaco
Virtual dos Numeros Inteiros. Tem-se aqui o objetivo de enaltecer o abaco como uma
ferramenta com a potencialidade de ressaltar aspectos elementares, segundo Felix Klein,
nao s6 da construgdo dos nimeros inteiros bem como de suas propriedades (ainda que
aqui neste texto nao as abordemos em sua totalidade), e como um elo entre a matematica
abordada na formagao inicial do professor (curso de Licenciatura) e a matematica ensinada
na escola. Godoi (2015) também expressa uma preocupagdo em aproximar a matematica
formal com o Abaco fisico dos Numeros Inteiros; ele apresenta essa aproximacao “através
de associacoes entre os procedimentos do Abaco e as propriedades dos Numeros Inteiros”
(GODOI, 2015, p. 36).

71 O Abaco Virtual e sua proximidade com a constru-
cao formal dos numeros inteiros

Iniciamos retomando as miiltiplas representagoes de um niimero inteiro no abaco, o que
nos remete, como mostramos a seguir, as classes de equivaléncia utilizadas na construgao
formal dos nimeros inteiros. Na Figura || temos quatro diferentes representacoes para
o namero (—3). Observamos que a cor facilita a identificacao do sinal, mas ela (a cor)
nao é fundamental nessa representagao, ou seja, hd uma redundancia de convengoes, ja
que, uma vez que existem duas hastes, bastaria a convencao de que na haste da esquerda
inserimos as unidades negativas e na da direita as unidades positivas e a informacao de

quantas unidades foram acrescentadas em cada haste.

Ou ainda, uma convenc¢ao para a ordem com que listamos as unidades positivas e
negativas nao apenas é suficiente como também nos remete a ideia de pares ordenados,
seja (0,3) ou (3,0). A Figura |© ilustra essa associacao das representacoes utilizadas na

Figura || com os pares ordenados.
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Figura 44: Diferentes representacoes para o nimero inteiro (—3)

Fonte: Acervo das autoras.

Figura 45: Associagao das diferentes representagoes para o numero (—3) com pares orde-
nados

8 5 16 13

(3, 0) (5, 2) (8, 5) (16, 13)

ou
(0, 3) (2, 5) (5, 8) (13, 16)

Fonte: Acervo das autoras.

Na construcao formal, em geral a escolha é pela segunda forma de pares ordenados
(positiva, negativa), que também é a ordem que utilizamos nesta segao.

A justificativa para a escolha (positiva, negativa) deve-se ao fato de que as diferengas
“primeira componente menos a segunda componente” ou ainda “nimero de unidades na
haste positiva - numero de unidades na haste negativa” sao iguais ao novo objeto matema-
tico a ser construido e que queremos chamar de (—3). De fato, no conjunto dos ntimeros

inteiros, as diferencas associadas aos pares da Figura 0 sao

(0,3) (2,5) (5,8 (13,16)
9 —

)
_ _ _ (%)
0-3 = 2-5 = 5-8 = 13-16
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Figura 46: Diferentes representagoes para o niimero (—3) com pares ordenados na forma
(positiva, negativa)

(0, 3) (2,95) (5, 8) (13, 16)

Fonte: Acervo das autoras.

Note que os ntimeros que formam os pares ordenados sao todos naturais, desse modo
podemos considerar como ponto de partida para a construgao formal dos inteiros o con-
junto N X N. No entanto, as igualdades em () nao sao legitimas em N por isso, as
reescrevemos, sem alterar a ideia de que sao mantidas as diferencas, porém agora de uma
forma legitima no conjunto dos ntmeros naturais. Por exemplo, tomando a igualdade
5—8 =13 — 16, obtemos

5—8=13-16=5+16=13 +8.

Note que o lado direito da equivaléncia é uma igualdade que faz sentido em N. Essa
reescrita também pode ser implementada entre quaisquer outros pares mencionados, por

exemplo
0-3=2-5=0+5=2+3 e 2-5=50-8<=2+8=5+5.

Assim, na construgao formal, a ideia da manutencao das diferengas é redigida da
seguinte forma: Dizemos que “dois pares de N X N estao relacionados” se e s6 se “a soma
dos dois extremos € igual a soma dos dois " (as cores estao indicando esses termos).

Denotamos por R (ou por ~) essa relagao entre pares de N X N e escrevemos
(5, %) R (17, 16) ou (5, ) ~ (13,16) & 5+16=13+
Note que, assim,

(0,3) ~ (2,5),(0,3) ~ (5,8),(0,3) ~ (13,16),...
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Vamos caracterizar os pares ordenados (a,b) que se relacionam com o par ordenado
(0,3). Temos
~(a,b) 0+b=a+3

ou seja,

(0,3) ~ (a,b) = b=a+3.

Ou seja, todos os pares que se relacionam com (0, 3) sao da forma (a, a+ 3) para qualquer

numero natural a.

Esses infinitos pares ordenados que estao relacionados com (0,3), sdo as infinitas
formas de representar o nimero (—3) no dbaco e formam o que denominamos de classe

de equivaléncia de (0, 3) (com respeito a relagdo ~), e que denotamos por (0, 3). Ou seja,
(0,3) ={(a,0) e NxN|(0,3) ~ (a,b)}
ou ainda, pela definicao de ~,

0,3) ={(a,b) e NxN|b=a+3}={(a,a+3) | a €N},

ou, ainda, (0,3) = (a,a + 3), qualquer que seja o nimero natural a, que pode ser confir-

mado com o que ja observamos na Figura

(0,3) =(2,5) =(2,5) = (13,16).

Na construgao formal, esta classe (representada por qualquer par da forma (a,a + 3) )
é chamada de numero inteiro. A notagao usual (a utilizada em contextos diferentes da

construgao formal) para tal classe recebe o nome/notacao (—3);

~3=1(0,3).

Vejamos outro exemplo: segundo a relagao ~, (3,0) ~ (a,b) & 0+ a = b+ 3, ou seja,
(3,0) ~ (b+ 3,b) para cada natural b. E portanto,

(3,0)={(a,b) e NXN | (3,0) ~ (a,b)}
={(a,0)) e NXN|a=0b+3}
={b+3,b) | b € N}.

A notacao usual para a classe (3,0) é o namero positivo (+3).

Vejamos o que acontece com as infinitas representagoes do zero.

0=1(0,0) = {(a,b) e NxN|(0,0) ~ (a,b)} = {(a,b) e NX N | a = b}.
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Agora, trocando o niimero natural 3 por qualquer outro nimero natural, é possivel
generalizar os raciocinios anteriores e perceber que ja podemos apresentar as classes de

equivaléncia para os 3 tipos de um ntmero inteiro z.

-sez2=0 entao z = (0,0)

- se z é positivo,  entdo z = (z,0) (%)

- se z é negativo, entao z = (0, |z]),

de onde concluimos que o conjunto dos ntimeros inteiros pode ser formado pela classe do
zero unida com todas as classes que representam os numeros naturais, e unida, ainda,

com todas as classes que representam os niimeros negativos, ou seja:

7 ={(0,0)} U {(,0) | a e N*} U {(0,d) | d € N*} (% % *)

Essa uniao ( ) reflete o que ja discutimos para o dbaco: qualquer numero inteiro

nao nulo pode, afinal, ser representado em uma s6 haste do abaco: (a,0) pode ser repre-

sentado apenas na haste dos positivos e (0, d), pode ser representado apenas na haste dos
negativos, lembrando que um par (a,d) expressa a configuracao de a unidades positivas
e d unidades negativas.

Sabemos entao que qualquer nimero inteiro pode ser representado por uma classe de
equivaléncia em um dos 3 conjuntos de ( ). E, reciprocamente, serd que qualquer
par ordenado de N X N representa alguma das classes mencionadas em ( ), ou seja,
representa algum ntumero inteiro? Para responder a essas perguntas, fazemos uso da Lei
da Tricotomia entre niimeros naturais, que diz que, dados a,d € N, vale uma e somente
uma das trés possibilidades:

a>d, a=d ou a<d.

Nos Quadros [0, || e |2 apresentamos um paralelo entre as argumentacoes utilizadas

na construgao formal e no abaco, procurando evidenciar a proximidade entre elas.

Quadro 10: O caso a =d

Se a = d, entao

Na Construgao formal No Abaco Virtual

(a,d) = (d,d) tem-se a = d unidades positivas e d unidades negativas
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Entao as hastes positiva e negativa estao com a mesma
altura, portanto a diferenca entre o nimero de unidades
positivas e o nimero de unidades negativas ¢ zero.

Equivalentemente, utilizando o botao Retirar Zero d vezes
Mas (d,d) ~ (0,0), pois

pela definicao de ~, d+0 =
d + 0. Portanto (d,d) =
(0,0)

chegamos a configuracao de nenhuma unidade no abaco,

_
Retirar Zero

Por (++), o par (a,d) per-

tence a classe (0,0) que é | Portanto o par (a,d) esta associado a uma configuragao
identificada com o ntimero | do nimero inteiro zero.

inteiro zero.

Fonte: Acervo das autoras.

No Quadro || aparece a origem da relacao ~ no abaco, a saber, a diferenca entre o

numero de unidades positivas e o nimero de unidades negativas.

Quadro 11: O caso a > d

Se a > d, entao

Na Construgao formal No Abaco Virtual

tem-se a unidades positivas e d unidades negativas, por-
tanto a haste positiva tem altura maior do que a haste

negativa

a —d é um nimero natural
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Portanto, a diferenga (obtida pelo botao Retirar Zero) en-
tre o nimero de unidades positivas e o nimero de unidades
negativas é positiva.

Pela  definicao de ~,

. —_—
(aad) ~ (a - da0)7 pois Retirar Zero
a+0=d+ (a—d)
a-d

Logo, (a,d) = (a-—4d,0)

que, por (##) é um ni-

mero positivo e que ¢é iden-
tificada com o ntmero in-

teiro positivo a — d . ~
Portanto o par (a,d) esta associado a uma configuragao

do nimero inteiro positivo a — d

Fonte: Acervo das autoras.

No Quadro |1, para encontrar no Abaco Virtual uma representagao do niimero em
uma s6 haste, é necessario fazer uso do botao Retirar Zero um ntimero de vezes igual a

diferenca a — d entre o nimero de unidades positivas e o niimero de unidades negativas.

Quadro 12: O caso a < d

Se a < d, entao

Na Construcgao formal No Abaco Virtual

tem-se a unidades positivas e d unidades negativas, por-
tanto a haste negativa tem altura maior do que a haste

positiva

d — a é um nimero natural
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Portanto, a diferenga (obtida pelo botao Retirar Zero) en-
tre o nimero de unidades positivas e o nimero de unidades
negativas é negativa.

Pela  definicao de ~,
(CL, d) ~ (07 d - a)a pois

—a) = —_—
a+(d—a)=d+0 d-a Retirar Zero

d-a .

Logo, (a,d) = (0,d—a)
que, por () é um nimero
negativo e que é identifi- o

cada com o namero inteiro

negativo a — d

Portanto o par (a,d) esta associado a uma configuracao

do nimero inteiro negativo a — d

No Quadro

Fonte: Acervo das autoras.

, para encontrar no Abaco Virtual uma representacao do nimero em

uma s haste, é necessario fazer uso do botao Retirar Zero um ntimero de vezes igual a

diferenca d — a entre o niimero de unidades negativas e o nimero de unidades positivas.

Concluimos assim que qualquer par ordenado de N X N representa alguma das classes

mencionadas.na uniao em (

), ou seja, representa algum nimero inteiro.

A conexao entre o Abaco Virtual e a construgao formal do conjunto dos nimeros

inteiros até aqui apresentada teve por objetivo evidenciar no abaco a origem da defini-

¢ao que é ponto de partida para a construcao de um niimero inteiro e que pode consti-

tuir um obstaculo para quem esta sendo apresentado & construcao formal pela primeira

Vez:

Definicao

Em N X N, definimos a relagao R por:

(a,b)R(c,d) se esose a+d=0+c.

Na construgao formal, essa defini¢ao é seguida da demonstracao de que R é uma relacao de

equivaléncia e da defini¢cao do conjunto Z dos ntimeros inteiros como o conjunto das classes

de equivaléncia por ela originadas. Para os detalhes dessa construcao formal indicamos,

por exemplo, Ferreira (2013).
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7.2 O Abaco Virtual e sua proximidade com a adicdo de
inteiros na construcao formal

Vejamos agora o elo que existe entre o dbaco e a adi¢ao de inteiros na construgao
formal. Para a definigdo da adi¢do formal de inteiros (isto ¢, das classes de equivaléncia)
vamos buscar inspiracao na Secao . |. Para isso, levando em conta a lei da tricotomia

(comparando cada parcela com o zero), precisamos analisar os seguintes casos:
i) adicionando dois ntimeros inteiros de sinais opostos
ii) adicionando zero

iii) adicionando dois ntimeros inteiros de mesmo sinal, pois, como veremos, os encami-

nhamentos dados a esses casos sao diferentes.

i) adicionando dois nimeros inteiros de sinais opostos

A titulo de ilustrag@o, comegamos adicionando nimeros opostos, nao sem antes relem-
brar que a definicao de oposto faz parte dos pré-requisitos a apresentacao do abaco, e que
no Abaco Virtual, uma configuracio que faz uso das duas hastes pode ser encarada como
uma adi¢cao de um ntmero positivo com um nimero negativo. Assim, qualquer configu-
racao no Abaco Virtual que faz uso do mesmo ntimero de unidades positivas e negativas

representa o nimero 0 , por exemplo,
0=(+3)+ (-3).

Relacionando esses nimeros com as classes de equivaléncia da construcao formal, temos

(0,0) =0 = (+3) + (=3) =(3,0) + (0, 3).

Por outro lado, sabemos que (3,3) = (0,0) (ver Quadro 10), logo

(3,3) = (0,0) =(3,0) + (0,3).

O mesmo raciocinio vale para qualquer nimero natural a no lugar de +3, ou seja,

(a,0) + (0,a) = (a,a).

Note que a igualdade acima sugere uma adicao de classes “componente a componente’

(a,0) + (0,a) = (a+0,0+a) = (a,a).
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Tratemos agora da adigdo de um inteiro negativo com um inteiro positivo (o caso
da adigao de um inteiro positivo com um inteiro negativo ¢ analogo e sera deixado ao
leitor). Consideramos, por exemplo, a adigdo de nimeros de sinais opostos mas que nao
sdo opostos, digamos, (—4) e (+ 2).

Pensando no abaco em uma configuracao formada por 4 unidades negativas e 2 uni-

dades positivas e utilizando o botao Retirar Zero, chega-se a conclusao de que
(—4) + (+2) = (-2),

igualdade que, quando reescrita na forma de classes de equivaléncia, leva-nos a

(0,4) +(2,0) = (=4) + (+2) = (=2) = (0,2).

Por outro lado, sabemos que (0,2) = (2,4) (ver Quadro ), portanto

(0,4) + (2,0) = (2,4).

A igualdade acima também sugere uma adicao de classes “componente a componente’™

(0,4) +(2,0) = (0+ 2,4+ 0) = (2,4).

Seré que isso valeria para qualquer adi¢do de um nimero positivo com um nimero

negativo que nao é o seu oposto?

No Abaco Virtual, sabemos que qualquer ntimero positivo e qualquer nimero negativo
admitem uma representacao em uma s6 haste. Assim, a soma de um numero positivo
a com um numero negativo —d, sendo d € N, admite a configuracao formada por a
unidades positivas e d unidades negativas. Por sua vez, essa configuracao esté associada
ao par (a,d) (ver Figura ') que, na construgao formal, é um representante do ntimero

inteiro (a,d) (ver Quadros || e 17). Assim, na construgao formal,

(a,0) + (0,d) = (a,d),

e também nesse caso percebemos que a adi¢ao de classes poderia ser realizada “componente

a componente’:

(a,0) +(0,d) = (a+ 0,0+ d) = (a,d)

ii) adicionando zero
Comegamos com os exemplos (—=4) +0e ( +5) +0 :

Reescrevendo a igualdade (—4) = (—4) + 0 em temos das classes de equivaléncia —4 =
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(0,4),

(0,4) +(0,0) = (0,4),

0 que sugere, novamente, uma soma de classes componente a componente:

(0,4) +(0,0) = (0,4) = (0+ 0,4 +0).

O mesmo ocorre para a adicao de zero com o nimero positivo (+5) : (+5) = (+5) + 0

que, reescrita em termos das classes de equivaléncia, fica (5,0) + (0,0) = (5,0), e

(5,0) =(5+0,0+0).

Os exemplos acima podem ser generalizados para quaisquer ntimeros positivos e negativos,

o que nos leva as seguintes igualdades:

(a,0) + (0,0) = (a,0) = (a+ 0,0+ 0),

(0,d) + (0,0) = (0,d) = (0+0,0+d),

para a,d € N quaisquer, o que sugere, novamente, uma soma de classes componente a

componente.

iii) adicionando dois niameros de mesmo sinal

Aqui novamente veremos que fica sugerido para a soma adicionar componente a com-
ponente. Comecamos com dois exemplos.

Reescrevendo a igualdade (+2) + (+3) = (+5) em temos das classes de equivaléncia,

temos

(2,0) + (3,0) = (5,0) = (2+ 3,0 + 0).

e reescrevendo a igualdade
(=3) + (=4) = (-7)

temos

(0,3) +(0,4) = (0,7) = (0+0,3+4).

Os exemplos acima podem ser generalizados para quaisquer niimeros positivos e negativos,

(a,0) + (¢,0) = (a+¢,0) =(a+¢,0+0)

(0,b) + (0,d) = (0,b+d) =(0+0,b+d)

para a, b, c,d € N quaisquer.
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Até aqui procurou-se mostrar a conexao entre a construgao formal do conjunto dos
numeros inteiros e o Abaco Virtual no que diz respeito a adigdo de numeros inteiros,
tentando mostrar no abaco a origem da definicao dessa operagao na construcao for-

mal:

Definicao
Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos a soma (a,b) + (c,d) como sendo o inteiro
(a+c,b+d).

Resta mostrar, na construcao formal, que esse resultado independe dos representantes

escolhidos para as parcelas, o que é demonstrado, por exemplo, em Ferreira (2013, p. 38).

7.3 O Abaco Virtual e sua proximidade com a subtra-
cao de inteiros na construcao formal

Iniciamos identificando o oposto de uma classe. No Abaco Virtual, a acdo “tomar
o oposto de” resume-se a considerar a mesma quantidade de argolas, porém em hastes
trocadas, portanto também com cor trocada. Relacionando com as classes de equivaléncia,
essa acao corresponde a trocar a ordem dos elementos do par ordenado que representa a
classe, o que pode ser ilustrado no exemplo a seguir.

Como (—3) = (0, 3), tem-se

oposto de (0,3) = oposto de (=3) = (+3) = (3,0).

Analogamente, como (+3) = (3,0), tem-se que

oposto de (3,0) = oposto de (+3) = (=3) = (0, 3).
Assim, trocando 3 por a, b naturais temos,

oposto de (a,0) = oposto de (+a) = —a = (0, a);

oposto de (0,b) = oposto de (=b) = (+b) = (b,0).

Note que (a,0) + (0,a) = (a,a) = (0,0), portanto, por definigdo de oposto (ou inverso

aditivo) na construgao formal, as classes (a,0) e (0,a) sdo opostas uma da outra.
Na construgao formal dos conjuntos numeéricos, toda vez que a operacao de adigao
admite elemento neutro e admite a existéncia de opostos, fica automaticamente definida

uma operacgao de subtragao, da seguinte forma:

minuendo — subtraendo = minuendo + oposto do subtraendo.
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A definicao formal da subtracao em Z nao é diferente. O que queremos aqui ressaltar
¢ que ela pode também ser motivada por uma discussdo amparada no Abaco Virtual.

Consideramos o caso particular
(+2) = (+#3) = (-1)

que, traduzida para classes de equivaléncia, leva-nos a

(2,0) - (3,0) = (0, 1).

Por sua vez, fazendo uso da defini¢ao de adigao de classes,

(0,1) = (0,3-2) = (2,3) = (2,0) + (0,3).

Portanto, fazendo uso do oposto de uma classe,

(2,0) = (3,0) =(2,0) + (0,3) = (2,0) + oposto de (3,0).

Cabe ressaltar que, na Escola, a defini¢ao de subtracao é feita a partir do significado de
retirar, de modo que “subtrair é o mesmo que adicionar o oposto” toma-se uma propriedade
dessa operagao. Na Secao esta propriedade foi demonstrada com imagens do Abaco
Virtual que falam por si s6, isto é, que constituem verdadeiras demonstracoes, abordando
diferentes casos. Esses casos estao apresentados nas Figuras 2, 20, 27, 25 20 20 e 21, A

generalizacao do exemplo mencionado foi demonstrada na Figura

7.4 O Abaco Virtual e sua proximidade com a multipli-
cacao de inteiros na construcao formal

Vejamos agora o elo que existe entre o abaco e a multiplicagao de inteiros na construgao
formal. Para isso, precisamos analisar diferentes casos, que estao listados na mesma ordem

utilizada e com os mesmos exemplos da Se¢ao

i) multiplicando dois inteiros positivos

ii) multiplicando um inteiro positivo por um inteiro negativo
iii) multiplicando um inteiro negativo por um inteiro positivo
iv) multiplicando dois inteiros negativos

v) multiplicando por zero
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Na multiplicacao, consideramos interessante, inicialmente, tentar ser mais diretos,
encaminhando a discussao apenas por meio das classes de equivaléncia da construcao
formal para evidenciar a complexidade desta operacao.

Iniciamos abordando o caso do produto de dois inteiros positivos, considerando o caso
particular (+2) X (+5). Da relacao com as classes de equivaléncia da construcao formal,

podemos escrever
(10,0) = (+10) = (+2) X (+5) = (2,0) x (5,0);

logo, na construcao formal devemos ter

(2,0) x (5,0) = (10,0).

O mesmo argumento pode ser utilizado para inteiros positivos quaisquer, digamos, a e c:

(axc,0)=axc=(a0)x(c0),

Note que a igualdade acima sugere uma multiplicagao de classes “componente a compo-

nente’:

(ax¢c,0)=(a,0)x(c0).

Ao considerarmos o proximo caso (produto de um inteiro positivo por um inteiro

negativo), o caso particular (+2) X (=3) leva-nos as igualdades

(0,6) = =6 = (+2) x (=3) = (2,0) x (0,3)

Note que a igualdade acima ja evidencia que a multiplicagao de classes, diferentemente
da adicao de classes, nao pode ser definida “componente a componente”’, uma vez que
(2% 0,0 % 3) éigual a (0,0) que nio é um representante da classe (0, 6).

Por isso, na falta de uma regra sugerida pelos casos acima para a definicao da multi-
plicacao de classes na construcao formal, recorremos ao abaco para buscar uma motivacao
para essa defini¢ao.

Relembrando que no Abaco Virtual o primeiro fator de uma multiplicacdo indica se
acrescentamos, retiramos grupos de unidades ou se nada fazemos, e o segundo fator indica
como se constitui cada grupo de unidades (ver Segao ), passamos a abordar o produto,
caso a caso.

i) Multiplicando dois inteiros positivos

Iniciamos pelo caso particular (+2) X (+5). Nesse caso, acrescentamos no abaco, a

partir do zero, dois grupos de 5 unidades positivas. Ou seja,

(+2) X (+5)=0+5+5=10
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Da relacao com as classes de equivaléncia da construcao formal, podemos escrever

(2,0) x (5,0) = (0,0) + (5,0) + (5,0)
(0+5+5,0+0+0)

= (10,0)

tendo sido utilizada na segunda igualdade a defini¢ao da adigao de classes (componente

a componente).

O mesmo argumento pode ser utilizado para inteiros positivos quaisquer, digamos,

a,c € N, o que nos leva a

(a,0) X (¢,0) = (0,0) + (c,0) + - + (c,0)

=(c+-+¢,0+-+0)

= (a X ¢,0).

Assim, a igualdade acima sugere que a multiplicagao de classes deve contemplar:

(a,0) X (¢,0) = (a X c,0),

para quaisquer a,c € N.
ii) Multiplicando um positivo com um negativo

Iniciamos com o caso particular (+2) X (=3), para o qual acrescentamos, no Abaco,

dois grupos de 3 unidades negativas. Ou seja,
(+2) x (=3) = (=3) + (=3) = (-6)

que, da relacao com as classes de equivaléncia da construcao formal, leva-nos a

(2,0) x (0,3) = (0,3) + (0,3) = (0,6).

O mesmo argumento pode ser empregado trocando 2 e 3 por quaisquer niimeros naturais

a, d7

(a,0) x (0,d) =(0,d) + (0,d) + ...+ (0,d) = (0,a X d).

Assim, a definigado de multiplicacao de classes deve ser tal que, para quaisquer nimeros

naturais a, d,

(a,0) X (0,d) = (0,a x d).

Para os dois casos seguintes o primeiro fator é negativo, que remete entao a acao de
retirar (ou subtrair), a partir do zero, grupos de unidades que sao indicados pelo segundo

fator.
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iii) Multiplicando um inteiro negativo por um inteiro positivo

Iniciamos com o caso particular (—=3) X (+5), para o qual retiramos no Abaco, a partir

do zero, trés grupos de 5 unidades positivas. Ou seja,
(=3) X (+5) =0—(4+5) = (+5) = (+5)
ou ainda, lembrando que subtrair é o mesmo que adicionar o oposto,
(=3) X (+5) = 0+ (=5) + (=5) + (=5) = (-15),

o que, da relacao com as classes de equivaléncia da construcao formal, leva-nos a

(0,3) x (5,0) = (0,0) + (0,5) + (0,5) + (0,5) = (0, 15).

O mesmo argumento pode ser empregado trocando 3 e 5 por quaisquer niimeros naturais

b7 &)

(0,0) x (¢,0) = (0,0) + (0,¢) + (0,¢) + ...+ (0,¢) = (0,b X ¢)

Assim, a definicao de multiplicacao de classes deve ser tal que, para quaisquer nimeros

naturais b, c,

(0,b) X (¢,0) = (0,b X c).

iv) Multiplicando dois inteiros negativos

Iniciamos com o caso particular (—=3) X (=5), para o qual retiramos no abaco, a partir

do zero, trés grupos de 5 unidades negativas. Ou seja,
(=3) x(=5) = 0= (=5) = (-5) = (=5)
ou ainda, lembrando que subtrair é o mesmo que adicionar o oposto,
(=3) X (=5) =0+ (+5) + (+5) + (+5) = (+15)

o que, da relacao com as classes de equivaléncia da construgao formal, nos leva a

(0,3) x(0,5) = (0,0) + (5,0) + (5,0) + (5,0) = (15,0).

O mesmo argumento pode ser empregado trocando os valores absolutos 3 e 5 por

quaisquer numeros naturais b, d, obtendo entao

(0,0) x (0,d) = (0,0) + (d,0) + (d,0) + ...+ (d,0) = (bx d,0)
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Assim, a definicao de multiplicacao de classes deve ser tal que, para quaisquer nimeros

naturais b, d,

(0,0) x (0,d) = (b xd,0).

v) Multiplicando por zero

Da interpretacao da multiplicacdo no Abaco obtemos a interpretacio da multiplicacao

por zero na seguinte forma,

- se o primeiro fator é zero nao devem ser colocados grupos de unidades no dbaco e o
abaco continua “zerado”; o que, da relagao com as classes de equivaléncia da construcao

formal, nos leva a

(0,0) x (¢,0) = (0,0)

(0,0) x (0,d) = (0,0)
para quaisquer nimeros naturais c, d.

- se o segundo fator é zero, nao teriam unidades nos grupos a serem acrescentadas ou
retiradas do abaco e, portanto, o 4baco também continuaria “zerado”. De fato, no caso
particular (=3) X 0, para o qual retiramos no Abaco, a partir do zero, trés grupos de 0

unidades, obtemos
(=3)x0=0-0-0-0=0+0+0+0=0,

onde a segunda igualdade é valida, uma vez que que o oposto de zero é o proprio zero.

Assim, da relacao com as classes de equivaléncia da construgao formal, temos

(0,3) x (0,0) = (0,0) + (0,0) + (0,0) + (0,0) = (0,0).

O mesmo argumento pode ser empregado trocando o 3 por qualquer ntimero natural b,

(0,b) x (0,0) =(0,0) + (0,0) + (0,0) + ...+ (0,0) = (0,0).

Também no caso particular (+4) X 0 podemos utilizar o mesmo tipo de encaminha-
mento: acrescentamos no Abaco, a partir do zero, quatro grupos de 0 unidades. Ou
seja,

(+4)x0=0+0+0+0+0=0,

Assim, da relagao com as classes de equivaléncia da construcao formal, temos

(4,0) x (0,0) = (0,0) + (0,0) + (0,0) + (0,0) + (0,0) = (0,0).
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O mesmo argumento pode ser empregado trocando o 4 por qualquer ntimero natural

a,

(a,0) x (0,0) = (0,0) + (0,0) + (0,0) + ...+ (0,0) = (0,0).

Resumindo, os diferentes casos abordados acima indicam que a definicao de multipli-

cagao de classes deve ser tal que, para quaisquer nimeros naturais a, b, ¢, d,

(i) (a,0) % (¢,0) = (a %X ¢,0),

(i) (a,0) % (0,d) = (0,a x d),

(i) (0,0) % (,0) = (0,b X c),

(iv) (0,0) x (0,d) = (b x d,0),

(v) (0,0) x (c,0) = (0,0),

(vi) (0,0) x (0,d) = (0,0),

(vii) (0,b) x (0,0) = (0,0),

(viii) (a,0) x (0,0) = (0,0).

Afirmamos que as igualdades acima determinam a multiplicacao de duas classes quais-

quer. Por exemplo, a) se a > b, e ¢ > d entdo, do Quadro || |

(a,b) X (¢,d) = (a—b,0) X (¢ —d,0)

e, por y

(a—=0,0)x(c—d,0)=((a—-b)x(c—d),0)

=(aXxc—bXc—aXxd+0bd0)

=(axXc+bxdaxd+bxXc)

b) se a > b, e ¢ < d entao entao, dos Quadros || e

(a,b) X (¢,d) = (a—0,0) x (0,d = c)

e, por s

(a=0,0) % (0,d=¢c)=(0,(a—=0)x(d—-c))

=(0,axd—axXc—bxd+bXc)

=(axXc+bXxdaxd+bXc).

Deixamos ao leitor os casos a < b e ¢ > d, bem como a < b e ¢ < d, que, junto
com os ja aqui considerados, justificam a definicao dessa operacao na construgao for-

mal:
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Definicao

Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos o produto (a,b) X (¢,d) como sendo o inteiro
(axc+bxd,axd+bXc).

Resta mostrar, ainda, que esse resultado independente dos representantes escolhidos para
as parcelas, o que é demonstrado, por exemplo, em Ferreira (2013, p. 41).

O abaco, no nosso ponto de vista, minimiza a descontinuidade mencionada por Klein,
aproximando a Matematica da Escola com a Matemética estudada nos cursos de formagao

inicial.



inais

Consideracoes F




Consideracoes Finais | 73

A BNCC recomenda o abaco entre os recursos didaticos que tém papel essencial para
a compreensao e utilizacao das nog¢oes matematicas com potencialidade para oportunizar
a reflexao e a sistematizagao:

“

. a BNCC orienta-se pelo pressuposto de que a aprendizagem em Matema-
tica esta intrinsecamente relacionada & compreensao, ou seja, a apreensao de
significados dos objetos mateméticos, sem deixar de lado suas aplicagoes. Os
significados desses objetos resultam das conexoes que os alunos estabelecem en-
tre eles e os demais componentes, entre eles e seu cotidiano e entre os diferentes
temas matemaéticos. Desse modo, recursos didaticos como malhas quadricula-
das, abacos, jogos, livros, videos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares
de geometria dindmica tém um papel essencial para a compreensao e utilizagao
das nog¢oes matematicas. Entretanto, esses materiais precisam estar integrados
a situacoes que levem & reflexao e a sistematizacao, para que se inicie um pro-
cesso de formalizagao.” (BRASIL, 2018, p. 276)

Apresentamos neste e-book a ferramenta Abaco Virtual dos Numeros Inteiros e o seu
funcionamento, ressaltando suas potencialidades e integrando-o & construcao das opera-
¢oes, a formulacao de conjecturas nesse universo numérico e a demonstragoes para as
mesmas.

O Abaco Virtual dos Numeros Inteiros é mais uma forma de representar os ntime-
ros inteiros — o que é fundamental para a aprendizagem de um conceito em matemaética
Duval (2012) — com regras bem estabelecidas, derivadas e em conexao com o conheci-
mento prévio do estudante sobre ntimeros inteiros. Ele contempla também as duas outras
atividades cognitivas consideradas fundamentais por Duval: a de permitir o tratamento
das operacoes de adicao, subtracao e multiplicacao nesta representagao e a de admitir a
conversao para outras representacoes, como a representacao aritmética e a representacao
na reta numérica.

Além de ser mais uma representacao para os nimeros inteiros, o apelo visual opor-
tunizado por essa ferramenta auxilia a construgao do conhecimento sobre esses niimeros.
Por exemplo, permite ao estudante visualizar diferentes representagdes para um mesmo
numero inteiro. A partir dai, estimulando-o a fazer uso de imagens mentais, envolvendo
hastes tao compridas quanto necessario ou um namero qualquer de argolas, oportuniza-se
a ele concluir que sao infinitas as representagoes para um mesmo nimero inteiro, proprie-
dade que nao é valida no universo dos niimeros naturais. Em sala de aula, o apelo visual
pode ser reiterado no quadro pelo professor por meio de cilindros ou retangulos colori-
dos que representam quantidades genéricas, possibilitando a sistematizacao e o enunciado
dessa propriedade.

A ponte entre as visualizacdes “concretas” (visualizadas no Abaco Virtual) e as imagens
mentais (abstragoes dos estudantes) oportuniza ao proprio estudante formular conjecturas
envolvendo generalizagoes e argumentar sobre elas, ainda que em palavras, constituindo-
se essa uma potencialidade impar do d4baco. Aqui no texto, foram em muitos momentos
utilizados os cilindros coloridos para substituirem palavras e para apoiarem argumentacoes

que constituem verdadeiras demonstragoes.
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Apos listar o conhecimento necessario sobre niimeros inteiros, foi apresentada a ferra-
menta, com suas convengoes e com destaque para a existéncia de botoes que o distinguem
do &baco fisico dos inteiros (dois botoes “Acrescentar”, dois botoes “Retirar”, um botao
“Acrescentar Zero” e um botao “Retirar Zero”). Esses botoes agilizam a produgao de dife-
rentes representacoes para um dado niimero inteiro, bem como as agoes e os calculos no
Abaco Virtual.

Ressaltamos que a acao de acrescentar ou retirar zero, ao ser utilizada de forma ge-
nérica nas argumentacoes e demonstragoes produzidas no universo dos niimeros inteiros,
contribui para a familiarizacao do estudante com tal estratégia em outros contextos, como
na resolugao da equacgao de segundo grau. Também com relagao aos estudos futuros do
estudante, os cilindros podem servir de apoio para imaginar-se quantidades racionais e
concluir que muitas das propriedades das operagoes com niimeros racionais ou reais sao
fundamentadas nos mesmos argumentos.

No universo dos niimeros inteiros, é suficiente repetir para as operacoes de adigao e
de subtracao as interpretacoes consideradas nos niimeros naturais, a saber, de juntar ou
acrescentar e de retirar, respectivamente, o que evidencia a utilidade dos botoes Acres-
centar e Retirar do Abaco Virtual. No entanto, cuidado especial requer a operacao de
subtragao no abaco, pois as vezes o minuendo precisa ser representado de forma conve-
niente para que seja possivel retirar a quantidade indicada pelo subtraendo, por isso a
utilidade do botao Acrescentar Zero.

Para realizar a operacdo de multiplicacio no Abaco Virtual dos Numeros Inteiros,
aproveita-se também um dos significados da multiplicacdo de nimeros naturais, que é
a adicao de parcelas iguais, ampliando-se para o caso de o segundo fator ser negativo,
ampliacao também utilizada por Dirks (1984, p. 53). No entanto, esse significado nao
dé conta das multiplicagoes em que o primeiro fator é negativo, o que revela uma com-
plexidade maior dessa operacao quando comparada & adi¢ao e a subtracao. A inspiracao
para a definicao de multiplicacao de inteiros quando o primeiro fator é um ntmero ne-
gativo pode ser explorada no préprio dbaco, e revelou-se natural nas turmas da primeira
autora: se, quando o primeiro fator é positivo, no abaco acrescentamos ao zero grupos
de unidades indicadas pelo segundo fator, entao é de se esperar que, quando o primeiro
fator é negativo, implementemos a agao oposta de acrescentar, ou seja, que retiremos,
de zero, grupos de unidades indicadas pelo segundo fator.

Muitas das atividades e sugestoes para a sala de aula mencionadas neste livro buscam
desafiar os estudantes a generalizar e a formular conjecturas relativas as chamadas “regras
de sinais” das operacoes em Z a partir do uso do Abaco Virtual dos Numeros Inteiros,
bem como relativas as suas propriedades, em especial a comutatividade da multiplicacao
e a propriedade “subtrair é o mesmo que adicionar o oposto”.

A experiéncia da primeira autora no ensino presencial e remoto confirmou no objeto

virtual o que Dirks relatou sobre o abaco fisico: ap6s implementarem no abaco algu-
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mas operagoes e, a seguir, as registrarem como expressoes aritméticas, os estudantes
passam a antecipar mentalmente resultados, dispensando o abaco (DIRKS, 1984, p. 54).
Confirmou-se também, tanto no ensino presencial como no remoto, a orientagao apontada
nos PCN: “ao manipular as argolas nas varetas os alunos poderao construir regras para o
célculo com nimeros inteiros” (BRASIL, 1998, p. 99)

A dindmica proporcionada por essa ferramenta possibilita que o professor dé maior
énfase na discussao sobre os processos de operar, sendo as conclusoes ou respostas apenas
uma consequéncia dos mesmos. Por exemplo, os trés diferentes significados do sinal “—" no
universo dos inteiros sdo naturalmente ressaltados no Abaco Virtual, tendo em vista que
cada um deles requer uma acao diferente no 4baco, o que auxilia o estudante a sedimentar
esses trés diferentes significados.

Além disso, neste texto, no que diz respeito tanto a formagao inicial como a formagao
continuada do professor de Matematica, ao refletir sobre os aspectos fundamentais (tam-
bém chamados elementares por Felix Klein) ndo s6 da constru¢ao dos nimeros inteiros
bem como de suas propriedades, o professor pode constatar que o abaco virtual tem a
potencialidade de explora-los, constituindo-se assim em um elo entre a matematica abor-
dada em sua formagao inicial (a construcao dita “formal” do universo Z ) e a matematica
ensinada na escola. A experiéncia da segunda e da terceira autoras com professores que
j4 atuam na Escola Basica mostrou que os mesmos manifestam, em geral, dificuldades
em conectar a construcao formal com a abordagem escolar dos ntmeros inteiros. Por
isso, a conexao que o dbaco viabiliza com a construgao formal foi considerada relevante,
decidindo-se por inclui-la neste texto.

Sem duvida qualquer ferramenta que auxilie o professor a estimular os estudantes a
refletirem, criarem conjecturas e fazerem descobertas e dedugoes tem um valor impar para
o ensino e aprendizagem da matematica. Dirks (1984, p. 50) declara que o abaco fisico
dos inteiros foi eficaz com seus estudantes de oitavo ano para a aritmética com nime-
ros inteiros, pois esses puderam realizar operagoes concretas no abaco, dando significado
a afirmacoes aritméticas. Corroboramos com o Abaco Virtual dos Numeros Inteiros a
mesma constatacao de Dirks com estudantes de 6° e 7° anos. Em todas as turmas minis-
tradas pela primeira autora nas quais foi utilizado o Abaco Virtual dos Ntumeros Inteiros,
foi também possivel notar uma facilidade na capacidade de abstracao e de generalizagao
de resultados, baseada em argumentagoes proprias.

Por ser um Objeto Digital de Aprendizagem, o Abaco Virtual dos Numeros Inteiros
revelou-se viavel e 1util também no contexto das aulas remotas impostas pela pandemia
em 2020 e em 2021. Foi possivel perceber nas aulas remotas da primeira autora um
aprendizado dos alunos similar ao das turmas dos periodos anteriores & pandemia nas quais
também o abaco (na maioria das vezes fisico) foi utilizado. Foi esse sucesso que motivou as
autoras a proporem o minicurso intitulado “O Abaco Virtual dos Numeros Inteiros: uma

proposta para o ensino remoto”, no 2° Simposio da Formacao do Professor de Matemaética
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da Regiao Centro-Oeste, e, posteriormente, a escreverem este e-book. Esperamos que
ele possa auxiliar outros professores na construcao com seus alunos das operagoes com
nameros inteiros, tanto nas aulas remotas, como presenciais (nesse caso recorrendo aos

computadores disponiveis nas escolas).
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