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Prefacio il

O Departamento de Matematica da Universidade Federal de Minas Gerais - UFMG tem atuado, por
meio de diversos projetos de extensao, junto a professores e alunos dos ensinos Fundamental e Médio
com o objetivo de contribuir para a popularizagao do conhecimento matemético e com a melhoria do
ensino e aprendizagem da Matematica.

Nesse contexto, o Museu da Matematica UFMG foi criado, em 2018, para promover a Matematica
através de atividades ludicas que estimulem o interesse dos visitantes, especialmente dos professores,
levando-os a uma reflexao sobre as propostas que passem uma visao positiva do ensino e aprendizagem
da Matematica e objetivando difundir a Mateméatica Recreativa enquanto ferramenta didética.

Este trabalho é resultado do minicurso Museu da Matemdtica UFMG: Divertimentos Geométricos
ministrado no 5° Simpdsio Nacional da Formacdo do Professor de Matemdtica, em 2022, na Univer-
sidade Federal de Santa Maria (UFSM). Nele sdo apresentadas algumas das atividades desenvolvidas
nesse minicurso e objetos matematicos tangiveis e visualmente atraentes e que podem ser usados por
professores dos ensinos Fundamental e Médio para desenvolver diversos conceitos geométricos em dife-
rentes niveis escolares. Cada uma das atividades combina Matemaética e arte com o objetivo de estimular
o interesse dos estudantes e facilitar, por exemplo, o estudo de padroes e simetria, o raciocinio espacial
e a resolucao de problemas, proporcionando assim a possibilidade de experimentar diversos recursos
promotores de uma visao positiva do ensino-aprendizagem da Geometria.

Consideramos que atividades vistas a partir de uma perspectiva lidica contribuem eficientemente

para a disseminacao do conhecimento matemaético.

Belo Horizonte, setembro de 2023.

Carmen Rosa Giraldo
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Capitulo 1

Solidos Platonicos

“Que nao entre quem nao saiba geometria.” Platao
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Os solidos perfeitos, também conhecidos como Sélidos Platonicos, sdo corpos convexos tais que
todas as faces sao poligonos regulares congruentes e sobre cada vértice incidem a mesma quantidade
de poligonos. Eles tém uma beleza simétrica que fascinou muitas pessoas ao longo do tempo. Alguns
poliedros regulares ja eram conhecidos pelos antigos egipcios, que os usavam em sua arquitetura.

Os antigos gregos estudaram esse tipo de figuras exaustivamente. Acredita-se que Pitagoras ja
conhecesse algumas delas, mas Teeteto foi o primeiro que deu uma descricdo matematica e mostrou
que somente podem existir 5 poliedros com essas caracteristicas. Platao escreveu sobre eles no didlogo
Timeu em 360 a.C., no qual associou quatro deles aos quatro elementos terra, ar, agua e fogo. Ja Platao
deu ao quinto poliedro, o dodecaedro, uma interpretacao de organizador das constelacoes do céu. Por
sua vez, Aristoteles interpretou como um quinto elemento o éter, e postulou que os céus eram feitos

desses elementos.

11 Por que somente 5 Sélidos Perfeitos?

Existe uma infinidade de formas de se desenhar um poligono regular (e convexo) no plano. De
fato, para cada nimero de lados existe um poligono regular convexo correspondente. Por outro lado, se
quisermos construir um poliedro regular no espago, as possibilidades diminuem drasticamente.

Um poliedro regular é um sélido limitado por faces planas (poligonos regulares). Além disso, um
poliedro é chamado de convexo quando cada um dos planos que contém uma face deixa todo o sélido
do mesmo lado.

Uma das primeiras figuras que pensamos quando falamos de um s6lido é um cubo. Isso talvez se

deva as caracteristicas interessantes que vemos nele, das quais podemos listar trés:
1. Todas as faces sao quadrados.
2. Cada um de seus vértices toca exatamente 3 quadrados.
3. O cubo é um poliedro convexo.

Surge entao uma pergunta natural: Quais outros sélidos tém essas mesmas caracteristicas?, ou seja,

quais outros poliedros cumprem que:
1. Todas as faces sejam poligonos regulares.
2. Em cada um de seus vértices coincidam exatamente a mesma quantidade de poligonos.
3. O solido seja convexo.

A seguir daremos uma explicagdo matemaética e elementar de que existem apenas 5 solidos perfeitos,
também chamados de sélidos platonicos.

Observemos primeiramente que:

e cada vértice deve tocar trés ou mais figuras, pois com apenas duas, elas estariam no mesmo plano,

assim nao formariam um vértice real da figura.

N ” . o .
e a soma dos angulos das figuras que tocam um vértice tem que ser menor do que 360 . Pois caso

a soma dos adngulos seja maior, a figura deixa de ser convexa.
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Com isso, chegamos as seguintes conclusoes:

1. Caso as faces do sé6lido sejam tridngulos equilateros, entao sobre cada vértice do poliedro pode
tocar 3, 4 ou 5 tridngulos, pois os angulos internos do tridngulo medem 60° e a soma dos angulos
das figuras em um vértice tem que ser menor que 360°. (Note que com 6 triangulos equilateros

teremos uma figura plana).

2. Caso as faces sejam quadrados, entdo o ntumero de poligonos incidindo sobre um vértice teria que
ser 3, uma vez que os angulos internos do quadrado medem 90°. (Note que 4 quadrados também

formam uma figura plana).

3. Caso as faces sejam pentigonos regulares, entao o niimero de poligonos tocando um vértice teria

A . , o
que ser 3, uma vez que os angulos internos do pentdgono medem 108".

4. Como o hexagono regular tem angulos de 120° e 3 x 120 = 360, entdo ¢ impossivel usar 3 ou mais
deles em um vértice, pois nesse caso a soma dos angulos dos poligonos seria maior ou igual a 360°,

impossibilitando que o s6lido seja convexo.

As condicbes anteriores limitam quais dos poligonos, podem ser usados para construir poliedros
regulares, podendo ser apenas tridngulos equilateros, quadrados e pentagonos regulares. Agora surge
entdo outra pergunta: quantos poliedros se podem formar com cada uma dessas figuras?

Podemos responder essa pergunta usando uma bela férmula que relaciona o nimero de vértices,
arestas e faces de um poliedro convexo, conhecida como a “Formula de Euler”.

Leonhard Paul Euler naceu em Basel, Suiga em 1707 e morreu em Sao Petersburgo, Império Russo

em 1783. Foi o matematico mais prominente do século 18 e um dos maiores de toda a histoéria.

Ele viveu em Sao Petersburgo (Riussia) e em Berlim (Prussia) durante a maior parte de sua vida
adulta, e fez importantes contribuicoes a diversas areas da Matematica, entre elas, Teoria dos Ntumeros,
Geometria, Calculo, Algebra e Probabilidade. Euler também teve relevantes trabalhos nos campos da
Mecénica, Otica e Astronomia. Foi responséavel pelo nascimento da Teoria de Grafos, resolvendo o
problema das sete pontes de Konigsberg, e deixou sua marca na Matemética Recreativa.

Euler é considerado uma das pessoas com maior nimero de trabalhos e artigos em diversas areas
do conhecimento, comparavel apenas a Gauss. Ele publicou uma média de 800 paginas de artigos por
ano no periodo de 1727 a 1783, e grande parte de sua obra era inédita. A produgdo de Euler ndo s6
trouxe uma Matematica nova, como também muita da nomenclatura moderna. O famoso 7 foi uma das

notagoes introduzidas e popularizadas por Euler.
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De volta aos sélidos convexos, Euler descobriu, em 1750, que para esse tipo de sélidos a seguinte

relagdo é sempre verdadeira:

4 Formula de Euler )

Dado um poliedro, nao necessariamente reqular, mas sem buracos, se denotamos por V' o numero
de vértices, A o numero de arestas e F' o nimero de faces do poliedro, entdo esses trés niumeros
estao relacionados pela formula

\ V+F—A=2. )

Essa formula também vale para qualquer mapa plano, isto €, nas quais as fronteiras nao se cruzam
em nenhum ponto além dos vértices.

Consideremos por exemplo o seguinte mapa
2 © 8
9

\\

Nele o ntimero de arestas é A = 9, o ntmero de vértices € V = 6, e eles dividem todo o plano em
cinco regides (contando a parte externa); dessa forma F' = 5. Assim temos que V+F—-A =6+5-9 =2,
satisfazendo entdo a Formula de Euler. Nesse caso o mapa do exemplo esta formado por, trés tridngulos,
um quadrilatero, e a outra exterior é o complemento de um pentagono (que chamaremos simplesmente
de pentégono).

Consideremos agora o mapa da Figura | e observemos que novamente a Formula de Euler é vélida.

Figura 1: Grafo plano

De fato, esse mapa tem 15 arestas, 11 vértices e 6 faces (2 tridngulos, 1 pentagono, 2 hexdgonos e a

regiao externa), e assim V+ F - A=114+6—-15=2.
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Para pensar

1. E possivel construir um mapa plano, que seja formado por 5 tridngulos, 2 quadrilateros e 2

pentagonos? Justifique sua resposta.

2. Quantos vértices tém um mapa plano formado por 6 tridngulos, 1 quadrilatero e 2 pentidgonos?

Observemos que nos exemplos anteriores sobre mapas, desconsideramos a exigéncia de que as figuras
fossem regulares. Isto é, a Férmula de Euler nao considera outros fatores geométricos, e unicamente se
atenta as relagoes de fronteira comum e & incidéncia nos vértices. Para o estudo de poliedros regulares,
adicionaremos essas propriedades geométricas, o que nos permite reduzir drasticamente o ntimero de
casos a serem considerados.

Para isso, primeiro vamos supor que em um vértice do poliedro incidem n tridngulos (lembrando
que n pode ser 3, 4 ou 5).

No caso n = 3, de cada vértice saem 3 arestas, e cada aresta tem dois vértices em seus extremos.
Isso significa que V' e A cumprem a relagao

3V =2A.

Da mesma forma, cada face tem 3 lados (arestas), e cada aresta é

compartilhada por 2 tridngulos. Logo A e F satisfazem a relagao
3F = 2A.

Multiplicando a relagao de Euler por 3 e substituindo V' e F' nessa

formula, obtemos que Tetraedro

6=3V+3F-34=2A+2A-3A=A.

Logo a figura terd 6 arestas, e portanto 4 faces e 4 vértices. Esta figura é chamada de Tetraedro
Regular .

No caso n = 4, de cada vértice saem 4 arestas, e cada aresta tem dois vértices em seus extremos.
Isso significa que V' e A cumprem a relagao

4V = 2A.

Da mesma forma cada face tem 3 lados (arestas) e cada aresta é

compartilhada por 2 tridngulos. Logo A e F' satisfazem a relagao
3F =2A.

Multiplicando a relagao de Euler por 6 e substituindo V' e F' nessa

formula obtemos que Octaedro

12=6V +6F -6A=3A+4A-6A=A.

Logo a figura tera 12 arestas, e portanto 8 faces e 6 vértices. Esta figura é chamada de Octaedro

Regular.
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No caso n = 5, de cada vértice saem 5 arestas, e cada aresta tem dois vértices em seus extremos.
Isso significa V' e A cumprem a relacao

5V =2A.

Da mesma forma cada face tem 3 lados (arestas) e cada aresta ¢é

compartilhada por 2 tridngulos. Logo A e F satisfazem a relagao
3F = 2A.

Multiplicando a relagao de Euler por 15 e substituindo V' e F' nessa

formula obtemos que Icosaedro

30 =15V + 15 F —15A=6A+10A-15A=A

Logo a figura tera 30 arestas, e portanto 20 faces e 12 vértices. Esta figura é chamada de Icosaedro

Regular.

No caso em que as faces sejam quadrados teremos as relacoes
3V=24 e 4F =2A

Multiplicando a relagdo de Euler por 6 temos

12=6V +6F —-6A=4A+3A—-6A = A.
Cubo

Logo a figura tera 12 arestas, e portanto 6 faces e 8 vértices. Esta figura é chamada de Cubo.
Finalmente, no caso em que as faces sejam pentagonos regulares

teremos as relagoes
3V=2A e bF=2A

Multiplicando a relagao de Euler por 15 e substituindo V' e F' nessa

formula obtemos que

30 = 15V + 15F — 154 = 10A + 64 — 154 = A. Dodecaedro

Logo a figura tera 30 arestas, e portanto 12 faces e 20 vértices. Esta figura é chamada de Dodecaedro
Regular.

Podemos resumir isso na seguinte tabela:

Poliedro ‘ Vértices ‘ Faces ‘ Arestas ‘
Tetraedro 4 4 6
Octaedro 6 8 12
Icosaedro 12 20 30
Cubo 8 6 12
Dodecaedro 20 12 30
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1.2 Construcao de “Poligonos de Encaixe”

Nesta se¢cao mostraremos como construir as pecas que serao utilizadas para montar os s6lidos perfei-
tos. Estamos anexando nesta cartilha os moldes dessas figuras mas elas podem ser construidas também

usando regra e compasso. A seguir mostramos essa construgao.

1.2.1 Triangulos de encaixe

Para a construgao da figura triangular, é preciso construir primeiro um tridngulo equilatero. Para

isso
e Trace um segmento com comprimento igual & medida do lado do tridngulo equilétero.

e Coloque a ponta de um compasso num dos extremos do segmento desenhado e a abertura do
compasso igual ao comprimento do segmento. Em seguida trace um arco de circunferéncia, como
indicado em vermelho na Figura 2(b), e faca o mesmo procedimento com o outro extremo do
segmento. Note que os dois arcos coincidem em um ponto e a distancia desse ponto a cada um dos
extremos é igual ao comprimento do segmento desenhado inicialmente. Esse ponto seré o terceiro

vértice de nosso tridngulo equilatero.
e Trace os outros dois segmentos para obter o tridngulo equiléatero.

e Trace um terceiro arco como indicado em verde na Figura ’(c) usando a mesma abertura do

compasso usada anteriormente, e desta vez, com centro no terceiro vértice.

(a) (b) (c)

Figura 2: Confeccionando os Tridngulos de Encaixe

e Trace, desde cada vértice, uma linha perpendicular ao lado oposto, como mostrado na Figura “a.

e Marque o ponto médio do segmento limitado entre cada arco e os lados, como mostrado na Figura
b.

e Com centro em cada um desses pontos trace meia circunferéncia tangente tanto ao lado do trian-

gulo como ao arco (veja Fig. ‘c).
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YAV

()

(

Figura 3: Construgao dos cortes de encaixe

A pega construida nesse processo fica como mostrado na Figura !(a). O poligono que esta pega repre-
senta é o exemplo mais simples dos chamados Poligonos de Reuleauz . Esses poligonos tém a propriedade
de serem curvas de largura constante, isto ¢, a distancia entre qualquer par de retas tangentes paralelas

é sempre a mesma.

Ayl

(a)

Figura 4: “Peca Triangular” e Poligono de Reuleaux

Essas figuras serdo usada para montar trés poliedros: Tetraedro, Octaedro e Icosaedro. Para a

construcao de cada um deles precisaremos respectivamente 4, 8 e 20 tridngulos de encaixe.

1.2.2 AQuadrados e Pentagonos de encaixe

Anéloga a construcao das pecas triangulares, constroem-se as pecas quadradas e pentagonais, como
mostrado na Figura O, para construir o Cubo e o Dodecaedro respectivamente. Sugerimos que as
abas construidas sobre os lados do quadrado e do pentdgono tenham o mesmo tamanho que as abas
construidas sobre os lados do tridngulo. Isso permitiréd a elaboracao de outros projetos tais como primas,

antiprismas e alguns S6lidos Arquimedianos.
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B\

Figura 5: “Pegas Quadrada e Pentagonal”

1.3 Uma proposta para sala de aula

A seguir, apresentamos a construgao de alguns objetos mateméticos tangiveis e visualmente atraentes
visando estimular o interesse dos estudantes. Trata-se de atividades com materiais didaticos concretos
com os quais é possivel trabalhar diversos conceitos mateméticos. Cada uma dessas atividades possui
suas caracteristicas e trabalha com habilidades especificas. Isso permite ao professor selecionar, adaptar
e explorar os recursos que atendem melhor as demandas envolvidas no processo de ensino-aprendizagem.

O uso desta atividade é justificado nao somente pela curiosidade natural que ela desperta, como
também pelo fato de proporcionar o desenvolvimento de habilidades geométricas (planoespaciais), nesse
contexto, ela deve ser explorada para além da simples “montagem de pecas”. Essa atividade fornece um
rico material que pode ser usado em sala de aula, sendo um interessante “quebra-cabega logico” e um
6timo exercicio na resolucao de problemas e no aprimoramento do raciocinio espacial e no reconhecimento
de padroes geométricos e coloridos. Além da sua interdisciplinaridade com a arte, arquitetura e temas
de Matemética de nivel superior.

As pecas devem ser reproduzidas em cartolina, ou papel de uma gramatura semelhante & da cartolina.
Depois de reproduzidas, é preciso recorté-las. Em seguida, marcar uma dobra sobre os lados do tridngulo,
quadrado ou pentidgono. Finalmente recortar os pequenos arcos de circunferéncia das abas, e as pecas

estarao prontas.

e Q@
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1.3.1 Montando o Tetraedro

O Tetraedro é um poliedro com 4 faces, 6 arestas e 4 vértices, nas quais cada um dos vértices toca

trés triangulos. Para a construgao do Tetraedro sao utilizadas 4 pecas triangulares.

Encaixe as abas das 4 pecas como indicado

na figura ao lado.

Em seguida encaixe os tridngulos laranja e
azul e finalmente encaixe as abas dos tri-
angulos azul, laranja e amarelo, formando

assim o tetraedro.

1.3.2 Montando o Octaedro

O Octaedro é um poliedro com 8 faces triangulares, 12 arestas e 6 vértices, no qual cada um dos

vértices toca quatro tridngulos. Para a construcao do octaedro sao utilizadas 8 pegas triangulares.

Encaixe quatro pegas triangulares de tal
forma que fiquem com um vértice em co-

mum formando assim uma piramide.

Repita esse processo para a construgao de
uma segunda piramide como mostrado na

figura ao lado.
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Finalmente encaixe as abas das duas pira-

mides formando assim o octaedro.

1.3.3 Montando o Cubo

O cubo possui 6 faces quadradas, 12 arestas e 8 vértices, no qual cada um de seus vértices toca trés

quadrados. Para a construcao do Cubo sao utilizadas 6 pecas quadradas.

Encaixe as abas de 3 pecas quadradas

como indicado na figura ao lado.

Repita o procedimento anterior para obter

duas figuras como as da imagem ao lado.

Finalmente encaixe as abas das duas figuras

obtidas no passo anterior, formando assim o

Cubo.
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1.3.4 Montando o Icosaedro

O Icosaedro possui 20 faces triangulares, 30 arestas e 12 vértices, no qual cada vértice toca cinco
tridngulos. Para a construgao do Icosaedro sao utilizadas 20 pegas triangulares e em cada um de seus

vértices sao encaixados 5 tridngulos.

Encaixe cinco pecas triangulares, de tal
forma que fiquem com um vértice em co-

muin.

Encaixe um pega triangular em cada

“borda” da figura obtida no passo anterior.

Repita o procedimento para obter

outra figura igual & figura acima.

Finalmente encaixe as abas das duas figu-

ras, formando assim o Icosaedro.
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1.3.5 Montando o Dodecaedro

O Dodecaedro possui 12 faces pentagonais, 30 arestas e 20 vértices, no qual cada um de seus vértices

toca trés pentagonos. Para a construcao do Dodecaedro serao utilizadas 12 pecas pentagonais.

Encaixe 5 pegas pentagonais nas

abas de um sexto pentagono como

indicado na figura ao lado.

Repita o procedimento com as ou-
tras 6 pecas pentagonais para obter

duas figuras como ao lado.

Encaixe as duas figuras obtidas anterior-
mente e finalmente teremos montado o Do-

decaedro.




Capitulo 2

Quebra-cabecas
Geometricos

“Afinal de contas o que é a matematica senao a solugao de
quebra-cabegas? E o que € a ciéncia senao um esforgo
sistematico para obter respostas cada vez melhores para os
quebra-cabecas impostos pela natureza?”

Martin Gardner
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O uso de quebra-cabecas geométricos em sala de aula é justificado ndo somente pela curiosidade
natural que eles despertam, como também pelo fato de proporcionarem o desenvolvimento de habili-
dades geométricas (planoespaciais) tais como visualizagdo e reconhecimento de figuras, percepgao de
posicao, comparacao de distancia, dreas e volumes, organizacao de estratégias, capacidade de anélise,
enriquecimento do vocabulario geométrico, raciocinio loégico, entre outras habilidades.

Nesse contexto, o uso dos quebra-cabecas no ambiente escolar deve ir além da simples “montagem
de pegas”; esse recurso deve proporcionar o aprimoramento das técnicas de resolucao de problemas,
induzir o descobrimento de relagoes entre as pegas que o compoem e explorar, naturalmente, conceitos
matemaéticos tais como: lado, vértice, dngulo, centro, meio, 4rea, assim como nomes e caracteristicas de

figuras planas e espaciais.

2.1 Quebra-cabeca “Quadrado Duplo”

O quebra-cabeca “Quadrado Duplo” é composto por 5 pegas poligonais (um quadrado e quatro
nao quadrangulares) que podem ser unidas para formar quadrados. Este quebra-cabega ¢ um desafio
interessante: com 4 pecas (das 5), é possivel formar um quadrado perfeito, e com todas as 5 pegas
pode-se formar um quadrado um pouco maior.

Com frequéncia, a solugao do quebra-cabega com as 4 pegas nao quadrangulares é encontrada de
maneira rapida, o que nao acontece quando sao usadas todas as pecas. Geralmente a dificuldade com
a montagem do quadrado usando as 5 pegas esta no fato de que as pessoas nao percebem que a pega
pentagonal convexa possui trés vértices com angulo reto e o vértice “menos 6bvio” é justamente um

vértice do quadrado a ser montado.

e Inicialmente o professor deve pedir aos alunos que recortem um quadrado a partir de uma folha

de papel de tamanho A4.

o Em seguida, eles devem ser orientados a tracar as diagonais e os segmentos que unem os pontos
médios dos lados do quadrado, obtendo assim, um quadrado subdivido em 16 tridngulos retangulos

congruentes. Ver Figura

e A partir do quadrado obtido, os alunos precisam recortar as 4 pecas nao quadrangulares do quebra-
cabega, como mostra a Figura 7. Para a quinta peca do quebra-cabeca, pede-se aos alunos que
recortem, do pedaco de papel que sobrou da folha A4, um quadrado de area equivalente a 2 dos

tridngulos retangulos obtidos inicialmente.

Construidas as pegas é hora de pedir para eles construirem um quadrado usando todas as 5 pecas.
A solugao é mostrada na Figura

Note que, com as 5 pecas construidas dessa forma, é possivel mostrar que se, por exemplo, o quadrado
formado pelas quatro pecas nao quadrangulares do quebra-cabeca tem érea de 400CIII2, a peca quadrada
do quebra-cabeca tera area de 50 cm”. Portanto, o quadrado formado com todas as pegas terd uma éarea
de 450 cm”.
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2.2 Do Quadrado a Cruz de Sam Loyd
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Figura 6: Construindo o quebra-cabega Quadrado

Duplo

Figura 7: As 5 pegas do Quadrado Duplo

Figura 8: Quadrado com as 5 pecas

Sam Loyd foi um incansével inventor de quebra-cabegas de cunho mateméatico e um dos maiores

criadores de enigmas da historia. Para ele nao tinha melhor treino mental que resolver quebra-cabegas,

e este passatempo devia ser considerado mais seriamente do que uma mera moda passageira ou diversao.

Os melhores de seus enigmas matemaéticos foram coletados no livro Loyd’s Cyclopedia of Puzzles.
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O quebra-cabega Do Quadrado a Cruz de Sam Loyd resultou da dissec¢do de um quadrado em 5
pecas. A historia dele ainda € um mistério, mas acredita-se que Loyd inventou esse enigma como antncio
publicitario para um empresa.

O quebra-cabega consiste em formar um quadrado utilizando todas as 5 pecas. Com ele pode-se
formar outras figuras como uma cruz, um retangulo, um tridngulo retdngulo, um trapézio ou um losango
[4, p. 104]. Assim, esse quebra-cabega é um material muito rico enquanto recurso didatico, pois, com ele,
o professor pode explorar topicos diversos como classificacao de algumas figuras geométricas, medidas
de comprimento, pontos médios de segmentos, dngulos, comparagao de area, construgoes geométricas,

entre outros. Além disso, é possivel explorar o uso de régua para medigao e o transferidor.

2.2.1 Uma proposta para Sala de aula

Os quebra-cabecas do Museu e, em particular, o quebra-cabega Quadrado Duplo podem ser explo-
rados em diversos niveis do ensino. Porém, os apresentados nesta cartilha estao orientados para alunos
dos tltimos anos do Ensino Fundamental e alunos do Ensino Médio.

Disponibilizamos os moldes dos quebra-cabecas na secao de Anexos. Assim eles podem ser reprodu-
zidos por professores e/ou alunos em diversos materiais como cartolina, papelao ou EVA.

A seguir, algumas dicas para o professor aplicar a atividade com a construcdo do quebra-cabeca em

sala de aula. Para isso:

e Peca aos alunos para construir um quadrado (é recomendado fazer o quadrado em cartolina ou

papeldo).

e Desenhado o quadrado, eles devem tragar segmentos de cada vértice ao ponto médio do primeiro

lado oposto em sentido horéario.

e Solicite aos alunos que recortem as pegas, conforme o modelo da Figura

Figura 9: Confecg¢ao do quebra-cabega “Do Quadrado & Cruz de Sam Loyd”
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O momento da confeccao das pegas pode ser aproveitado para explorar conceitos geométricos como,
por exemplo, medida de segmentos e medigao de dngulos. Sugerimos neste processo incentiva-los a
~ o 4 . . ~ .
procurar pegas que tenham angulos de 90°, ou pegas que tenham 2 vértices cujos soma dos angulos seja
o
90".
Explique aos alunos que o processo de corte, realizado com o quadrado, é uma dissec¢ao e que é
possivel formar outras figuras com essas mesmas pegas. Dito isso, o professor deve desafid-los a montar,
por exemplo, um retangulo, um trapézio, ou alguns dos poligonos da Figura |0 e explorar com eles as

carateristicas desses poligonos. A Figura || mostra a solugdo do desafio apresentado:

H =T

Quadrado Cruz Retangulo
Quadrilatero Trapézio Dois quadrados Paralelogramo

Figura 10: Construindo outros poligonos

U & T

Quadrado Cruz Retangulo
Quadrilatero Trapézio Dois quadrados Paralelogramo

Figura 11: Poligonos com as pecas do Quadrado & Cruz de Sam Loyd



Capitulo 3

Cupula de Leonardo da
Vinci

“Vocé tem que gastar alguma energia e esforco para ver a
beleza da matematica.”

Maryam Mirzakhani
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Leonardo da Vinci foi um dos maiores artistas renascentistas, junto com Rafael Sanzio e Michelangelo
Buonarrotti. Ele foi um autodidata e incansavel observador dos fenémenos naturais, desenhando tudo
0 que despertou sua curiosidade. Muitas das ideias de Leonardo estdao reunidas no Codex Atlanticus,
colegdo constituida por doze volumes que abrangem diversos assuntos como Astronomia, Quimica,

Anatomia, Geografia, Mecanica, Matematica, estudos sobre o voo, entre outros.

3.1 Estruturas Autoportantes de Leonardo da Vinci

De todos os projetos de pontes de Leonardo, a ponte autoportante é certamente o mais engenhoso
pela simplicidade de sua estrutura e construgao. Ela é uma estrutura composta por vigas cilindricas,
que sao montadas sem o uso de fixagdes ou juntas de intertravamento. Uma vez montada, o peso da
ponte deve ser suficiente para exercer a pressao necessaria para que as vigas longitudinais bloqueiem
as vigas transversais, evitando assim que a estrutura colapse. Assim, quanto maior a pressao na parte
superior da ponte, maior seré sua estabilidade.

O mesmo principio usado nas pontes pode ser usado em duas dimensoes para assim construir as
ctpulas de Leonardo. Tais estruturas sao construidas a partir de um tnico tipo de pega e sem nenhum
amarre, apenas mediante o acoplamento tridimensional das pecas, que se apoiam e sustentam entre
si, seguindo determinados padroes geométricos. Na colegdo de documentos de Leonardo da Vinci, nas

folhas 899v e 899r do Codex Atlanticus, sdo apresentados alguns desses padroes.

(a) Ponte de Leonardo (b) Padrdes da Cupula de Leonardo.
Fonte: Folhas 899v e 899r do Codex Fonte: Folha 71v do Codex Atlanticus.
Atlanticus

Figura 12: Modelo de Padrdes de Estruturas Autoportantes

3.2 Uma proposta para Sala de Aula

A construcgado da ponte e das ctupulas de Leonardo tem um grande valor didatico, pois desenvolve a
capacidade de raciocinio e a faculdade de abstragao mediante a descricao de padroes e relagoes espaciais
e aplicagoes de transformagoes geométricas, além de capacidades manuais e trabalho em equipe.

Uma das oficinas ofertadas pelo Museu é a construcao de ctupulas a partir de padrdes criados por

Leonardo da Vinci. Essa atividade, nomeada de Leonardome, foi desenvolvida pelo Museu de Mate-
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(a) Ponte de Leonardo. (b) Cupula de Leonardo.

Figura 13: Estruturas Autoportantes de Leonardo da Vinci
Fonte: Acervo do Museu da Matematica UFMG.

mética de Catalunha. Tal atividade proporciona a construgao coletiva de um tipo de capula descrita
por Leonardo da Vinci. Nesta atividade os alunos podem ser divididos em grupos e cada grupo podera
escolher o tipo de ctpula entre onze modelos diferentes. Ela é recomendada para alunos a partir do 6°
do ensino fundamental e pode ser trabalhada em conjunto com outras disciplinas como histéria e arte

por exemplo. Para construir a cipula é usado um tnico tipo de peca, como mostrado na Figura

Figura 14: Pega Cupula de Leonardo.
Fonte: Acervo do Museu da Matematica UFMG

Orientacodes para montagem da cupula

Para a montagem da ctupula é necessario que:

1. As pegas sejam colocadas com os “recortes” dos cantos sempre virados para baixo e os recortes

centrais para cima, como mostrado na Figura

2. O “recorte” na extremidade da pega sempre passa por cima de um “recorte” central de outra

peca como mostrado na Figura

Inicialmente o professor deve pedir aos alunos escolher um padrao entre os 11 propostos (Ver Figura

) e montar alguns padroes para se familiarizar com o posicionamento das pegas. Para iniciar a
montagem da ctupula sugerimos escolher como ponto de partida um dos trés primeiros padroes com as
pecas perpendiculares como mostrado na Figura . Durante esse processo sugere-se também fazer

uma analise das formas geométricas que aparecem em cada um dos padroes escolhidos.
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Figura 15: Peca Cupula de Leonardo.
Fonte: Acervo do Museu da Matematica UFMG.

E% E E% 4
E% ET’ E% 8
L

Figura 16: Padroes para Montagem de Cupulas.

Fonte: Imagem do acervo do MMCA.

(a) Padréo para montagem. (b) Oficina do Museu.

Figura 17: Montagem da Cupula de Leonardo da Vinci: Padrao 1.
Fonte: Acervo do Museu da Matematica UFMG.
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Os participantes terao que decidir simultinea e repetidamente sobre a posi¢ao e orientagao de cada
peca, seguindo um padrdo bidimensional e tendo em conta o sistema de sobreposicao (acima e abaixo). E
conveniente construir de forma uniforme e coordenada para evitar que a estrutura colapse. Os resultados
sao imediatos e assim, a medida que o didmetro e a altura da ctpula aumenta, os alunos ficam surpresos

e motivados.

(a) Padrao para montagem da Cuapula de Leonardo. (b) Montagem Cupula de Leonardo.

Figura 18: Montagem da Cupula de Leonardo da Vinci: Padrao 5
Fonte: Acervo do Museu da Matemética UFMG.

A montagem das ctipulas pode ser aproveitada para introduzir o conceito de ladrilhamento do plano.
Um ladrilhamento, tesselagao ou pavimentagao do plano é uma colegao de figuras planas que preenchem
o plano sem sobreposicoes ou lacunas. Existe uma enorme quantidade de pesquisas sobre pavimentagoes
em todo o mundo e elas s@o uma fonte de muitos materiais de ensino em Matematica e arte.

Algumas consideragoes interessantes para discutir com os alunos apds a montagem da cupula:

e A estrutura se curva, mesmo usando padrdes geométricos, porque os recortes inferiores das pecas
nao estao alinhados com os superiores. Se os superiores fossem mais profundos, a estrutura néo

subiria.

e A medida que a cipula fica cada vez maior, principalmente nas cupulas formadas por grandes
hexégonos, se chega rapidamente ao ponto em que, ao colocar mais uma pega, as pecas vizinhas

soltam-se, pois a estrutura vai ficando menos flexivel.

e Com os 11 padroes utilizados nao é possivel fechar a capula como se fosse uma bola, pois sao
estruturas planas. Para isso seria necessério criar uma estrutura derivada do icosaedro truncado

(a bola de futebol) composta por 12 pentagonos e 20 hexégonos.



Capitulo 4

Caleidociclos

“A Geometria faz com que possamos adquirir o habito de

raciocinar.”

Jacques Bernoully

NN
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Os caleidociclos sao anéis de tetraedros que podem ser rotacionados indefinidamente e revelam
padroes com o estilo de caleidoscopio. O primeiro caleidociclo conhecido foi inventado, em 1926, pelo
matematico e artista alemao Paul Schatz. Em 1958, Wallace Walker descobriu alguns caleidociclos, no
decorrer de seu trabalho sobre formas estruturais de papel. Posteriormente, ele e a matemética Doris
Schattschneider recobriram os caleidociclos com tesselagoes de Escher, resolvendo, de certa forma, o
problema colocado pelo artista sobre como representar de forma infinita uma pavimentacao infinita do

plano. A Figura |9 mostra o Caleidociclo recoberto com a obra Lizard/Fish/Bat n 85 de Escher (1952).

Figura 19: Caleidociclo de Escher

Existem diferentes tipos de caleidociclos, o mais conhecido é o anel de seis tetraedros. Na figura

apresentamos caleidociclos de 6 e 10 tetraedros.

DOMINGO +

Figura 20: Caleidociclos de 6 e 10 tetraedros

Nos festivais de Matematica organizados pelo Museu da Matematica UFMG, a oficina de construgao
de caleidociclos é sempre bem acolhida pelos alunos. Desse modo, podemos afirmar que se trata de um
otimo exercicio para desenvolver conceitos matematicos de diferentes naturezas.

Para aplicar essa atividade em sala de aula, o professor pode consultar a referéncia [6], onde é
explicado o modo de montar um caleidociclo e, também, sao apresentados alguns exemplos de atividades
relacionadas com propriedades de poliedros e com a simetria de regides planas.

Na sequéncia, apresentamos sugestoes de assuntos que podem ser explorados durante a construcgao

de caleidociclos. E aconselhavel reproduzir os moldes em papel de gramatura 180gr.
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4.1 Caleidociclo de Sierpinski

Neste modelo de caleidociclo representamos trés iteragoes do processo de construgao do chamado
Triangulo de Sierpinski. O Tridngulo de Sierpinski é, possivelmente, um dos fractais mais conhecidos.
Ele foi idealizado em 1916 pelo matemético polonés V. Sierpinski e foi obtido retirando partes do interior

de um tridngulo mediante os seguintes passos:

1. Tome como ponto de partida o primeiro tridngulo equilatero verde da Figura

A A vy £
AAAA ‘A‘AAAAAAA‘
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Figura 21: Interagoes do Tridngulo de Sierpinski

2. Para a primeira iteracao do processo, conecte, usando um segmento, os pontos médios de cada
lado do triAngulo, obtendo assim 4 triAngulos menores. Pinte o interior do tridngulo central de

branco.

3. Para a segunda iteracao, repita o passo anterior em cada um dos tridngulos verdes menores obtidos

em 2.

O triangulo de Sierpinski é o conjunto formado pelos pontos verdes apés repetir o processo anterior
indefinidamente. Na Figura 21, apresentamos as quatro primeiras iteracoes deste processo de constru-
¢ao. Esta atividade pode ser desenvolvida em sala de aula, iniciando-a com a construcao das primeiras
iteragoes do Tridngulo de Sierpinski. Notemos que a estas iteracoes podem ser associadas vérias sequén-
cias: a sequéncia do ntmero de tridngulos, a sequéncia da area de cada tridngulo retirado, a sequéncia
da area restante dos tridngulos e a sequéncia do perimetro total dos tridngulos.

Apos a construgao do caleidociclo usando o molde (Figura 2+) pode-se analisar junto com os alunos
a variagdo do nimero de tridngulos da cor verde em cada face do caleidociclos. O professor pode pedir

a eles que registrem esses dados, e, em seguida, motive-os a responder as seguintes perguntas:

Quantos tridngulos verdes hé em cada uma das faces dos tetraedros que formam o caleidociclo?

Vocés poderiam continuar a sequéncia? Resposta: 1, 3, 9 e 27.

Supondo agora que a area do tridngulo em cada face é A, qual é a area de cada um dos tridngulos

verdes que aparecem nas faces do caleidociclos? Resposta: A,}lA, %A, e 61—4A.

Qual é area da regiao verde em cada face do Caleidociclo? Resposta: A, %A, %A, e E—ZA.

e Vocés conseguem continuar a sequéncia do item anterior? Resposta: o termo n-ésimo da sequéncia é

(%)HA. Isso implica que a area verde decresce para 0 quando n aumenta.
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4.2 Montando o Caleidociclo

Geralmente para a montagem do caleidociclo se construe uma cadeia dos tetraedros e se encaixam as

abas para fechar o caleidociclo como mostrado na Figura 22. Com o decorrer das oficinas que ofertamos

X no Museu consideramos que os alunos apresentam maior facilidade para a montagem da maneira que
N mostramos a continuagao:
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Figura 22: Montagem comum do Caleidociclo

e Recorte o molde e faga dobras por todos os segmentos de linhas marcando assim os tridngulos que

serdo as faces dos tetraedros como mostrado na Figura 2.

Figura 23: Dobras no molde

0 - . - ‘ - o
5" Simposio Nacional da Formacao do Professor de Matematica

e Cole as abas laterias do molde formando uma especie de “coroa’.

e Dobre as partes brancas da “coroa” e a partir dessa dobragem vamos “enroscar” até obter o calei-
dociclo como mostrado como mostrado na Figura 2. Finalmente cole as trés abas fechando assim

o caleidociclo.
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Figura 24: Montagem do Caleidociclo



Anexo A

Do Quadrado a Cruz de
Sam Loyd
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Figura 25: Do Quadrado & Cruz de Sam Loyd



Anexo B

Quadrado Duplo
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Figura 26: Quadrado Duplo

GO AoU

QY - BLIR]\ ®IURS

BOTYRTOJRIN 9P I0SS9JOI ] OP OBIRULIO P [euODRN osodwIg ¢



Anexo C

Cupula de Leonardo da
Vinci
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Figura 27: Capula de Leonardo da Vinci



Anexo D

Caleidociclo - Triangulo de
Sierpinski
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Figura 28: Caleidociclo - Triangulo de Sierpinski



Anexo E

Poligonos de encaixe
solidos Platonicos
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