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Os Cadernos Autocorretivos: Fragoes (CAFs) sdo uma cole¢ao de oito pequenos cadernos de ativi-
dades a serem desenvolvidas de modo relativamente auténomo por alunos e alunas da Educacao Basica.
Os CAFs foram desenvolvidos por uma equipe de estudantes da Unicamp e experimentado em sala de
aula. A primeira experiéncia em sala evidenciou a necessidade de complementar as atividades dos alunos
com intervengoes sistematicas por parte da professora e do professorl.

Estas intervengoes foram sistematizadas através de uma cole¢ado de slides que pautavam as conversas
com a turma, em sala de aula.

Neste texto apresentamos os Cadernos Autocorretivos: Fragoes, as propostas estruturadas de inter-
vencao e discutimos resumidamente o impacto que esta intervencao em sala de aula teve na prevaléncia
de misconceptions sobre fragdes e no desenvolvimento de conhecimento conceitual sobre o tema.

Aprofundando o que era almejado com a oficina aplicada no 6° Simpésio da Formacao do Professor
de Matemética, esperamos que, a partir do conteido deste e-book, o professor seja estimulado e esteja
suficientemente apto a utilizar os CAFs em sala de aula e a encarar de modo sensivel e critico as
sequéncias de intervencoes propostas pelos autores, que devem ser vistas como um ponto de partida

para as opgoes didaticas dos docentes.

Sao Paulo, julho de 2023.

Marcelo Firer
Laura Santos Afonso Ferreira

Beatriz Rittner Coelho

1 e . .
Ao longo do texto, usaremos professores ou professoras indistintamente. Quando nos referimos a docente especifico,
acrescentamos a inicial de seu nome: professora L. (Laura S. A. Ferreira) ou professor D. (Daniel Castro).
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2| 1. Introducéo

Os Cadernos Autocorretivos: Fragdoes (ou simplesmente CAFs) foram desenvolvidos inicialmente
pelos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica da Unicamp, bolsistas do Programa Residéncia
Pedagogica da Capes. Esse grupo teve a desafiadora missio de atuar junto a alunos dos 5°s e 6°s anos de
uma escola publica EMEF Maria Pavanatti Favaro - no ano de 2020, em plena pandemia de Covid-19.

A motivacao inicial foi desenvolver um material fisico, para distribuir aos alunos, contendo um
conjunto de atividades breves que os alunos pudessem fazer a cada dia. A proposta era resgatar o
envolvimento dos alunos com um processo minimamente regular de atividades. Apds um semestre
trabalhando com atividades ltdicas e tematicas que apenas tangenciavam contetiidos, surgiu a iniciativa
de realizar um trabalho mais sisteméatico, em torno do tema de fragdes. O topico foi definido apods
consulta aos professores da escola, que confirmaram uma deficiéncia que é ampla e generalizada: a
defasagem no que se refere a aprendizagem de fragoes chegou a ocupar manchetes de jornais (vide aqui
matéria do jornal O Globo). Mais ainda, a compreensao e conhecimento de fra¢des, além da importancia
intrinseca, é essencial para o desenvolvimento de conhecimentos posteriores, principalmente Algebra,

um senso comum retificado por pesquisa sélida:

é¢ um dos tépicos mais importantes que os alunos devem entender para serem bem
sucedidos em algebra e além, mesmo assim é uma area que os alunos dos EUA tém
dificuldade. Os resultados do NAEP mostraram que os alunos tém pouco conhecimento
sobre os conceitos de fragoes. (SOWDER; WEARNE, 2006; WEARNE; KOUBA, 2000;
apud VAN DE WALLE).

O formato adotado, de cadernos autocorretivos, foi inspirado (ou mesmo copiado) dos Cadernos Au-
tocorretivos de Matemdtica, versdo brasileira dos Cahiers de Calcul da pedagogia Freinet (MONTHU-
BERT, 2002). E um conjunto de quatro grupos com quatro cadernos cada. Cada caderno tem oito
sequéncias de atividades. Cada sequéncia de atividade tem quatro paginas e inicia-se com um exemplo,
que deve ser seguido pelos alunos. Ao final da sequéncia (apos trés paginas com 12 atividades), os
alunos podem corrigir suas atividades e fazer um pequeno teste, a ser acompanhado pela professora ou
professor.

Desde o inicio de seu desenvolvimento, e em plena concordancia com o proposto em Monthubert
(1978), os CAFs foram vistos apenas como um material de uso individual, que permitia um trabalho
dos alunos em ritmos adequados a cada um, mas que de modo algum configuraria um “curso de fra-
¢oes”. Ainda durante a pandemia, o trabalho dos alunos foi acompanhado por um encontro semanal (a
distancia, via plataforma Meet), coordenado pelos residentes.

Passada a pandemia, comega uma segunda etapa do projeto. Uma pequena equipe de estudantes da
Unicamp deu continuidade ao projeto, revisando os cadernos existentes (1 a 6), elaborando os cadernos
7 e 8 (que tratam de operagoes com fragoes, em casos genéricos). Em seguida, como parte de um projeto
de iniciagao cientifica, o material foi utilizado de maneira mais sistematica com criangas, de maneira
presencial. Este uso demandou desta pequena equipe uma sensibilidade pedagogica tipica de professor
e a0 mesmo tempo, um olhar atento e inquiridor de pesquisador. O trabalho em sala de aula, feito por
uma das autoras (Laura S. A. Ferreira, estudante do curso de licenciatura e bolsista da Fapesp), em um
certo sentido complementa os cadernos em si. Se por um lado serviu para respaldar uma série de decisoes

feitas na elaboracao dos cadernos (e corrigir uns tantos erros, aprimorar outras tantas situagoes), por


https://oglobo.globo.com/brasil/educacao/dois-tercos-dos-alunos-de-15-anos-no-brasil-nao-entendem-fracoes-10968622
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4| 1. Introducéo

outro lado deu vida & parte que faltava: como utilizar esse material em uma turma, almejando uma
aprendizagem solida e significativa de fracoes.

Este pequeno texto estd organizado do seguinte modo: no Capitulo 1 discutimos alguns poucos
topicos relacionados ao ensino de fragdes. O capitulo destaca alguns poucos pontos que sao relevantes
para entendermos os CAFs, sem ter a pretensdo de ser uma apresentacio sistematica sobre o tema. No
Capitulo 2, explicamos a estrutura dos cadernos autocorretivos, os principios norteadores dos cadernos
de fracao e damos um breve panorama sobre o contetido de cada um dos oito cadernos. No Capitulo
3, falamos sobre o uso pedagogico que foi feito dos cadernos, explicando a natureza das intervencgoes
pedagogicas e os contextos em que foram trabalhados. Na sequéncia, Capitulo 4, apresentamos um relato
comentado de diversas situagoes de sala de aula, vivenciadas pela autora Laura S. A. Ferreira'. Nestas
situagoes, sao discutidas com a classe questoes que emergem dos CAFs e sdo sintetizados conceitos
importantes. Estas discussoes foram organizadas por meio de apresentagoes de slides em cima das quais
a professora L. fazia anotacoes, os alunos faziam os seus comentarios e por fim, chegava-se a uma sintese,
um momento de conceituar a atividade. Relatamos neste capitulo seis destas sinteses.

No Capitulo 5 fazemos uma apresentacao sucinta dos primeiros resultados de um projeto de iniciagao
cientifica financiado pela Fapesp, que tinha como objetivo principal verificar uma possivel contribui¢ao
dos CAFs a superagao de misconceptions (pré-concepgoes equivocadas) relacionadas a fragoes.

No Capitulo 6 tecemos algumas poucas consideragoes finais.

Por fim, como um apéndice, incluimos os guias de uso das seis sinteses que foram relatadas foram

incluidos como um apéndice.

Observacao: Todo o material -Cadernos Autocorretivos: Fragdes e slides de sintese - esta disponivel
online, para uso de professores. Esperamos que este texto estimule e auxilie professores e professoras a

utiliza-los com seus alunos.

11 Alguns pontos importantes sobre o ensino de fracoes

Fragoes é o topico mais complexo da matemética elementar. Neste capitulo, discutimos alguns
pontos que consideramos criticos para o ensino de fragoes, sem termos a pretensao de realizarmos uma
abordagem sistematica. Nosso intento é apenas apontar alguns pontos por tris das iniimeras decisoes

tomadas no desenvolvimento dos CAFs e que permeiam as intervencgoes feitas em sala de aula.

111 Representacao de fracoes

Existem diversas representacoes bésicas de fragoes: area (18 de pizza), comprimento (14 de metro)
e partes de um conjunto (12 da classe), razao e divisao, sendo que as trés primeiras tém apelo visual.
Para se apropriar do conceito de fracdo é necessério explorar os trés modelos de modo consistente,
eventualmente utilizando material concreto antes da representagao grafica. Existe, na literatura, uma
discussao sobre a conveniéncia de se explorar exaustivamente cada um dos modelos antes de passar
ao proximo (abordagem em blocos), ou de entrelagar os modelos um ao outro, assunto explorado por

Rau, Aleven e Rummel (2010), que constataram que explorar em blocos é mais efetivo, admitindo

1 .. .
Fazemos referéncia a essa autora algumas vezes como “professora L”, outras como “pesquisadora’, a depender do
contexto e para evitar repetigoes



11. Alguns pontos importantes sobre o ensino de fracées | 5

algum entrelacamento. Os CAFs adotam essa postura: as primeiras 16 sequéncias de atividades sao
dedicadas basicamente a exploragao do conceito de fra¢ao simples (com numerador menor ou igual ao
denominador) nessas representagdes, conforme podemos ver na Figura 2.

Sobre as representagdes em si, destacamos alguns pontos:

e A representacao de drea por meio de pizzas é a mais comum nos livros didaticos e isso se justifica
pelo papel quase ubiquo das pizzas no universo de desejos: o alimento aparece em primeiro lugar
em inumeras listas de pratos mais populares do mundo. N&ao obstante, é importante variar os

formatos (desde que tenham simetrias facilmente perceptiveis).
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Sequéncia 3 pag. 9 Sequéncia 3 pag. 11

Figura 2: Circunferéncias, retdngulos e tridngulos, sempre com simetrias visiveis.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 1.

e Destacamos a importancia de se explorar as representagoes retangulares, que sao particularmente
adequadas para tratar o conceito de divisao de fracoes por inteiros, fracoes equivalentes e soma

de fragoes, conforme ilustrado na Figura 3.
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Sequéncia 39 pag. 18 Sequéncia 43 pag. 2 Sequéncia 50 ag. 1

Figura 3: Divisao de fragao por inteiro, fragoes equivalentes e soma de fragoes

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fracgoes (2021), Cadernos 5,6 e 7.
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e Ao se perguntar, como faz Ma (2010), qual o significado de dividir 1% por %, a pergunta pertinente
1
2
de fragoes. Hung-Hsi Wu, da Universidade da Califérnia em Berkeley, defende a representacao

é “quantas vezes = cabe 1% 77. O modelo de reta é intuitivo para explorar fragoes mistas e divisao
na reta como uma representacao unificadora e escreveu notas de aula (em inglés) introduzindo e
explorando fragoes apenas com essa representagao (WU, 2014). Esta abordagem pode ser vista

na Figura 4.

Q
]

Sequéncia 20 pag. 7 Sequéncia 63 pag. 22

Figura 4: Fracoes mistas e divisao de fragoes

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Cadernos 3 e 8.

e Por fim, representar fracoes como divisao de um conjunto em partes iguais é crucial por envolver
muitas situagoes problemas cotidianas e também porque, em alguma medida, a divisao em parcelas
é percebida por criangas como uma questao de justiga (ENGELMANN; TOMASELLO, 2019).

11.2 Definicao de fracoes

Em muitos livros didaticos, nao encontramos uma definicdo propriamente dita de fragoes, apenas
sua representacao como pedagos de pizza. Isto é claramente insuficiente para desenvolver o conteddo
mais avancado de fragoes e também para aprofundar alguns conceitos que serdo explorados em outras
circunstincias, mateméticas ou nao. Esses conceitos sao introduzidos de modo sistematico pela primeira
vez no contexto do ensino de frac¢Ges, como é o caso de relagoes de equivaléncia. A defini¢do formal
aceita no ensino superior, de fracbes como pares ordenados de ntmeros naturais, se é poderosa para
uma construcao rigorosa dos ntmeros racionais, é inadequada se quisermos ensinar criangas.

Contrapondo-se ao modelo das pizzas (nos Estados Unidos por vezes substituido pelas tortas de
maga), Wu (2014) introduz uma definigao formal particionando um intervalo [a, b] da reta em segmentos
de mesmo comprimento. Wu defende enfaticamente esta defini¢cdo, quando contraposta a representagao

como pizza:

.

Eale= —— =
(L] Fan] =

S
wis 1 ba

SE - ]

31— -
=l =
Solv= =
zalen -
sl=1-
by
=
et (=T
=
w| =
iz 4
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Figura 5: Divisao em tergos.
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Esta definicao de fracao, comparada com a definicao habitual de pedago de uma torta,
é de fato mais simples: substituimos uma torta redonda por um segmento (o segmento
unitario), e qualquer aluno dird que é muito mais facil dividir um segmento em 5 partes
de igual comprimento do que dividir uma circunferéncia em 5 partes congruentes. E
também muito mais flexivel, no sentido em que especificando a unidade 1 como sendo
uma maga, % serd um tergco da maga, e se designarmos a unidade 1 como sendo uma
milha, 54 serd 54 milhas. Finalmente, e isto é o mais importante, todas as fragoes,
proprias ou improprias, podem ser facilmente representadas na reta numeérica, o que
permite que todas as fragoes sejam tratadas da mesma forma. Pode especular-se, e
isto é algo em que os pesquisadores podem trabalhar, que a razao pela qual a concegao
de fragoes dos alunos se limita a fragoes proprias com numeradores e denominadores
de um s6 digito e denominadores de um s6 digito é porque o modelo da torta obriga
os professores e os livros didaticos a trabalhar dentro de uma tnica torta. E um juizo
de valor matemaético, que pode ser amplamente justificado, que uma concepc¢ao tao
limitada das fragoes limita automaticamente a compreensao conceitual da matéria por
parte dos alunos. A superioridade desta definicdo em todos os aspectos relacionados
com o ensino das fragdes sera demonstrada no resto deste artigo. ((WU, 2014), tradugéo

dos autores).

Ron Aharoni, em seu Arithmetic For Parents (citamos a edi¢ao em inglés pois a tradugao portuguesa
esta esgotada faz tempo) advoga por uma definigdo que é ao mesmo tempo rigorosa e adequada para o
ensino: “Uma fragao é a combinagao da divisao e da multiplicagdo, nesta ordem” ((AHARONI, 2015),
tradugao dos autores).

De fato, esta definigdo é explorada nos CAFs ao tratarmos, por exemplo, de produto e divisdo de
fragoes e é crucial, como nota Wu (2014), para que os alunos possam fazer entender o significado de
fazer o produto % X % . se tivermos % de litro de algum liquido, repartimos esta quantidade em quatro

partes iguais (divisdo por 4) e pegamos trés destas partes (multiplicagao por 3).

R XN 4 N 3
5 4
AN . IV 3 rr 1y 1,3
2 5 2 4
B [N I I ! A I R TS O e
[1° 5 []xs5 2 -8 [x[]
I :B in:izg
2 5 2x5 2 4 2x4
Sequéncia 60 pag. 10 Sequéncia 60 pag. 11

Figura 6: Produto de fragoes

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 8.
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11.3 Operacao com fracoes

Somar e subtrair fragoes com o mesmo denominador é um conceito bastante simples, em tultima
instancia se reduz a uma simples contagem: do mesmo modo que 2 bananas mais 3 bananas somam 5
bananas, 2 sétimos mais 3 sétimos somam 5 sétimos, ou seja, simplesmente somamos (ou contamos) os
numeradores, que representam as quantidades de sétimos. O mesmo raciocinio se aplica & subtragao de
fragbes, que demanda a mesma restricdo da diferenca de ntiimeros naturais, o minuendo deve ser maior

ou igual ao subtraendo:

- +

4
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N o
|
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|
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A soma de fragdes com denominadores distintos costuma desafiar e confundir as criangas, com a
introducao do m.m.c, o minimo miltiplo comum entre os denominadores. A introdugdo do m.m.c é
problematica por diversos motivos. O primeiro deles é que costuma ser feito junto com um algoritmo
obscuro, uma verdadeira caixa preta ininteligivel para os alunos . Mais ainda, isto é totalmente

desnecessério e mascara a verdadeira natureza do somar fragoes.

Somar fragoes com denominadores distintos é similar & ideia de somar objetos de natureza distinta.
Se juntarmos 3 laranjas e 5 limoes, o que temos? Em principio, apenas 3 laranjas e 5 limdes (ou se
preferirmos, 5 limdes e 3 laranjas), ao menos que consigamos um denominador comum para laranjas e

limoes, como por exemplo, frutas. Ou seja, podemos afirmar que

3 laranjas + 5 limbes = 8 frutas.

Poderiamos, eventualmente, ter escolhido um denominador mais restrito e dizer que temos 8 frutas
citricas, mas 8 frutas é uma resposta absolutamente precisa. Raciocinio semelhante se passa com fragoes:

se quisermos somar sextos e quartos, precisamos encontrar um denominador comum. Por exemplo, se

1

quisermos somar 7 + é, podemos considerar como denominador comum o produto 24 = 4 X 6, obtendo

que
1x6  1x4 10

1
t6 T Ix6 T 6x4- 24

1
4

Observe que o minimo multiplo comum de 4 e 6 é 12, e efetuando o algoritmo com o m.m.c.

obteriamos
1 1 3 2 5
1T 2 TETR
As duas fracoes obtidas, % e % nao sao iguais, mas sao equivalentes. Introduzir o m.m.c dificulta a

compreensao, torna o processo em si mais intrincado e, no final das contas, nos faz perder a oportunidade

de discutir o conceito de equivaléncia de fragées de modo mais amplo e natural.

No que se refere ao produto de fragoes, a abordagem nos CAFs segue, grosso modo, a defini¢ao

adotada por Aharoni (2015): a divisdo de uma fracdo por um inteiro, seguida da multiplicagdo por

outro inteiro. Comegamos, na realidade, multiplicando uma fragao por um inteiro (3 X le = i), apenas

2 - . - . ~ . .

Uma apresentagao e discussdo inteligivel deste topico passa pela fatoragdo de inteiros em fatores primos (o Teorema
Fundamental da Aritmética), algo importante e interessante per si, mas que costuma ser abordado apenas bem mais
adiante nos curriculos escolares.
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como uma soma repetida. Depois uma fracao de um inteiro (}1 X3 = %) para entao partirmos, ja no

ultimo caderno, para a divisao seguida de multiplicagao:

[ e 1.
0 3 1 0 1
—_—tt— _—
v/J
1// 1 1 1 1 1
2x — \ — x — 3x — —_ X —
3/ 2 "3 2 3 72
\ / \ 2 5 _2x5 _10 3 6 _ 3x6
oz EREY o Ey 4 =X = = = D e D =
] R T T A T , s A sy E e e " na
o2 it g)g o L aeees :
3 3 2 2
S B S
2 3 6 3 2 D

Figura 7: Divisao por um inteiro (& esquerda), seguida por um produto (& direita)

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 8.

114 Equivaléncia de fracoes

Equivaléncia de fracoes é um conceito que merece ser trabalhado com muita atencao.

O conceito abstrato de equivaléncia é um conceito de primeira grandeza na mateméatica. Uma relagao
entre objetos é dita uma relagao de equivaléncia se for reflexiva (X é equivalente a X), simétrica (se X
é equivalente a Y entao Y é equivalente a X ) e transitiva (se X é equivalente a Y e Y é equivalente a

Z, entao X e Z sao equivalentes). A relagao de “ter o mesmo pai e a mesma mae”, vulgo ser irmaos, é

o>

uma relagao de equivaléncia (admitindo entao que sou irmao de mim mesmo). A relagdo de ser primo
simétrica, mas nao é nem transitiva nem reflexiva; ser descendente de é transitiva, mas claramente nao
é reflexiva.

Se tudo isso parece muito abstrato (como de fato ¢), ha muitas outras relagoes de equivaléncia que os
alunos aprenderao em sua vida escolar, comegando por congruéncia e semelhanca de tridngulos e figuras
geométricas em geral, equivaléncia de sistemas de equagoes, etc. Trabalhar o conceito de equivaléncia
de fragoes é importante também por preparar o terreno para todas estas instancias vindouras.

Nao obstante, a equivaléncia de fracoes permite responder a dois desafios: a soma de fragbes com
denominadores distintos (quando buscamos fragdes equivalentes com o mesmo denominador, podendo
entdo apenas somar os numeradores) e a comparagao de fragdes (quando buscamos fragoes equivalentes
com o mesmo denominador, podendo entao apenas comparar os numeradores). Observe que, nos CAFs,
esse conceito é construido de modo paulatino. No CAF 4, trabalhamos com equivaléncia entre fragoes em
que o denominador de uma é multiplo da outra e comparamos fragoes que tenham o mesmo denominador
ou o mesmo numerador ou alguma caracteristica marcante (ser maior ou menor que um inteiro, por
exemplo).

O CAF 6 ¢é todo devotado a trabalhar equivaléncia de fragoes (considerando multiplos comuns),
expansao e reducao de fragoes. Nas primeiras sequéncias de atividades, a representacao geométrica é

explorada para visualizar a expansao de fragoes e, ao longo do caderno, é paulatinamente construido
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Figura 8: Comparagao de fragbes quando o denominador de uma é multiplo da outra.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 4.

o algoritmo para a obtencao de fragoes equivalentes com denominador multiplo dos denominadores

iniciais. Observe que em nenhum momento aparece o m.m.c.!

. 1 1 i
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Sequéncia 49 pag. 25
Figura 9: Fracoes equivalentes com denominador comum.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fracoes (2021), Caderno 6.

1.1.5 Atalhos verbais

Temos, por fim, uma observacao que esta mais relacionada ao uso pedagogico que foi feito dos CAFs
do que com os cadernos em si: os atalhos verbais.

Conforme veremos no Capitulo 4 (Relato de Intervengdes), na gravagao das conversas feitas na sala
de aula, ouvimos com alguma frequéncia frases como “multiplica em cima e embaizo” que, por vezes,

convive com o vocabulario formal e consagrado de numerador e denominador. A frase imperativa, in-
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dicando como proceder para multiplicar fra¢es, tem um papel similar a muitos cacoetes mnemonicos
utilizados no ensino de matematica, como por exemplo as expressoes “vai um” e “empresta um” utili-
zadas nos anos iniciais (ao invés dos termos técnicos de agrupar e decompor) e também os intimeros
macetes adotados nos cursinhos preparatorios para exames. Todos eles tém uma caracteristica em co-
mum, que em geral sao perniciosas para uma aprendizagem significativa de matematica: traduzir em
comandos (algoritmos) agoes que devem ser feitas para se atingir um objetivo, ocultando os principios
fundamentais que constroem e tornam inteligiveis esses pequenos algoritmos. Se esses comandos podem
ser efetivos a curto prazo, a médio prazo acabam tornando a matemaética mecénica e a longo prazo
sao totalmente intteis: passada a prova, sao logo esquecidos. Em resumo, trocam-se alguns poucos
principios fundamentais bastante basicos e compreensiveis por uma enorme quantidade de regras sem
qualquer sentido.

Feito todo este discurso contra o vocabulario imperativo-operacional, resta uma pergunta: por que
entao ouvimos esse vocabulario utilizado em uma sala de aula que pretende desenvolver o contetido de
fragoes de modo inteligivel? A resposta é muito simples: esses termos acabam sendo atalhos verbais,
que tornam a conversa matematica mais agil e fluida. Nao ha problema em utilizar o “vai um”, desde
que isso seja feito depois de os alunos compreenderem o que esta ocorrendo de fato (um reagrupamento

de grandezas). Em resumo, use, mas nao abuse dos atalhos verbais!

1.1.6 Para saber mais

Se o leitor chegou a este ponto sentindo que sabe pouco sobre fracées e desejando saber mais, isso
significa que o capitulo cumpriu com seu propésito: dar as pessoas apenas uma visao do quanto este
tema elementar da matemaética é rico e complexo. Para quem esta interessado em estudar de modo mais

profundo este tema fascinante, sugerimos alguns textos, com caracteristicas bastante distintas:

e O livro Elementary and Middle School Mathematics: Teaching Developmentally (VAN DE WALLE,
1990)3 ¢ uma obra monumental sobre o ensino dos contetidos matematicos dos anos iniciais do
Ensino Fundamental (grosso modo até o 6° ano dos programas brasileiros). Incluindo mais de
1300 referéncias bibliograficas, os capitulos 15 e 16 tratam do ensino de fragoes. Traz o estado
da arte da pesquisa sobre o ensino de fracoes, elenca de maneira clara e destacada as principais

dificuldades e sugere atividades pertinentes para sala de aula.

e Os livros Arithmetic For Parents: A Book For Grown-ups About Children’s (AHARONI, 2015) e
Elementary School Mathematics For Parents And Teachers (KUPFERMAN, 2017) foram escritos
por pesquisadores de matematica de certo renome e ambos os textos fazem uma apresentagao
relativamente sisteméatica de aritmética (incluindo fragoes) para leigos - ou seja, ndo mateméaticos
e pessoas pouco afeitas ao formalismo das estruturas contemporaneas da matemaética. Sao textos
pedagogicamente sensiveis, que surgiram da experiéncia dos autores com ensino basico, Aharoni
acompanhando algumas salas dos anos iniciais, Kupferman envolvido em cursos de formacao con-

tinuada de professoras.

*Existe uma edi¢do em portugués, “Matematica no Ensino Fundamental: Formacgao de Professores e Aplicagdo em Sala
de Aula” (VAN DE WALLE, 2009). Como esta edigdo esta esgotada e é de dificil acesso, optamos pela edigdo em inglés.
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e Hung-Hsi Wu é outro matematico profissional, que a partir de 1992 comegou a se interessar

por questoes de ensino de matematica. Escreveu diversos textos sobre e para ensino de fracoes,
pensados como textos para professores. O texto Fractions, Decimals, and Rational Numbers (WU,
2014) faz uma exposigao interessante, matematicamente coerente e muito bem escrita sobre fragoes,
trabalhando essencialmente com a representacao na reta real. Este texto pode ser complementado
por Teaching Fractions According to the Common Core Standards (WU, 2011), que localiza o
contetido no curriculo comum norte-americano. Ambos os textos estdo disponiveis na péagina do
autor (< https://math.berkeley.edu/ wu/>), onde também é possivel encontrar uma série de 5
videos curtos de aulas sobre o tema. Todo o material estd em inglés, mas atualmente arquivos
em formato PDF podem ser traduzidos com qualidade bastante razoével por diversos softwares

gratuitos, disponiveis na internet.

O texto As diferentes “personalidades” do nimero racional trabalhadas através da resolugdo de pro-
blemas (ONUCHIC; ALLEVATO, 2008) explora representagoes e instancias de niimeros racionais,

sendo fragoes uma delas. E um texto saboroso, complementa as outras leituras.

O National Centre for Excellence in the Teaching of Mathematics(NCETM) possui uma variedade
de materiais para o ensino de matemaética na Educacao Basica, incluindo material sobre fragoes
(NCETM, 2024). Dentre os materiais disponiveis, ha uma colegao de slides para uso em sala de
aula. Esses slides sao destinados a fomentar discussoes e conversas em sala de aula e sao muito
bem construidos e diagramados. Os slides sdo acompanhados de guias para o professor. Mate-
rial de alto nivel e de facil apropriacdo e uso por parte do professor. (< https://www.ncetm.org.uk/

teaching-for-mastery/mastery-materials /primary-mastery-professional-development /fractions/ > )


https://math.berkeley.edu/~wu/
https://www.ncetm.org.uk/teaching-for-mastery/mastery-materials/primary-mastery-professional-development/fractions/
https://www.ncetm.org.uk/teaching-for-mastery/mastery-materials/primary-mastery-professional-development/fractions/

2

Cadernos Autocorretivos:
Fracoes
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Os Cadernos Autocorretivos: Fragdes representam uma abordagem inspirada nos Cahiers de Calcul,
desenvolvidos inicialmente por Monthubert (2002). Esses cadernos foram concebidos para integrar-se
as escolas que adotam a pedagogia de Celestin Freinet, destacando-se pela énfase na autonomia dos
alunos, um principio fundamental dessa abordagem pedagogica (KANAMARU, 2014).

Na versao original, os Cadernos Autocorretivos compoem um conjunto de 16 cadernos organizados
em quatro conjuntos, cada um contendo oito sequéncias de atividades. Cada sequéncia inicia-se com
um exemplo, seguido por atividades ao longo de trés paginas, totalizando 12 exercicios. Na quarta
pagina os alunos encontram as respostas das atividades para corrigirem sozinhos e um pequeno teste,
que possibilita & professora acompanhar o desenvolvimento individual.

Sobre os objetivos desses cadernos, Monthubert destaca que néo se resumem a levar as criangas a

mecanizar algoritmos pré definidos, mas sim a compreender as relagoes entre ntmeros:

“O nosso objetivo, através destes cadernos, ndo é levar as criangas a mecanizar um
algoritmo que lhes foi imposto de anteméo. E fazé-los sentir que existem relacoes entre
nimeros, que as diferentes composi¢coes numéricas obedecem a certas leis que sao inde-
pendentes das formas de representacio (--+). E por isso que sugerimos que as criancas

fagam sempre célculos com os ntimeros, substituindo a mecéanica pelo raciocinio.”
Tradugao dos autores, adaptado de <www.icem-pedagogie-freinet.org/node/2990>.

Os Cadernos Autocorretivos: Fragoes (CAFs), desenvolvidos pela equipe da Residéncia Pedagogica
da Matemaética da Unicamp, seguem essa filosofia e compartilham dos mesmos objetivos. O processo de
desenvolvimento dos CAFs teve como ponto de partida uma analise genética do contetdo sobre fracoes,
baseada principalmente em trés textos: os livros dos matematicos Aharoni (2015), Kupferman (2017),
e do educador matematico Van De Walle (2009). Esses textos fornecem uma base solida e consistente,
abrangendo tanto uma visao matemaética madura e sensivel quanto, em Van De Walle (2009), uma visao
panoramica do estado da arte do que sabemos sobre ensino de fragoes.

Assim como nos Cadernos Autocorretivos originais, cada sequéncia de atividades nos CAFs é es-
truturada em quatro péaginas, divididas em quatro quadrantes. Conforme pode ser visto Figura 10, a
primeira pagina apresenta um exemplo no primeiro quadrante, que serve como referéncia para as ativi-
dades nas trés paginas subsequentes. Na ultima pagina, cada um dos trés primeiros quadrantes traz as
respostas das atividades anteriores, enquanto o ultimo é destinado a um teste, facilitando a avaliacao
por parte do professor.

A seguir, exploramos os principios norteadores dos CAFs, evidenciando cada um deles com figuras

extraidas dos cadernos:

1. Multiplicidade de Representacoes: Conforme recomendagoes encontradas em Van De Walle
(2009), os CAFs exploram diversas representagoes de fragoes, incluindo abordagens geométricas,

como a representacao em formato de pizza e retangular, além de representacées em reta real,

a
b
favorece o desenvolvimento da proficiéncia matematica (RAU; ALEVEN; RUMMEL, 2010).

conjuntos e a simbdlica 7. Como ja mencionado, a abordagem intercalada dessas representacoes

2. Apelo Visual: Os CAFs exploram com muita énfase as representagoes visuais de fragoes, o que é
sugerido pela literatura profissional que deve gerar maior impacto em alunos de baixo rendimento
(BARICHELLO, 2019).


www.icem-pedagogie-freinet.org/node/2990
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Figura 10: Exemplo de uma sequéncia do CAF 2.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 2 (sequéncia 13, p. 21 — 24).
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Figura 11: Representagoes de fragoes exploradas nos CAFs

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes.
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3. Gradatividade: as atividades sao desenvolvidas em um crescimento de dificuldade muito sutil e

delicado, uma granulacgao fina das dificuldades e desafios, permitindo que o aluno avance e tenha

experiéncia de sucesso.

o U
[] s

Figura 12: Gradatividade de dificuldade nos CAFs.
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Fonte: Caderno Autocorretivo: Fragoes (2021), Caderno 6.

A esquerda, a atividade propde que o aluno pinte a representacdo e preencha o numerador, con-
tando retangulos. A direita, ¢ dado um pequeno passo, pedindo que o aluno identifique o deno-

minador da primeira fracdo e o numerador da segunda, pintando ambas as representagoes.

4. Apresentacao das Estruturas: O foco dos CAFs é apresentar esquematicamente as estrutu-

ras de pensamento, concentrando-se nas estruturas racionais, em detrimento dos atos mecéni-

cos/operacionais condensados nos algoritmos.
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Figura 13: Apresentacao de estruturas de pensamento nos CAFs.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 5.

Estruturas de pensamento para multiplicacdo (como soma de parcelas iguais) e divisdo (como

equipartigdo) de uma fragao por inteiro. Do lado esquerdo temos o produto % X 2 e, do direito, o

quociente g = 3.
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5. Autocorrecao: Ao final de cada sequéncia, os alunos tém acesso as respostas das atividades,

proporcionando uma oportunidade para esclarecer suas duvidas e verificar se suas respostas estao

corretas.
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Sequéncia 4 péag. 16
Figura 14: Modelo da pégina de autocorrecdo dos CAFs.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 1.

Modelo da péagina de autocorregdo dos CAFs. Modelo da pagina de autocorregao dos CAFs. O
quadrante inferior direito é um teste, para que o professor possa acompanhar o desenvolvimento

dos alunos.

6. Abordar Misconceptions Comuns: Os CAFs abordam situagdes das quais emergem e se
manifestam as misconceptions mais prevalentes sobre o tema (VAN DE WALLE, 1990), buscando

aderir a sugestoes do autor para lidar com elas.

Apenas a titulo de exemplo, apresentamos aos alunos uma questao (do instrumento de avaliagao
de misconceptions) que pedia identificassem a fragao representada pela parte cinza de algumas
imagens. Na Figura 15 vemos as respostas de um aluno as mesmas questoes, antes e apods ter

trabalhado com os CAFs.
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3. Em cada caso, a parte mais escura representa qual fragio da figura? 1. Em cada caso, a parte mais escura reptesenta qual fragdo da figura?

Resposta: - Resposta:

gz

Figura 15: Resposta de aluno no pré e pos teste, respectivamente, em uma questao que aborda uma misconception

sobre fracoes.

Cada caderno compreende aproximadamente oito sequéncias de atividades. Atualmente, ha oito
cadernos, totalizando cerca de 256 paginas de atividades. A seguir, apresentamos um breve resumo dos

contetdos de cada um dos oito cadernos:

- Caderno 1: Introducao do conceito de fragao, uma parte do todo (fragdo com numerador igual a

1) e representacao geométrica e de conjunto.

- Caderno 2: Representacao na reta. Fragoes com numerador diferente de 1. Nomenclatura em

portugueés.

- Caderno 3: Soma e diferenca de fragoes com mesmo denominador ou com denominadores que sao

miltiplos simples.

- Caderno 4: Fragoes mistas. Comparacoes de fracdes com mesmo denominador ou mesmo nume-

rador. Estimativas de grandeza.

- Caderno 5: Produto e divisao de fragoes por nimeros inteiros. Produto e divisao de inteiros por

fragoes.
- Caderno 6: Fragoes equivalentes. Redugao e expansao de fragdes. Denominador comum.
- Caderno 7: Soma e subtracao de fragoes (caso genérico).

- Caderno 8: Produto e divisao de fragoes (caso genérico).
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Os CAFs foram efetivamente utilizados em sala de aula. Este uso foi feito, antes de tudo, para fim
de desenvolvimento e aprimoramento do material. Isto ocorreu com uma quantidade pequena de turmas
e alunos, mas o uso foi acompanhado com esmero. Neste capitulo, descrevemos a natureza e o contexto

das intervencoes pedagogicas realizadas.

3.1 Intervencoes pedagogicas

Desde a concepgao dos CAFs, durante o periodo de Residéncia Pedagogica, foi considerada a ne-
cessidade de intervengoes da professora ao longo da jornada do aluno através dos cadernos. Isso no
sentido de que os CAFs néao pretendiam ensinar fracoes por si so, necessitando de mediagao e interven-
¢ao docente no decorrer de seu uso. Apos as experiéncias a distancia feitas em 2021 pelos estudantes do
programa Residéncia Pedagbgica, em plena pandemia, os CAFs foram trabalhados de forma presencial
com estudantes de duas instituigoes: uma escola particular de Campinas - referida apenas como Escola
(em 2022 e 2023) - e uma ONG em Sao Paulo (apenas em 2022).

Buscando referéncias sobre a natureza de intervencoes docentes em atividades relativamente longas
e estruturadas, que podem ser desenvolvidas com certo grau de autonomia pelos alunos, encontramos
- trabalho sobre sequéncia didatica feito por Natanael de Freitas Cabral. Em seu livro Sequéncias
Didaticas - Estrutura e Elaboragao, Cabral (2017) apresenta um conjunto de intervengoes didaticas que
se destacam por sua abordagem objetiva, focada em agOes concretas. Essas intervengoes materializam
o texto de uma sequéncia didatica (SD), que é uma estrutura pedagogica que organiza as atividades de
ensino de forma sequencial e articulada, com o objetivo de conduzir os alunos a alcancar objetivos de
aprendizagem relativamente complexos (CABRAL, 2017).

No sentido exposto por Cabral, entendemos que os CAFs funcionam como intervencao exploratoria,
uma vez que estimulam o aluno a perceber regularidades e padroes a partir da execucao de certos
procedimentos, explorando estruturas de pensamentos e nao algoritmos. Essa atividade exploratoria é
central no processo e pode ser feita de modo relativamente assincrono e individual. O que chamamos
de intervengoes ao longo deste trabalho sao situagoes em que a professora trabalha com toda a turma,
muitas vezes de modo sincrono.

Assim, para além do trabalho individual dos alunos com as atividades dos cadernos, enxergamos 5
tipos de intervengoes necessarias para abordar os contetidos de fragoes utilizando os CAFs como material
de apoio: Reflexao, Instrucao Funcional, Intervencao de Sintese, Exercicios de Fixacao e Situagoes

Problema, que sao explicadas a seguir.

Reflexdo Inicial: elemento disparador, se materializa por meio de um questionamento, pode ser feita no

inicio do uso de um CAF ou no inicio de uma sintese.

Instrucdo Funcional:  visa esclarecer possiveis duvidas que o aluno tenha em relagao a funcionalidades do
caderno, as quais podem tentar ser previstas antes do uso em sala. Essencialmente lida com questoes

do tipo: “o que eu preciso fazer aqui?”.

Intervencao de Sintese (IS): momento para conceituar e sistematizar o que foi aprendido em um caderno,

relembrando algumas atividades e as relacionando diretamente com o conceito tratado. Estamos olhando
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para essa intervengao como um processo, um momento dialégico; os proprios alunos desenvolvem a ideia
do conceito que se pretende estudar, com sua linguagem; o professor conduz a discussao e formaliza o
conceito ou ideia com os termos matemaéticos necessarios. Ha momentos de sintese que se reduzem a
pouquissimas falas, mas ha aqueles mais elaborados. De qualquer modo, a nosso ver, este é o momento

mais complexo do ponto de vista pedagbgico e, por isso, serd explorado em detalhes no Capitulo 4.

Exercicios de Fixacdo: resolucao de exercicios que envolvam diretamente os conceitos estudados, com o
objetivo de compreender o significado do objeto e justificar e praticar o uso de propriedades e operagoes

decorrentes.

Situacdes Problema: modelagem matematica de situagoes problema é parte importante das habilidades
e dos contetidos, demandando do aluno mobilizar suas nogoes conceituais e propriedades operacionais
conhecidas em contextos diversos para resolvé-los.

Essas intervencoes foram definidas a priori, mas o trabalho pedagoégico desenvolvido na Escola mos-
trou, em nossa avaliacao, que foi uma definicdo adequada e funcional.

Neste ponto, para finalizar esta secdo, vamos discorrer um pouco sobre o modo como as Interven-
¢Oes de Sintese eram organizadas. A partir de 2022, na FEscola, essas intervengoes foram realizadas
com a classe como um todo, ap6s finalizarem um caderno especifico. Esses encontros, assistidos pelo
professor D., responsével pela turma, mas coordenados pela pesquisadora-professora Laura (co-autora
deste texto), duravam aproximadamente meia hora e eram conduzidos de forma dialogica, em muito

inspirados no modo de condugao de conversas matematicas exposto em Humphreys e Parker (2019).

3.2 Contexto de uso

A primeira experiéncia de uso dos CAFs foi feita a distancia, durante a pandemia de Covid-19 e,
pelas circunstancias, houve poucos elementos para avaliar seus méritos e seus problemas. Em 2022, foi
feita uma segunda experiéncia de uso, no contexto de um projeto de iniciacao cientifica. Essa experiéncia
pretendia ser mais sistemética, buscando entender em que medida os CAFs contribuem para uma melhor
compreensao conceitual de contetidos relacionados a fragdes. Para isso, foi elaborado um instrumento
diagnostico com 14 questoes sobre fracoes, a ser aplicado nas turmas antes e depois do uso da colegao
de cadernos, como pré e pos-teste.

Os cadernos foram usados com um total de 87 alunos, em duas instituigoes:

1. Escola Curumim: escola particular em Campinas, em que os alunos ja estao acostumados com
a dindmica de cadernos autocorretivos por utilizarem os cadernos de aritmética de Monthubert

(2002). Turmas de sexto e sétimo anos. (Escola)

2. Lar das Criangas: ONG de Sao Paulo, em que as criangas ficam e estudam no contra turno.

Turmas de sexto e sétimo anos. (ONG)

E importante destacar que a dinamica de uso dos cadernos foi diferente em cada instituicdo. A

dindmica prevista para o trabalho com os CAFs consiste nas seguintes etapas:

1. Uso de um caderno
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2. Mediagao individual e discussao coletiva de uso
3. Corregao por parte da professora

4. Revisao de erros por parte dos alunos

5. Intervengao de Sintese

Na FEscola, o processo foi proximo do previsto, contudo nao foi possivel utilizar todos os cadernos
e nem realizar todas as intervengoes de forma sistematica. Na ONG, a dindmica foi completamente
diferente desta prevista para os CAFs, e estd descrita na segdo 3.2.1.

Isso levou a uma terceira experiéncia de uso, em 2023, que ocorreu na Escola. Esta pretendia ser mais
rigorosa ao seguir a dinimica prevista e sistematizar as Intervengoes de Sintese, que em um primeiro
momento ainda estavam pouco desenvolvidas.

Cada uma dessas experiéncias é descrita a seguir.

3.2.1 Experiéncias de uso em 2022

As atividades com os CAFs comegaram em outubro, quando os alunos ja tinham visto o contetido
de fracdes com o professor. Na Escola, as atividades foram feitas com 4 turmas, duas de 6° ano e duas
de 7° ano, totalizando 58 alunos. Os alunos trabalharam com os CAFs majoritariamente nos periodos
das aulas, levando-os para terminar em casa quando necessirio. Assim, foi possivel sanar duvidas de
forma individual e também coletiva, no quadro, quando necessario. Além disso, a troca entre os proprios
alunos, ao fazerem grupos para resolver os CAFs, foi muito rica e pareceu engajar mais os alunos na
atividade.

Apesar da dindmica ter sido proxima do imaginado nesta instituicao, seguindo as etapas até a revisao
com quase todos os cadernos, ainda houve limitagoes no processo. Consideramos que o uso dos CAFs foi
parcial, pois nenhuma turma trabalhou com o conjunto completo dos cadernos ou conseguiu trabalhar
em todas as etapas previstas para todos os cadernos.’

Estando ainda na fase de estruturacgao e revisao da metodologia, o que chamamos de Intervencao
de Sintese foi feito de modo muito mais conciso e pouco exploratério. Foi essa experiéncia que eviden-
ciou a necessidade de interveng¢des mais intencionais, valorizando a participagdo ativa dos alunos, na
tentativa de promover didlogos sobre o tema de fragoes, também chamado de “conversas numéricas”
(HUMPHREYS; PARKER, 2019). Isso sera melhor explorado no Capitulo 4.

Na ONG, foram usados os primeiros 6 cadernos com trés turmas, porém de uma forma totalmente
diferente do que foi inicialmente imaginado para o trabalho com os CAFs. Nao foi possivel acompanhar
todas as aulas em que os CAFs foram usados, tendo sido feitas apenas duas visitas. Na primeira,
acompanhamos as aulas de matemaética de duas das turmas durante o uso dos CAFs, e, na segunda,
fizemos a aplicacdo do instrumento diagnéstico como pos-teste. Todas as turmas incluem alunos de 6°
e 7° anos, sendo que uma tem a grande maioria de alunos do 6° ano e as outras duas contam com uma
proporg¢ao mais equilibrada, sendo estes alunos de varias escolas diferentes.

Como as criangas que frequentam a ONG nao sao da mesma escola, além de cada turma ter alunos

de anos diferentes, a coordenacado e o professor de matematica decidiram tentar usar os CAFs como

'0s problemas enfrentados na aplicagdo muitas vezes derivaram do préprio calendario escolar, que foi afetado devido
a eventos internos e externos, como a Copa do Mundo de 2022.
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um instrumento de nivelamento, de apoio e de forma nao sistemética. Para isso, eles imprimiram os
cadernos e os separaram por sequéncia. Assim, ao invés de todos fazerem o mesmo caderno, na sequéncia
proposta e ao mesmo tempo, o professor foi entregando as sequéncias conforme a necessidade que via
no aluno.

Para identificar essas necessidades, além dos proprios CAFs e o que conhecia dos alunos, o professor
diz ter utilizado inclusive um instrumento diagnéstico que foi feito a partir dos CAFs. Se o aluno
comegava a ter mais dificuldades, entao ele entregava uma sequéncia mais inicial para este ou retomar
algum conceito ou apenas recobrar a confianga. Além desta diferenga significativa, também nao houve
momentos de sintese, uma vez que os alunos nao estavam todos seguindo uma ordem especifica dos
cadernos.

Apesar de nao usarem os CAFs de forma sistematica, o coordenador tinha um controle de quais
sequéncias cada aluno ja havia feito, para garantir que os alunos fizessem todas as sequéncias de todos
os cadernos. O professor era novo na ONG e fez as aplicagdes sozinho. A primeira coisa que fez com os
alunos ao entrar na instituigdo foi uma revisao geral de fragoes, com um material expositivo criado por
ele e utilizando também material manipulativo, para depois iniciar o uso dos CAFs.

Essa dindmica de uso é completamente diferente da pensada para o uso dos CAFs, mudando sua
formatagao inicial e fazendo um uso alternativo nao planejado. Como estas mudangas metodolégicas

sao bastante significativas, decidimos nao utilizar esses dados na analise.

3.2.2 Experiéncia de uso em 2023

Em 2023, houve uma terceira experiéncia de uso dos CAFs, agora apenas na Fscola. Como, em 2022,
o uso dos CAFs foi parcial, pois nenhuma turma trabalhou com o conjunto completo dos cadernos ou
conseguiu trabalhar com todas as etapas previstas em todos os cadernos, decidimos repetir o processo
com as turmas de 6° ano de 2023, buscando adequar a dinamica de uso. O uso dos CAFs se iniciou em
maio, quando o professor D. estava comegando o conteudo de fragdoes com os alunos.

E importante pontuar que, na BNCC (BRASIL, 2018), o conceito de fracdo aparece pela primeira
vez no 4° ano do Ensino Fundamental, dando continuidade no 5° ano, mas s6 sendo aprofundado no
6° ano. Assim, no 6° ano, a ideia de fracdo ndo é completamente nova. Nessa escola, os alunos veem
nos anos iniciais apenas representacoes de fraces e algumas fragoes elementares, como multiplos de %
e %. Portanto, no 6° ano o contetdo de fracdes se inicia revendo representacoes de fracoes. Foi nesse
momento que as turmas comegaram o CAF 1, ap6s ja ter uma explicagao inicial do professor D. e terem
feito alguns exercicios.

O trabalho com os CAFs foi desenvolvido de forma integrada ao do professor das turmas. Con-
tudo, os CAFs foram preenchidos majoritariamente de forma assincrona, como tarefa de casa, tendo
a possibilidade de tirar davidas com a pesquisadora quando necessario nas aulas, mas raramente com
um momento especifico para isso. Apesar de néo ser o cenério que enxergamos como ideal, a dinAmica
funcionou bem e as Intervengoes de Sintese (IS) ocorreram como planejado, com excec¢ao da IS do CAF
8, que nao foi realizada. Por se tratar de um projeto proposto por um terceiro, apoiado em todos
os momentos, mas nao guiado primordialmente pelo professor da turma, foi necessario se adequar a

dindmica do professor D. e da FEscola, aproveitando as aberturas dadas sem sobrepor as necessidades do

projeto as necessidades da turma e do docente.
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Em 2023, o uso dos CAFs seguiu de maneira bastante proxima as etapas previstas:
1) Uso de um caderno;
2) Mediagao individual e discussao coletiva de uso;
3) Correcao por parte do professor;
4) Revisao de erros por parte dos alunos;
5) Intervencao de Sintese.

Ao entregar um caderno para os alunos (etapa 1), eles sdo instruidos a fazer as atividades se atentando
para os exemplos de cada sequéncia e a conferir suas respostas no gabarito. Cada aluno deve fazer todas
as atividades do seu caderno, mas pode conversar com os colegas e tentar resolver o caderno em conjunto
e também pedir orientagdo a professora L. (etapa 2). Depois que o aluno terminava o caderno, ele o
entregava para a pesquisadora, que corrigia o caderno (etapa 3), principalmente os testes, de modo que o
aluno pudesse saber o que errou e pudesse consertar, sem que o caderno ficasse marcado definitivamente.
Na Escola, os alunos estao acostumados ao professor D. colocando um “R” de “REVER” (a lapis) nas
atividades que tenham algum erro, para que eles confiram o que estava errado e corrijam, entao assim
foi feito. O teste é corrigido com caneta. Depois, a pesquisadora devolvia o caderno ao aluno para que
revisasse seus erros (etapa 4).

Sempre era dado um prazo para que os alunos entregassem cada CAF, mas muitas vezes alguns
alunos nao entregavam e acabavam ficando atrasados. Assim que a maioria tivesse corrigido os CAFs,
era marcado o encontro de sintese (etapa 5). Esse processo para cada caderno durou, em média, duas
semanas de aula, variando muito a depender das atividades da Escola. Foram usados de forma plena os
3 primeiros CAFs antes das férias de inverno, e os outros 5 depois das férias de inverno, terminando o
uso no final de novembro.

No capitulo seguinte, detalhamos a dindmica dos encontros de sintese, os slides elaborados para
sustentar a discussao e trés desses encontros de sintese sao relatados de modo mais pormenorizado,

reproduzindo em detalhes os didlogos com os alunos em seis momentos distintos.
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Ao fim do uso e corregao de cada caderno, foram aplicadas Intervengoes de Sintese (IS), que duraram
em média 30 minutos. Para cada, foi desenvolvida pela pesquisadora uma sequéncia de slides que foram
projetados no quadro branco, cada sequéncia abrangendo o contetido de um CAF'. A proposta era ter
slides preparados, praticamente sem textos, que visavam estimular e sustentar uma conversa matemaética
em sala de aula. Dessa forma, foi possivel interagir com as imagens e textos, escrevendo por cima das
projecoes. Por exemplo, muitas vezes foi apresentada alguma atividade do CAF em escala aumentada
e pedido que algum aluno resolvesse no quadro, escrevendo no proéprio slide.

Para o desenvolvimento dessas aulas, que tém caracteristicas de aula expositiva, mas com carater
essencialmente dialogico, fomos inspirados pelo livro Conversas Numéricas (HUMPHREYS; PARKER,
2019). A posteriori, apenas recentemente, nos deparamos com uma iniciativa muito estruturada de slides
preparados para sustentar conversas numéricas em sala de aula, o material desenvolvido pelo National
Centre for Excellence in the Teaching of Mathematics 2

No geral, os alunos demonstraram gostar bastante desse momento, interagindo com a professora-
pesquisadora e se voluntariando para resolver atividades no quadro. Contudo, alunos em sua maioria
mais timidos ou que “nao se consideram bons em matematica’, a nao ser que sejam convocados a parti-
cipar, acabam interagindo pouco, ofuscados pelos que tém mais desenvoltura em matematica. Durante
as intervengoes, buscou-se incluir o maximo de alunos, chamando diferentes pessoas para escrever no
quadro, com auxilio, e fazendo perguntas direcionadas.

Pensando nos produtivos didlogos que houve nesses momentos, destinamos este capitulo ao relato
de algumas intervengoes realizadas ao longo de 2023 na FEscola. O intuito é oferecer ao leitor um pouco
do sabor dessas aulas que sao expositivas - baseadas nos slides ja preparados - mas bastante dialogicas.

Foi esse ambiente de conversas mateméticas que buscamos recriar na oficina oferecida no 6° Simposio
Nacional da Formagcao do Professor de Matematica. Nela, foi proposto que os participantes planejassem
algumas intervengoes didaticas, com foco na Intervencao de Sintese, de modo que pudessem conhecer os
CAFs e vivenciar a riqueza pedagobgica que ha nesse processo. Buscamos evidenciar a intencionalidade
nas escolhas das atividades usadas como disparadores para uma sintese e também incentiva-los a pensar
em possiveis cenérios de sala de aula. As situagbes a seguir buscam aprofundar e tornar palpavel essa
experiéncia.

Algumas pequenas observagoes sobre a apresentagao das situagoes vivenciadas em sala de aula: (%)
Reproduziremos pequenos didlogos com os alunos. Para distinguir os papéis, as falas da professora L.
estao em negrito. (i) As conversas com os alunos foram gravadas e transcritas. (iii) As intervengdes
feitas nos slides pelos alunos e pela professora foram reconstituidas a partir das anotagoes da pesquisa-

dora. (iv) Onde houver dois, ou mais, alunos participando da conversa, iremos distingui-los pelas letras

A B, CeD.

4.1 Situacaol- Fracoes com numerador maior que denominador (CAF 4)

Os slides usados nessa situacao representam uma reflexao inicial para comecar a falar sobre o tema

do CAF 4. Os alunos tinham terminado de preencher e corrigir esse caderno, que aborda nimeros mistos

'Todas as IS usadas no projeto estdao disponiveis neste link.
20 material sobre fragbes para ser discutido em sala de aula est4 disponivel neste link (acessado em fevereiro de 2024).
Os direitos autorais deste material permitem tradugao, adaptacao e uso ilimitado.


https://drive.google.com/drive/folders/1X5ISCX1GjpuXl1dG5Vc1sitlnsAANtNz
https://www.ncetm.org.uk/teaching-for-mastery/mastery-materials/primary-mastery-professional-development/fractions/
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na primeira metade e comparacdo de fragées na segunda. A intencdo aqui é que os alunos percebam
que: (1) fragoes em que o numerador ¢ maior que o denominador precisam de mais de um inteiro para
serem representadas, ou seja, sao maiores que 1; (2) fragdes em que o numerador é menor ou igual ao

denominador precisam de apenas um inteiro para serem representadas, ou seja, sao menores que 1.

Desenhe uma representacéao das fracdes

O que tem de diferente nessas fracdes?
em vermelho.

2 5 8 5 16 7 2 5 8 5 16 7
3 12 9 3 10 2 3 12 9 3 10 2

Figura 16: Slides com reflexao inicial sobre ntimeros mistos.

Fonte: Slides da intervengao do CAF 4.

Os slides tém poucas palavras, eventuais subconjuntos ou agrupamentos sao indicados com o uso de
cores. O slide da esquerda apresenta a primeira questao; no da direita, a resposta & primeira pergunta
vira ponto de partida para a seguinte.

Aqui, os alunos ja tinham falado sobre a diferenca entre os conjuntos de fragoes, dizendo que as
da direita “s@o nimeros mistos porque o numerador é maior do que o denominador”. Dois alunos
participaram da resolucdo, cada um fazendo a representagdo de uma das fragées. O aluno que fez a
representacao de % nao costumava participar muito e apresentava dificuldade nos contetidos. Assim, a
pesquisadora o auxiliou no processo com perguntas norteadoras.

— Entao eu dividi o nimero inteiro em quantas partes?

— Aluno A: Trés.

— Entao divide em trés partes. .. [aluno divide]

— Certo? Sao trés partes, quantas eu peguei?

— Aluno A: Duas. [aluno pinta duas partes|

— Aluno B: Ficou bem torto, mas tudo bem.

— Mas deu pra entender.

— Dois tercgos e cinco tergos... o que essas representagoes tém de diferente?

— Varios alunos: Pra vocé representar cinco tergos vocé precisa de mais de um quadradinho e, pra
dois tercos, nao!

Em nossa avaliacao, nessa situagao, os alunos entenderam exatamente o que era desejado que fosse

entendido por meio dos questionamentos e intervencoes dessa sintese.

4.2 Situacao 2 - Numero misto (CAF 4)

Essa situagao envolve os slides de sintese sobre nimeros mistos, que aconteceu depois da situagao
anterior e ainda de uma atividade do CAF 4 utilizando a representacdo na régua, ou se preferirmos, a

reta numérica, explorada sistematicamente em (WU, 2014).
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O que essas representacdes tem de
diferente?

numerador menor que denominador numerador maior que denominador

2 S

3 3
AHE

Figura 17: Reconstrugao do quadro apos resolucao dos alunos

HENEEE NN NN

Figura 18: Atividade do CAF 4 usada como disparador da sintese desejada.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fracgoes (2021), Caderno 4.

Na atividade apresentada na Figura 18 utiliza-se da representagao de fracGes maiores que 1 na régua
para fazer a relacao com a forma mista. Essa figura deixa clara a identificacdo da parte inteira e da
parte fracionéaria, relacionando a forma mista com a forma “imprépria”’, e portanto, os alunos devem

conseguir escrever % como um nimero misto.

Numero misto Numero misto

Se o numerador de uma fracéo é maior que o seu denominador,

Se o numerador de uma fracéo é maior que o seu denominador,
significa que essa fragéo representa algo maior que 1 inteiro.

significa que essa fragéo representa algo maior que 1 inteiro.

Assim, podemos escrevé-la como um numero misto, composto de

Assim, podemos escrevé-la como um numero misto, composto de
. uma parte inteira e uma parte fracionaria.

uma parte inteira e uma

7 _ 7 _ 41

2 2 2

3 inteiros e um meio

Figura 19: Slides de sintese sobre ntimeros mistos.

Fonte: Slides da intervengdo do CAF 4.
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A questao proposta, a esquerda, e a conclus@o a que se chegou a partir da conversa com os alunos,
a direita.

- E esse aqui, como ficaria?

- Trés inteiros e um sobre dois... trés inteiros e um meio.

- E! E o que vocé pensou?

- E porque 3 vezes 2 ¢é igual a 6 . Af eu pensei em colocar mais um meio. Porque dois meios mais
dois meios é igual a 2 inteiros. E colocando mais um meio d4 trés inteiros.

- Mais dois meios!

Mais dois meios?

.. . io 3
% + % + % da seis meios, né?

Isso, seis meios. Ai é s6 adicionar mais um meio que da sete meios.

E isso mesmo!

Sempre que um aluno responde algo, é pedido que ele explique o que pensou. Nesse caso, o aluno
respondeu quase corretamente e a pesquisadora apenas reformulou sua resposta acrescentando o que
faltou de modo que ele percebesse o erro e todos os alunos acompanhassem o raciocinio. Também era
feito o registro da fala dos alunos, no canto da lousa: % + % + % = g. Esse tipo de registro matematico
das falas dos alunos era feito por eles mesmos, a pedido da professora, quando estavam junto & lousa,
ou pela professora, quando sentados.

Muitas vezes, apds conceituarmos o aprendido, era dado um exercicio que servia como exemplo do
conceito. Na Figura 20, vemos essa situagao, com a solugao feita e explicada por um aluno. Vemos
nesta intervenc¢ao dois exemplos muito similares, mas com fungoes distintas que ilustram bem as fungoes
descritas por Rowland (2008): o primeiro visa provocar os alunos e facilitar a abstragao, o segundo tem
o carater de um exercicio, que exemplifica o que foi conceituado e abstraido.

Na Figura 20, vemos as resolucoes de dois alunos ao ser solicitado que escrevessem as fragoes % e
% como numeros mistos, como exercicio de fixagdo. O primeiro aluno colocou a forma mista direto,
sem nenhum passo processual intermediario. Ele explica que pensou que “o 5 cabe duas vezes no 10 e
sobra 2”. J4 o segundo, comecou escrevendo 22, o namero do numerador, como uma soma de parcelas
de 4, o nimero do denominador, até que nao fosse mais possivel somar 4, de forma que ele obteve
4+4+4+4+4+ 2. Depois, ele separou essa fracado em sucessivas somas de fragoes, evidenciando os
inteiros da forma %, que sao 5 , chegando no resultado que é 5;21.

O primeiro aluno efetuou a divisdo pensando em particao, ja o segundo percebeu a divisao de 22

por 4 pensando como uma distribui¢ao sucessiva.

4.3 Situacao 3 - Estratégias para comparar fracoes (CAF 4)

Essa situagao é referente a um momento da Intervengdao de Sintese da segunda parte do CAF 4,
que envolve atividades sobre comparagao de fragoes e estimativa de tamanho. O objetivo da atividade

em questao, apresentada na Figura 24, é exatamente permitir que os alunos explorem estratégias para

3 . . . .

No que diz respeito a termos fracionarios, estamos apresentando por extenso as respostas verbais dos alunos, para
exprimir exatamente o que falaram. A excecao é feita quando falamos de algo que foi feito por escrito no quadro, como é
este caso, onde usamos a notagao matematica.
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—_—
[—

4 %

Figura 20: Resolu¢ao no quadro de alunos durante a intervengdo do CAF 4.

comparar pela ordem uma fragao com outras, evidenciando o conceito de fragdo como um namero, que
pode ser representado em uma reta. Queriamos que eles criassem suas estratégias, mas também que
notassem que sempre é possivel cair nos casos anteriores, quando os denominadores (ou os numeradores)
s80 iguais; para isso, deveriamos obter uma fragao equivalente com denominador (ou numerador) igual

ao da outra fracao a ser comparada.

Atividades como essa, envolvendo representacao de fragoes na reta numérica, sao fortemente sugeri-
das por Doug Clarke, Anne Roche e Annie Mitchell no artigo 10 practical tips for making fractions come
alive and make sense (2008), e por (WU, 2014). Também em (VAN DE WALLE, 1990) encontramos
essa sugestao, justificada inclusive como meio para superar a misconception 1, em que os alunos tém
dificuldade de ver a fragdo como um tnico valor, tendendo a considerar numerador e denominador como

ntmeros separados.

Nesse ponto, os alunos ja tinham feito atividades de comparacao de fragoes com denominadores
iguais e com numeradores iguais, como as das Figura 21 e Figura 22, com as respectivas sinteses desses

casos, apresentadas na Figura 23.

Comparando fracoes - denominadores iguais

> 15 13
- 26 26
53 70
3 I s 5 31
6 < 6

Estamos contando partes de mesmo tamanho. Quanto mais
partes considerarmos, maior ser o valor

Figura 21: Comparando fragoes com o mesmo denominador. Em vermelho, a sintese que foi feita com os alunos.

Fonte: Slides da intervengdo do CAF 4.
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Comparando fracoes
- numeradores iguais

7 7

8 42

ANl V

2 5
51 36

Estamos contando o mesmo tanto de partes porém 5
de tamanhos diferentes. Quanto maior € a parte
denominador menor), maior sera o valor

Al V

Fonte: Slides da intervengao do CAF 4.

Comparando fracoes

Se duas fragdes tem denominador igual, a maior fracéo € a que
tem maior numerador

2 3

< =

77

Se duas fragdes tem numerador igual, a maior fracéo € a que tem
menor denominador

2 2

< =

7 3

Figura 23: Sintese das situagoes discutidas.

Fonte: Slides da intervengao do CAF 4.

Assim, foi apresentada a atividade da Figura 24 e pedido que um aluno resolvesse no quadro.

12 24 16
40 50 20

| ] 1l 'l |

1 ! Ll | LI |

0 a1 1
2

Figura 24: Atividade para localizar as fra¢oes na reta.

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 4.

— Aqui ja tem os pontos, é s6 ligar. Aluno A, quer fazer aqui?

— Aluno A: E s6 ligar?

— Aluno B: Tem que ligar certo, né.

Figura 22: Comparando fragoes com o mesmo numerador. Em vermelho, a sintese que foi feita com os alunos.
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[Alunos resolvendol]

— Aluno A, porque vocé colocou esse aqui?

— Aluno A: Porque eu percebi..

— Aluno C: T4 mais perto da metade!

— Aluno A: Eu percebi tipo, eu peguei, qual é a metade de 507 25. A{ pus no lugar do 25 mas fui

um pouquinho mais pra trés.

Aqui, nota-se uma estratégia interessante que demonstra um bom entendimento do conceito de fragao
e de equivaléncia de fracoes. Essa compreensdo superou as etapas de acdo e processo da teoria APOS
(DUBINSKY; MCDONALD, 2001), segundo a qual os alunos fariam contas (por exemplo dividindo em
uma calculadora). Neste ponto, as fragoes sao compreendidas como um objeto (novamente, de acordo

com APOS) em si, sobre os quais é possivel tecer consideragoes (e nao apenas agir). O aluno utilizou

1
) 90
de benchmarking (CLARKE; ROCHE; MITCHELL, 2008), a qual foi usada pelos alunos com maior

indice de sucesso na atividade de comparacao proposta em seu estudo.

uma fracao bem conhecida por ele como um referencial para a estimativa. Essa técnica é chamada

“A primeira nés chamamos de benchmarking: os estudantes comparam o tamanho de fra¢ées com

0,% e 1 . Para o par (%, g), os alunos podem perceber que % é menos que % e que g é mais que %.”

(CLARKE; ROCHE; MITCHELL, 2008) Em seguida, a professora L. apenas reforgou o que o aluno

falou para o resto da turma, buscando evidenciar a estratégia usada:

— Entenderam o que ele falou? Qual é a metade de 507

— 25.

— Entao 25 sobre 50, isso aqui é equivalente a o qué?

— Vérios alunos: meio.

— Vérios alunos: um meio.

— Entéo seria aqui [na metade], s6 que nao é 25, é 24. E um pouquinho menor, certo?
Porque essas fragoes tém o mesmo denominador: a maior é o do 25 e 24 vai ser um
pouquinho antes. Agora essas duas aqui, o que vocés pensariam?

— E porque o 16 t4 mais perto de chegar no 20 do que o 12 de chegar no 40.

— Isso! Entao se a gente pensasse: isso aqui é dividir tudo isso em 20 pedacinhos e
pegar 16. Qual é a metade de 207

—10.

0 g metade/. Entao o 16 vai estar depois do % ou antes do %?

s o1 1
Isso aqui é ; [coloca 0 0
— Depois!

—Certo! Entao s6 da para ser esse aqui [conecta o % no tracinho mais & direita]. Outra

. « . . . . 1. = 2 PR 32

coisa que vocés poderiam fazer também, é multiplicar essa fragao por ;. Af vai ficar 0
32 12 9

que é o mesmo denominador aqui, ai € s6 comparar. Qual é maior, oou s’

— O trinta e dois.

—O0 %, entao o % vai ficar aqui [conecta o

— Sim!

12

15 no tracinho restante/. Certo?
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E interessante notar que nessa situagao surgiram 3 estratégias de comparacao, todas também pre-

sentes em Clarke, Roche e Mitchell (2008). A primeira foi o benchmarking, para estimar o valor de %'

A segunda, foi o que os autores chamam de residual thinking (pensamento residual), que nada mais é do

que considerar o quao proxima de 1 cada fracao esta, ou quanto falta para “completar um inteiro”. Essa

estratégia foi usada para comparar % e %, concluindo que falta menos para % completar um inteiro
12 16

do que o 700 € portanto, 55 & maior. A tltima foi a de igualar denominadores, no caso dessas mesmas

fragoes, concluindo que ;—g é maior porque % tem maior numerador que

12
40°

4.4 Situacao 4 - Modos de gerar fracao equivalente (CAF 6)

Nesta situagao, os alunos haviam trabalhado algumas atividades do CAF para encontrar o fator

(tinico) que estabelece a equivaléncia entre duas fragdes dadas. No caso da Figura 25, é o fator 3.

Figura 25: Atividade do CAF 6 sobre equivaléncia de fragoes

Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fracoes (2021), Caderno 6.

Nesse encontro, a pesquisadora tinha a intencao de provocar a percepcao de que qualquer fator a ser

utilizado resultaria em uma fragao distinta, mas equivalente. Para isso, utilizou como disparador um

slide com a mesma situacao do CAF, apenas omitindo a fracao 1%.

Figura 26: Atividade do CAF 6 que foi apresentada na intervengdo, com a fragao 1% omitida.

— Nessa parte do CAF, algumas pessoas ficaram em divida ... mas o que ele propunha:
dividir e multiplicar por um mesmo valor. Porque se a gente divide e multiplica pelo mesmo
valor, o que acontece?

— O numero, teoricamente, continua o mesmo.

— Continua o mesmo, né? Que nem eu pegar aqui 4 X 2, da quanto?

—38.

- E se eu pegar isso e dividir por 27
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- Vira 4.

— Volta pro 4, né? S6 que se a gente fizer isso s6 no numerador, volta para o que era
antes. Entao a gente vai usar aquilo que vimos no CAF 5, que é: ao invés de dividir em
cima, eu vou multiplicar embaixo, que é a mesma coisa de inverter e multiplicar [que eles
ja tinham aprendido].

— O, a gente vai pegar uma fracio equivalente, vocés querem multiplicar por qual
nimero?

— Varios alunos: 5...2...1 milhdo... 7.

Neste ponto chegamos ao objetivo pretendido desta sintese: perceber que ao dividir e multiplicar
uma fragao por um nimero qualquer (diferente de zero) temos uma fragao equivalente, que é obtida
multiplicando numerador e denominador por este fator. O que no CAF era um exercicio para encontrar
uma solugdo tnica, aqui temos uma infinidade de opgoes a serem exploradas. Neste encontro, ficamos
numa percep¢ao ainda nao consolidada deste ponto. Na situacao seguinte, esta sintese foi trabalhada

de modo mais explicito.

¥2:7=2xL=2:4
L:<L+>x 5 5 7 6
5 5
—
K
7)< T
N/ g:ﬁ
O 35

Qx4 = |44
axg (99

Figura 27: Reconstrugao do quadro.

— 7 é bom. Entao a gente vai fazer a expressao numérica, eu vou fazer o que ta no
parénteses primeiro. % dividido por 7. D& para eu dividir 2 por 7 ?

— Nao.

— Nao da. Entdo o que a gente faz? 6 eu peguei o 7... o que é isso? E multiplicar
pelo inverso. Quando a gente ta fazendo divisao de fragao, isso aqui é a mesma coisa de:
eu inverto a operagao e inverto o nimero. Nao era assim que vocés faziam?

— Aluno A: Sim.

— Aluno B: Nao sei.

— Fica 2x1 e 5x7. Peguei o 7 e multipliquei ele embaixo. E ai eu ainda tenho que
multiplicar por 7 aqui, certo?

— Aluno A: Acho que sim...

Esta intervencao foi feita no mesmo dia, de manha e & tarde. Na parte da manha, o professor da
turma interviu para fazer a relagdo da divisdo de fracdo por inteiro, que havia sido abordada no CAF

5 de forma conceitual, com a ideia de “inverter e multiplicar”, que eles tinham aprendido recentemente:
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a . a _ a

b T T ke T

com a abordagem do professor D., a pesquisadora trouxe essa relacao também na turma da tarde, com

1 . - .
X <. Como eles ainda estavam em uma etapa de fixagdo desse conceito, e consonante

o intuito de reforgar os conceitos que sustentam o procedimento.

4.5 Situacao 5 - Equivaléncia de fracoes e o elemento neutro da mul-
tiplicacao (CAF 6)

Essa situacao se deu logo apés a situacao anterior, com a mesma turma. Os alunos tinham acabado de
exemplificar o conceito de fracao equivalente no quadro, a partir do processo de multiplicar o numerador
e o denominador por um mesmo valor, que eles mesmos escolheram.

No caso da situagao 5, a atividade disparadora envolve o “caminho inverso”’, decompondo o numerador
e o denominador da fragao % em produtos que evidenciam um fator comum: 4. Ela tem como objetivo
a seguinte sintese: ao multiplicar uma fracdo por um fator da forma %, com n inteiro, obtemos uma
fragdo equivalente; isso porque % é 1 para todo n diferente de O .

Essa sintese, que consiste em um “argumento” processual, se mostrou bastante esclarecedora para os
alunos no que diz respeito ao conceito de fragao equivalente, uma vez que eles ja conhecem a propriedade
do elemento neutro da multiplicacao.

Durante o uso do CAF 6 e apos a correcao, notou-se que muitos alunos demonstraram nao entender
muito bem a proposta da atividade, e foi necessaria também uma intervencao instrucional. Por isso, a

propria professora preencheu os espagos na lousa, a partir das respostas dos alunos.

12 _ x4
8 2Xx4
e —
L1y 4
2 4
L
=%
2
\—V—J
12 _
8 2

Figura 28: Atividade que trabalha o conceito de fragdo equivalente destacando a propriedade do 1 como elemento

neutro da multiplicacao.
Fonte: Cadernos Autocorretivos: Fragoes (2021), Caderno 6.
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— O esse aqui, gente, era o contrario... alguns ficaram em duvida. % e ai ele fez o qué
aqui?

— Aluno A: Ahh, 3 vezes 4... — Aluno B: 12 é igual a 3 vezes 4 e 8 é igual a 2 vezes 4.

— Ele ta reescrevendo a fragao. 08 eu posso escrever como 2X 4 e o 12 como...?

— 3 vezes 4.

— S6 que agora, 6, eu to multiplicando por 4 em cima e embaixo, o que isso quer dizer?
— Aluno A: Ah... 3 vezes. .. trés meios vezes quatro quartos. .. é igual...

— Aluno B: quatro quartos... Ahhh!

— Aluno A: Ahh. .. porque o quatro quartos na verdade é 1 inteiro!

— Aluno B: Faz sentido! Meu Deus!!

— Aluno C: Mas. .. ma... mas o qué??

— E 1 inteiro, certo? E o 1 disfarcado, né?

Além do atalho verbal “multiplicar em cima e embaixo”, neste momento, a professora L. se apropriou
de um outro atalho que j& conhecia por acompanhar as aulas do professor D.: dizer que fra¢des da forma

% aparecem como “ 1 disfarcado”.

—% eu escrevi dessa forma, ai aqui eu s6 separei o % do %, beleza? E o

E se eu multiplicar qualquer coisa por 1, o que acontece?

4

7 € o que? 1.

— Continua igual.

— Continua igual, porque o 1 é o elemento... o qué?
— Neutro...?7

— Ele é o elemento neutro da multiplicagao!

— Ah, verdade, qualquer coisa dividida por 1 é ela mesma.

— Isso, qualquer coisa multiplicada * por 1 é o proprio nimero. Entao a gente s ta

repetindo: g e %2 sao fragoes equivalentes. Certo? La, no outro slide, a gente pegou isso
aqui, multiplicou por um valor em cima e embaixo e chegou... em alguma coisa. Aqui a
gente s6 fez o caminho contrario. A gente poderia direto fazer o qué? Dividir o 1?? por j—i,
certo? Se eu pegar aqui % e dividir por j—i, onde eu chego?

— Trés meios, eu acho.

— 12 dividido por 47

— 3.

— E 8 dividido por 47

— 2.

— Certo? Entao isso é aquilo de reduzir, simplificar a fragao.

— Mano, se agora eu ji t6 esquecendo, imagina depois das férias!

Perceba que, aqui, novamente, a expressao “em cima e embaixo” foi utilizada. Entendemos que, no
momento das intervengoes, desde que os alunos ja estejam cientes dos termos conceitualmente corretos

(numerador e denominador), nao ha problema em utilizar atalhos verbais para facilitar a conversa.

10 Observamos que embora o aluno tenha falado sobre dividir por 1, a professora preferiu reforgar a multiplicacao,
pois este é o conceito primério: elemento neutro da multiplicagao.
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Apos essa situagao, a Intervencao de Sintese do CAF 6 é finalizada com a sintese da Figura 29 sobre
fragoes equivalentes. Novamente, nesse slide, essa sequéncia de igualdades foi exemplificada com um

valor para n, escrevendo por cima do slide.

Fracao equivalente

= 'le :io_
15

X 2
5 %5
n
n

_ 2Xn
3xn

2
3
2 x
3

gx1=
3

) 2 2xn . .
Dizemos que 5 e a3xn sao fracoes equivalentes
2-10
3 15

Figura 29: Sintese sobre equivaléncia de fragoes, com reconstru¢ao do quadro.

Fonte: Slides da intervencao do CAF 6.

4.6 Situacao 6 - Soma e subtracao de fracoes com denominadores di-
ferentes (CAF 7)

Essa situacao se deu apos a conclusao do CAF 7, que aborda soma e subtragao de fragbes com deno-
minadores genéricos. Os alunos tiveram contato anterior, por meio de atividades do CAF, com situagoes
como essa e com a ideia de “igualar denominadores”, que é um atalho verbal muito usado em sala de aula,
mas muitas vezes compreendido superficialmente pelos alunos. A proposta da atividade é representar
esse processo de igualar denominadores de forma conceitual, instigando os alunos a perceberem que ha
uma forma certa de fazer isso, pensando em fragoes equivalentes, e ndo de modo arbitrario, o que é
descrito como um misconception comum (VAN DE WALLE, 1990). A sintese que pretende-se chegar
é que: ao somar ou subtrair duas fracoes de denominadores diferentes, sempre podemos tomar fragoes
equivalentes a essas que possuem denominadores iguais, e assim, realizar a soma ou subtracdo com as
novas fragoes. Mais especificamente, sempre podemos fazer isso multiplicando e dividindo cada uma
pelo denominador da outra. Para isso, foi usada uma atividade do CAF 7 envolvendo a representacao
de area.

o que eu tenho que fazer pra conseguir

(SN
.

— Eu tenho aqui uma subtragao, né? % -
fazer a subtragao?

— Aluno A: Igualar as casas. .. os denominadores.

— T4, tem que igualar o denominador. Eu poderia, entao, simplesmente chamar os
dois de 5 e fazer assim? Posso? [escreve % - % no quadro]

— Varios alunos: Nao!

— Por qué?

— Aluno A: Porque ai nao sao fragoes equivalentes as que vocé tinha no inicio.
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4 . 2
2 5

1 2
Soma e diferenca de fracoes 2 0 5 Soma e diferenca de fracoes

L[

——

Para trabalhar com o mesmo tipo de
parte, estamos dividindo os meios em
quintos e os quintos em meios.

00 {
O {
00

oo {F
oo {
00

Figura 30: Atividade envolvendo a representagao conceitual do processo de subtracao de duas fragoes com deno-

minadores diferentes.
Fonte: Slides da intervengao do CAF 7.

— Certo, exato! Porque a gente fala normalmente “ah tem que igualar os denominado-
res”’, mas nao é igualar de qualquer jeito.

— Aluno B: Agora eu tenho uma duavida, professora. Independente de quais nimeros estejam ai nos
denominadores eu posso s6 multiplicar um pelo outro e vai dar um namero certo?

— Sim, porque no caso assim, vocé poderia multiplicar, que é o que a gente ta fazendo

aqui. .. olha, vamos fazer esse exemplo (...)

Quando o Aluno A fala sobre o procedimento de igualar os denominadores, a professora L. refuta
a simples aderéncia a regra, trazendo a conversa para o aspecto conceitual. Percebe-se que os alunos
entenderam o porqué dessa mudanca nas fracdoes nao poder ser arbitraria, ao fazerem referéncia a
necessidade de manter as fragoes equivalentes. Além disso, também foi trazido pelo Aluno B uma

sintese muito madura, préxima a aquela apresentada no slide seguinte, mostrada na Figura 31.

Soma e diferenca de fracoes

Para somar fragdes com denominadores diferentes, é preciso
igualar os denominadores, usando o conceito de fracdes
equivalentes, para trabalhar com o mesmo tipo de parte.

Figura 31: Sintese sobre soma e diferenca de fracbes com denominadores diferentes.

Fonte: Slides da intervencao do CAF 7.
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Em 2021, um grupo de estudantes do curso de Licenciatura em Matemaética se envolveu na realizagao
de diferentes projetos de iniciagao cientifica com o objetivo de estudar e aprimorar os cadernos.

Atualmente, o impacto dos Cadernos Autocorretivos: Fragdes na aprendizagem de fragoes dos alu-
nos, com foco na superagao de misconceptions, esté sendo avaliado em um desses projetos de iniciagao
cientifica, financiado pela Fundacdo de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo. Essas misconcepti-
ons sao descritas por Van de Walle como aplicacoes incorretas do conhecimento de ntimeros inteiros no
estudo de fragdes (VAN DE WALLE, 1990). Elas tendem a se manifestar em atividades operacionais
(conhecimento procedimental), mas sao, contudo, problemas de compreensao conceitual (conhecimento
conceitual).

No projeto, foi desenvolvido um instrumento diagnéstico a partir de questoes que foram usadas por
Van de Walle e por autores citados por ele para identificar misconceptions e dificuldades mais prevalentes

em fracoes, o qual esta sendo utilizado como pré e pos-teste no experimento com os CAFs.

5.1 Principais misconceptions

S&o, no total, 16 misconceptions, organizadas em uma categoria geral e trés categorias relacionadas
a cada operagao (soma e subtragao, multiplicagao e divisao). Todas as misconceptions sdo cobertas pelo
instrumento diagnostico. Aqui listamos as mais prevalentes da categoria de conceito geral de acordo

com a literatura encontrada.

1. Os estudantes pensam que numerador e denominador sdo valores separados e tém dificuldade em
vé-los como um tnico valor (CRAMER; WHITNEY, 2010, apud VAN DE WALLE, 1990).

2. Os estudantes nao entendem que % significa duas partes do mesmo tamanho (apesar de nao

necessariamente objetos do mesmo formato).

~ 1, = 1 .
3. Estudantes pensam que uma fracdo como £ € menor que uma fragdo como 75 borque 5 ¢ menor

que 10 . Por outro lado, os estudantes podem assumir o inverso - quanto maior o denominador,
menor é a fragao - o que nem sempre é verdade. Por exemplo, 3 ¢ menor que 1—72, apesar de ter
um denominador menor.

4. Os estudantes erroneamente usam ‘“regras” operacionais de numeros inteiros para operar com

fragoes - por exemplo, % + % = i.

5. Nao vincular a representacao algébrica (conhecimento procedimental) ao conceito de fragao. Por

exemplo, ao somar % + % obter i, mas chegar no resultado correto por meio de representacao

geométrica/de area.

6. Dificuldade com fragGes mistas. Apesar de Van de Walle pontuar essa misconception se manifes-
tando apenas na adi¢ao, com exemplos mais especificos de problemas nessa operagao, consideramos
como uma dificuldade geral em operar com fragoes mistas por nao entenderem o conceito, inclusive

nas outras operagoes.

J& & possivel ter um vislumbre do impacto dos CAFs na aprendizagem dos alunos ao analisar suas
respostas aos testes, como seréa mostrado a seguir. Oss dados desta avaliacdo de impacto estao sendo

estudados e elaborados.
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A analise estatistica apresentada no restante deste capitulo foi feita por Vitor Batista Rodrigues,
estudante de pods-graduagao do curso de Estatistica da Unicamp, orientado pela professora Mariana

Rodrigues Motta. A ambos deixamos nosso agradecimento.

5.2 Resumo da avaliacao feita até o momento

Cada classe, ou turma, que tenha utilizado os CAFs e ja tenha visto anteriormente os contetidos de
fragoes, fez um teste proceptual (procedimental e conceitual) sobre o tema. O mesmo teste foi aplicado
antes de iniciarmos o nosso trabalho e alguns meses depois, ao fim deste trabalho. O teste consiste
em 14 perguntas (quase todas abertas). Nosso intento original era avaliar, por meio desses testes, a
superacao de misconceptions, evolugao de taxas de acerto e evolucao dentro das categorias do sistema
de andlise Action-Process-Object-Schema (APOS) (DUBINSKY; MCDONALD, 2001).

A Teoria APOS é um modelo tedérico de compreensao de aprendizagem matemética, desenvolvido
originalmente para contetidos mais complexos, abordados no ensino superior e posteriormente utilizado
para avaliar aprendizagem de contetidos no ensino bésico. Esta teoria estabelece quatro etapas, suces-
sivas e hierarquizadas, denominadas de agdo (A), processo (P), objeto (O) e esquema (S), de forma
que agao é o nivel que indica menor dominio do conceito e objeto o nivel que indica maior dominio.
Ignoramos a categoria de esquema pois esta aparentemente nao se manifestou em um contexto mais
elementar que o usual.

Uma outra variavel que consideramos foi o nivel de engajamento. Essa variavel é, em sua esséncia,
observacional e consiste em trés niveis: engajado, pouco engajado e desengajado. Cada aluno foi
classificado de acordo com esses niveis a partir da perspectiva da professora-pesquisadora, que teve como
base aspectos como quantidade de CAFs preenchidos e corrigidos, interesse em tirar duvidas durante a
aula e participagao nos momentos de Intervengao de Sintese. Queriamos verificar se o engajamento com
o material seria um fator relevante no desempenho dos alunos nos testes.

Lembramos que, a principio, tinhamos dados de duas institui¢bes. Como no Lar das Criangas a
dindmica de uso foi muito diferente da dinAmica prevista para o uso dos CAFs, decidimos néo considera-
la na anélise, pois os dados nao eram representativos das hipéteses que tinhamos. Assim, o que se segue,
incluindo os graficos, é inteiramente referente aos dados das turmas da Escola Curumim que usaram os
CAFs em 2022. No total, foram analisados resultados de 58 alunos.

A Figura 32 a seguir mostra a relagao de acertos por periodo, série e nivel de engajamento dos alunos
que usaram os CAFs em 2022.

Vemos um desenvolvimento muito consistente das pessoas mais engajadas, e das pouco engajadas
ndo vemos uma tendéncia clara. E dificil atribuir uma relacdo causal, uma vez que o uso dos cadernos
em 2022 nao foi pleno, ou seja, nao foram usados todos os CAFs e as sinteses nao foram sistematizadas.
Além disso, ndo sabemos se o mérito é do caderno ou simplesmente do engajamento que os cadernos
trazem por sua natureza visual e de gradatividade de dificuldade, o que também seria um resultado
interessante.

Em ambos é possivel notar que os alunos desengajados tém uma média de acertos baixa. Mesmo
assim, 4 deles mostram evolugao entre o pré e o pos teste.

Em rela¢@o aos niveis de compreensdo, baseados na teoria APOS de (DUBINSKY; MCDONALD,

2001), é possivel ver que, entre os testes, as proporg¢oes de Processo e Objeto aumentam enquanto a de
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Figura 32: Acertos por periodo, série e nivel de engajamento.

Fonte: relatorio da consultoria estatistica.

Agao diminui. Isso é positivo, uma vez que o nivel A¢do é onde o aluno tem menos dominio do conceito,

reduzindo-o simplesmente a uma agao.

Nivel de Compreensao por Série e Periodo de Avaliacdo
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Figura 33: Nivel de compreensdo baseado na teoria APOS.

Fonte: relatorio da consultoria estatistica.

Para ilustrar a andlise das respostas dos alunos em relagao ao modelo APOS, observemos a Figura
34 , que mostra as respostas do aluno A3 a questao 9, no pré e no pos-teste, nessa ordem. Vemos que no
pré-teste o aluno parece s6 conseguir dizer algo sobre a posi¢ao de uma fragao na reta (ou seu tamanho)
se efetuar a divisao do numerador pelo denominador (agao). Ja no pos-teste, ele localiza todas as fragoes
corretamente sem fazer nenhuma conta, indicando que tem dominio do conceito para estimar a posicao
sem se apoiar em uma agao.

Na categoria de misconceptions gerais listadas na se¢do 5.1, apenas as duas primeiras apresentaram
reducdo significativa. Alguns outros casos, referentes as operacoes, serdo tratados em trabalho futuro e

nao cabem neste texto.
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a estava
9. Localize na reta de maneira estimada cada uma das fragtes abaixo.
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9. Localize na reta de maneira estimada cada uma das fragdes abaixo.

Figura 34: Pré e pos-teste que ilustram a evolugao do nivel de compreensao.

A analise dos dados referentes ao ano de 2023 ainda estd em andamento e resultados detalhados

serdao divulgados em breve.
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Neste texto, tivemos a intencao de apresentar as professoras e professores os Cadernos Autocorretivos:
Fracoes, explicando sua estrutura e sua logica interna e relatando com detalhes a experiéncia didatica
feita com este material. A intencdo nao é convencer os colegas a respeito de qualidades do material,
mas simplesmente apresentar as possibilidades que acreditamos serem relativamente consistentes com
as propostas do material, ao mesmo tempo em que é organizada o suficiente para facilitar a utilizagao
por parte de professores e professoras que assim desejarem.

Estamos desenvolvendo uma versao digital dos CAFs, de forma que seja possivel rodé-la em multiplas
plataformas, com dois intuitos principais: a) facilitar e baratear o custo de uso; b) permitir acompanhar
o uso do material para poder aprimora-lo.

Prevemos uma segunda versao revista e aperfeicoada dos CAFs e dos slides de apoio as sinteses e

assim, ficaremos muito agradecidos em receber um retorno com criticas, sugestoes e corregoes.



Guia de sinteses
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No ano de 2023 foram preparados 175 slides para pautar as conversas com os alunos e, conforme
j& mencionado, todos estao disponiveis neste link. Inspirados no material desenvolvido pelo NCETM
(2014) para desenvolvimento profissional de professoras, comegamos a preparar pequenos guias de apoio
ao professor, comecando pelas seis situagoes exploradas no capitulo anterior. Deixamos aqui, sem

maiores comentéarios, este material ainda em desenvolvimento.


https://drive.google.com/drive/folders/1X5ISCX1GjpuXl1dG5Vc1sitlnsAANtNz
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Sintese - onde queremos chegar

Fragdes em que o numerador € maior que o denominador sao maiores do que 1 e precisam de mais
de um inteiro para serem representadas. Enquanto fragdées em que o numerador & menor que o
denominador precisam de apenas um inteiro para serem representadas, ou seja, sd@o menores que
1. No caso em que o numerador é igual o numerador, também é preciso apenas um inteiro, na

verdade, exatamente 1 in

teiro, e essa fracdo representa 1.

Slide

Guia

O gue tem de diferente nessas fracoes?

5
2

Wl
©|0o

=

Comece apresentando a pergunta do slide e espere
as respostas dos alunos. E esperado que eles
percebam que as fragoes da esquerda possuem
numerador menor que o denominador, e as da direita
numerador maior que o denominador.

O que tem de diferente nessas fragoes?

numerador menor que denominador numerador denominador

2 5 8 5 16 7

3 12 9 3 10 2

Nesse slide aparecem as respostas, evidenciando o
padrdo que espera-se que os alunos percebam. Deve
ser apresentado apenas apds os alunos terem dito
com suas palavras.

Desenhe uma representacdo das fragdes
em vermelho.

numerador menor que denominador numerador denominador

2 5 8 5 16 7

3 12 9 3 10 2

Chame dois alunos para desenhar uma representagio
para as fragdes 2/3 e 5/3. Note que aqui é
intencional as duas fragdes terem mesmo
denominador, para que a relagdo a seguir fique
mais clara.

O que essas representacoes tem de
diferente?
numerador menor que denominador

numerador denominador

|
w|o

Cooln

Exemplo de resolugdo de alunos.

0 que deve ser evidenciado aqui é que, no caso de
2/3, é necessario apenas um inteiro para
representd-lo, ou seja, 2/3 (e qualquer fragdo com
numerador menor que denominador) € menor que 1; e
no caso de 5/3, sdo necessdarios 2 inteiros, ou
seja, 5/3 (e qualquer fragao com numerador maior
que o denominador) é maior que 1. Vale também
chamar atengdo para o caso em que o numerador é
igual ao denominador, evidenciando que é preciso
exatamente 1 inteiro para representar esse tipo de
fragao, que representa 1 inteiro.
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Situagao 2 - CAF 4

Sintese - onde queremos chegar
Podemos representar fragdes em que o numerador é maior que o denominador como um numero misto; ou seja, que
possui uma parte inteira e uma fracionaria. Isso porque fragdes desse tipo sdo maiores que 1. A reta
numérica e especialmente propicia para isto.
Slide Guia

Essa é uma atividade no CAF 4, porém com uma parte
oculta: a soma de fragdes que forma quinze quartos, que
aparece no proximo slide. Isso é interessante para que os

—— ] alunos trabalhem apenas com a representagao na régua na
]lll I[IIIIIIII] forma de nimero misto. Pega que um aluno venha resolver a
0 2 3 14 atividade. Diga que ele deve identificar qual valor esta
| INNANEN] I L1l | L] sendo medido na régua e escrevé-lo como um nimero misto.

S —— |

N

|

Se ele tiver dificuldade em entender a proposta, pode ser
interesante destacar em vermelho o intervalo em que
estamos interessados. Se necessario, oriente o aluno com

T 1 algumas perguntas: "Onde estdo os inteiros nessa régua?
RN RALY ALY BN Cada um estd dividido em quantas partes?”, "Estamos
r :T medindo até este ponto. Quantos inteiros tem? Quanto
S S e —— (qual fragdo) sobra?”. E interessante ter em mdos uma
régua comum para que eles possam fazer a relacao com algo
K D Q ja conhecido.

Depois que o aluno preencher os espagos, pega que ele
explique sua resposta. Corrija ou reafirme que na régua
podemos contar 3 inteiros e mais 3 espacinhos que

LBV SO B - representam cada um 1/4, e portanto no total temos 3 3/4.
L Estando ainda no slide anterior, pergunte se poderiamos

e — w— | olhar para esse valor de outra forma. Chame atengdo para
I"' ]"|'I'||' | a quantidade de partes em que cada inteiro estéd dividido.
T f T T Cada inteiro pode ser escrito como 4/4, e portanto

IIII Ll "_ podemos representar o valor medido na régua da forma que

é mostrado acima nesse slide. Ou seja, 15/4 = 3 3/4. Dé
destaque para ideia de que, ao olhar para 15/4, estamos
pensando em quantas vezes 4/4 cabe em 15/4. Ou
simplesmente quantas vezes o 4 (denominador) cabe no 15
(numerador), que serd a parte inteira (3), e o que falta
para chegar no 15 (15-12=3) é o numerador da parte
fracionaria. Assim, temos duas formas de representar essa
Com isso, nos encaminhamos para a sintese de fato. Pega
Numero misto que os alunos leiam juntos em voz alta o que estd no
slide, e se achar pertinente, que escrevam no caderno. Dé
destaque aos termos coloridos de vermelho e azul.

Se o numerador de uma fragio é maior que o seu denominador.
significa que essa fracao representa algo maior que 1 i

Assim, podemos escrevé-la como um niimero misto, composto de
uma parte interra e uma
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Numero misto

Se o numerador de uma fragéo € maior que o seu denominador,
significa que essa fracéo representa algo maior que 1 inteiro,

Assim, podemos escrevé-la como um numero misto, composto de
uma parte inteira e uma. 3

:7 -

A+ +2+ I
L 22 2

Il

Pergunte a turma, diante do que concluimos, como podemos
escrever 7/2 como um numero misto. Pega que expliquem o
que estiverem respondendo. Eles devem chegar em 3 1/2,
pois podemos escrever 3 vezes 2/2 mais 1/2, ou respostas
similares.

Numero misto

Se o numerador de uma fragéo e maior gue o seu denominador,
significa que essa fragéo representa algo maior que 1 in

Assim, podemos escrevé-la como um numero misto, composto de
uma parte nteira e uma

42\ = 7 -3l
T 2 2

3 inteiros e um meio

e

Reforce o que é a parte inteira e o que é a parte
fracionaria, pontuando também a forma como se 1é& um
numero misto (trés inteiros e um meio).

Fracao -> Numero misto

12
5

22
4

Esse slide contém exercicios de fixagdo. E interessante
que os alunos escrevam as fragdes como numeros mistos
primeiro no caderno, individualmente. Depois, pode-se
pedir que dois voluntarios resolvam no quadro para todo
discutirem.
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Situagao 3 - CAF 4

Sintese - onde queremos chegar

denominador igual, a maior fragdo ¢é a que tem maior numerador;
humerador igual, a maior fragdo é a que tem menor denominador;

3. Se duas fragbes ndo possuem nem numerador nem denominador igual, é possivel usar outras estratégias
para comparar, como por um referencial, vendo quanto falta para completar um inteiro ou simplesmente
igualando numeradores ou denominadores. Neste momento, ndo queremos ainda chegar a um denominador comum,
uma estratégia universal.

Slide

Guia

Comparando fracoes - denominadores iguais

>
<
3 2 a4
6 <« 6

Peca que um aluno resolva a atividade no quadro. E
possivel que ele pinte corretamente mas ndo entenda que
precisa comparar as fragdes, entdo relembre isso.
Queremos saber qual fracdo é maior, e podemos ver isso
olhando para a representagao: os quadradinhos sao do
mesmo tamanho nos dois casos e 4/6 tem mais quadradinhos
pintados, portanto € maior que 3/6. Pergunte o que as
fragbes tem em comum e o que isso significa. Eles
conseguem pensar em um padra@o para comparar fragdes
desse tipo? Queremos que eles percebam que, com
denominadores iguais, estamos contando o mesmo tipo de
parte, portanto, a maior fragdo sera a que enumera mais
partes, ou seja, a de maior numerador.

Comparando fragoes - denominadores iguais

W) [0 A5 5 13
7|

- 26 ° 26
g 53 _ 70
% - 2 31 < 31

mesmo tamanho. Quar

rmas, maior serd o valor

Neste slide aparece, em vermelho, a explicagdo
conceitual citada acima, que o professor pode ler com os
alunos. Também sugere dois pares de fragbes para que os
alunos comparem. E interessante que eles fagam primeiro
no caderno, individualmente, e depois o professor pode
resolver no quadro dialogando com eles e pedindo que
justifiquem.

Comparando fracoes
- numeradores iguais

AV

Pega que um aluno resolva a atividade no quadro.
Novamente, queremos representar as fragdes em barra e
compara-las. Qual barra esta mais pintada (em relagao a
area)? Esta serd a maior fragdo, que é 5/6. Apenas
olhando para a representagado simbélica (de numeros) pode
ser muito confuso para os alunos entenderem o conceito e
o padrao para comparar fragdes com numeradores iguais.

Comparando fracées
- numeradores iguais

Sugerimos fazer uma ilustragdo mental com barras de
chocolate. Diga para os alunos pensarem nessas barras
como sendo de chocolate. Considere duas situagdes: 1)
divido a barra em 8 pedagos e dou 1 para um aluno; 2)
divido a barra em 6 pedagoes e dou 1 para um aluno. Em
qual dos casos o aluno come mais chocolate? Qual pedago
é maior? Essa ilustragdo pode ser feita com valores
diferentes dos do exemplo, como 10 e 3, para que a
diferenga fique mais clara. E esperado que os alunos
percebam facilmente que o caso em que divido o chocolate
em menos partes é mais vantajoso.
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denominador menor), mai

Comparando fracoes
- numeradores iguais
7 7 =
e . Y
8 42 A =
] ©
25 25 AN
51 36 A
Estamos ortan 5
de tamanhos diferentes. pas 8 @

Nesse slide, aparece uma explicacgdo conceitual que se
relaciona com a ilustragao do chocolate. Ou seja, se o
denominador é o tipo de parte, quanto menor ele for,

quer dizer que meu tipo de parte é

fragdes tem mesmo numerador, estamos pegando a mesma
quantidade de partes, e portanto, a maior fragao sera a

que tem partes maiores, a de menor
os alunos fagam as comparacgdes das
caderno e depois resolva no quadro
Pode ser necessario se voltar para

maior. Se duas

denominador. Pega que
fragdes propostas no

dialogando com eles.

a representagao em

barras novamente para que absorvam o conceito, porém é
importante que aprendam o padré@o, pois como é o caso das
fragdes propostas, ndc podem fazer diagramas para

Comparando fracoes

Se duas fragdes tem ,a maior fragéo éa que

tem maior numerador

2.3

Se duas fragdes tem a major fragéo é a que tem

menor denominador

7 3

Este slide aborda as duas sinteses sugeridas pelos
slides anteriores. No documento, os elementos vao
aparecendo sequencialmente: a frase, depois as fragdes e
depois o sinal de desigualdade; de modo que é dada a
oportunidade dos alunos responderem qual fragdo é maior
em cada caso antes de aparecer a "resposta". E
interessante que os alunos leiam juntos cada sintese, e,

se possivel, anotem no caderno.

Aqui, o objetivo é permitir que os alunos explorem
estratégias para estimar o “tamanho” de uma fragéao
comparada a outras, evidenciando o conceito de fragéao
como um numero, que pode ser representado em uma reta.
Queremos que eles criem suas estratégias, mas também que
notem que sempre é possivel cair nos casos anteriores
utilizando o conceito de fragdo equivalente. Pega que um
aluno faga no quadro, com o auxilio do professor e dos
colegas se necessario.

Mesmo que néo surjam a partir dos alunos, ¢ interessante destacar
estratégias como: benchmarking, no caso de utilizar a fragéo 1/2 = 25/50
como referéncia para definir onde 24/50 esta; perceber que 16/20 esta mais
proximo de completar 1 inteiro do que 12/40, e portanto 16/20 esta depois
da metade e proximo de 1 e 12/40 antes da metade.; em todos os casos
também & possivel encontrar fragdes equivalentes e comparar utilizando os
casos anteriores. A intengao aqui ndo ¢ ser exato na identificagdo, mas
agugar o olhar dos alunos para as fragdes como um objeto que eles podem
manejar de diversas formas e com diferentes estratégias.
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Situagao 4 - CAF 6

Sintese - onde queremos chegar
Ao dividir e multiplicar uma fragdo por um nimero qualquer temos uma fragdo equivalente, que é
obtida multiplicando numerador e denominador por este fator. Ou seja, uma fragdo possui
infinitas fracdes equivalentes.
Slide Guia
Comece perguntando aos alunos o que acontece
quando eles dividem e em seguida multiplicam
2 =(L +D)XD um valor por um mesmo numero. D& um exemplo
5

numérico, como 8 dividido e multiplicado por
2. Eles devem perceber que isso nao altera o
valor inicial. Com as fragdes, € o mesmo, sé
que ao fazer essas operagdes, é possivel
alterar os valores do numerador e do
denominador, sem alterar o valor da fragao em
si, gerando uma fragdo equivalente. Pega que
eles escolham um numero, destacando que
qualquer numero inteiro é valido e gerard uma
fracao equivalente.

Para fazer a atividade, pode ajudar relembrar
expressBes numéricas. Vamos fazer um passo de
cada vez, comegando pelo parénteses. Nesse
\ , ponto, eles ja trabalharam com multiplicagéo e
2 divisdo de fragdo por inteiro no CAF 5, mas
“(5%;) X ? podem ndo lembrar que ao dividir uma fragdo
por inteiro podemos multiplicar o denominador
por esse inteiro. Relembre isto. Caso ja tenha
sido trabalhado a ideia de "multiplicar pelo
inverso", também é interessante pontuar isso,
como € mostrado no canto superior do slide.

x
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v
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o
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o

2.y :2«4 |Finalizando todos os passos e operagdes,

& *+ B3 recaptule o processo e destaque o fato da

fragcao final ser o que chamamos de fragao

. , equivalente a primeira. Ou seja, essas duas
2 fragdes sdo iguais em valor. Nesse caso, pode

x( )(7

ser interessante efetuar a divisao de 2 por 5
e 14 por 35 para que eles vejam que de fato
sado o mesmo valor, apenas com uma
representagdo simbélica diferente.

!
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Situagao 5 - CAF 6

Sintese - onde queremos chegar

Ao multiplicar uma fragdo por um fator da forma n/n, com n inteiro, obtemos uma fragdo equivalente; isso
porqué n/n é 1 para todo n.

Slide Guia
Fazendo uma ligagdo com a atividade anterior, diga aos
a2 _ [k alunos que aqui estamos fazendo o caminho inverso, porem
8 2x4 exemplificando o mesmo conceito. Ao invés de multiplicar e
1. 4 dividir uma fragdo por um fator, vamos tentar reescrever
e essa fragao de modo que fique explicito uma fragao
—_— equivalente "dentro dela”. Ou seja, temos que encontrar um
L;lx 1 fator comum no numerador e denominador.
2
—
2 O
8 2

Direcione-os a perceber que, na primeira linha, a
atividade propde que apenas se reescreva cada uma das
partes da fragdo. "8 é igual a 2 vezes 4; e 12 é igqual a
quanto vezes 47?". Pega que expliguem o que acontece na
segunda linha. Pensando na multiplicacgao de fragoes,
apenas separamos essa operagdo, ficando com 3/4 x 4/4. A
passagem da terceira linha para quarta é o ponto chave,
pois é onde eles devem perceber que 3/4 e 12/8 sédo
equivalente pois chegamos em uma multiplicacdo por 1 (um
inteiro), que ndo altera o valor do primeiro fator por ser
o elemento neutro da multiplicag@o. Percebendo isso,
recaptule os passos da atividade e destaque a equivaléncia
das duas fragoes.

Na sintese, segue-se uma sequéncia de igualdade que mostra
que 2/3 é igual a 2xn/3xn. E interessante mostrar
igualdade por igualdade, de forma que eles possam
compreender os passos desenvolvidos e a ideia de "valor
arbitrario" representado pelo n, algo que nao é comum
verem no sexto ano. Comece neste slide, dizendo que 2/3 é
a mesma coisa de 2/3 x 1, e pergunte o porqué; Pois o 1 é
o elemento neutro da multiplicagdo, qualquer valor
multiplicado por 1 resulta nele mesmo.

Fracao equivalente

x 1=

w|mn
w|mn
x
315
Il

Sendo n um numero inteiro

Contudo, podemos escrever esse 1 como uma fragdo em que
numerador e denominador sdo iguais. Exemplifique com
valores numéricos: "0 que é 3/3? E 5/5? e 13/13?" Se
necessdario, revisite alguma representagdo que deixe essa
ideia mais clara, como a de barras. Explique que estamos
usando a letra n para representar qualguer valor. n é um
numero qualquer, poderia ser 2, 7, 500, 345, etc. Além
disso, poderiamos também escolher qualquer outra letra,
mas comumente usamos n para representar numeros naturais
ou inteiros na matemdtica.

Fracao equivalente

x 1
n 3xn

Sendo n um numero inteiro

- 2Xxn

Agora, podemos simplesmente efetuar a multiplicagdo dessas
duas fragdes, multiplicando numeradores um a um e
denominadores um a um. E importante destacar que a
multiplicacdo de fragdes s6 é vista de forma completa no
CAF 8, posterior ao trabalhado nessa situagdo (CAF 6).
Contudo, desde o CAF 6 j& é possivel, e na verdade quase
inevitavel, falar sobre multiplicagdo de fragdes, que é a
operagdo que segue o0 processo mais natural aos alunos:
"operar em cima e em baixo".




Guia de sinteses

| 55

Fracao equivalente
245 - Ax5 . 0
3 & x5 15
2y 1= 24N 2xn
3 3 n 3xn

n
sao fracoes equivalentes
3xn ¥ q

E de extrema importéncia exemplificar essa sequéncia de
igualdades com um valor numérico para n. Assim, deixe que
os alunos escolham um valor para n, efetue as operagdes

com este valor e destaque a fragao equivalente encontrada.

Novamente, aqui faremos um exemplo, mas eles devem
entender que poderiam escolher qualquer valor.
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Situagao 6 - CAF 7

Sintese - onde queremos chegar

Ao somar ou subtrair duas fragdes de denominadores diferentes, sempre podemos tomar fragdes equivalentes a
essas que possuam denominadores iguais multiplicando e dividindo a cada uma pelo denominador da outra, e assim
realizar a soma ou subtragdo com as novas fragoes.

Slide Guia

Essa é uma atividade do CAF 7. Dada essa subtragao de
fragdes, pergunte aos alunos o que eles tem que fazer para
efetuar essa operagdo. Como eles ja trabalharam com o CAF,
é possivel que digam que deve-se igualar os denominadores.
Pergunte se poderiamos apenas manter um dos denominadores,
sem alterar os numeradores, e realizar a soma, o que é uma
misconception comum. Queremos que entendam que ha uma
forma correta de "igualar os denominadores”, que é
utilizando fragdes equivalentes. Caso digam que basta
somar "em cima e embaixo”, relembre o que representa cada
parte, numerador e denominador, usando a representagdo da
prépria atividade, para mostrar que ndo faz sentido somar
"0 tipo de parte", que resultaria em outro tipo de parte
(sétimos). Pega que um aluno resolva a atividade no
quadro.

Soma e diferenca de fracées

Se necessario, medie o processo dizendo que, na primeira
parte, estamos apenas representando as fragdes de cima no
formato de barras. Na segunda parte, dividimos meios em
quintos e quintos em meios. Isso é representado pelas
setas, que levam a diviséria lisa dos meios no inteiro
dividido em quintos e as divisdérias pontilhadas dos
quintos para o inteiro dividio em meios. Destaque que eles
devem pintar o mesmo espago que pintaram na primeira
linha, e na verdade é como se estivéssemos simplesmente
fazendo essas novas divisdes nas proprias representagdes
da primeira linha. Agora, que tipo de parte ndés temos? Nao
sao mais meios nem quintos, mas décimos, em ambas as
representagdes. 0 aluno deve escrever a fragao equivalente
representada em cada caso e realizar a subtragao. Tendo o
mesmo tipo de parte, basta operar com os numeradores.

Soma e diferenca de fracées

Recaptule o que foi feito e destaque que, ao somar ou

subtrair fragdes, nosso objetivo sempre é trabalhar com o
mesmo tipo de parte, pois é algo que sabemos operar. Para
isso, dividimos meios em quintos e quintos em meios. Pega
que os alunos leiam em voz alta o que esta no slide. Isso
vale para quaisquer fragdes, com quaisquer denominadores.

Soma e diferenca de fracoes

Para trabalhar com o mesmo tipo de
parte, estamos dividindo os meios em
quintos e os quintos em meios.

Em seguida, concluimos essa atividade exatamente com essa
Soma e diferenca de fracées sintese, dando foco para o conceito de fragdes
equivalentes.

Para somar fractes com denominadores diferentes, é preciso
gualar os denominadores, usando o conceito de fragdes
equivalentes, para trabalhar com o mesmo tipo de parte.
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