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Vi Prefdcio

Este trabalho é resultado do minicurso Introducdo a Programacdo com Python para Sala de Aula de
Matemdtica ministrado no 6° Simpoésio Nacional da Formacdo do Professor de Matematica, realizado
em 2023 pela Associacao Nacional dos Professores de Matemaética na Educagao Basica — ANPMat e Uni-
versidade Federal do Estado do Rio de Janeiro - UniRio e reflete a experiéncia dos autores ministrando
cursos similares em projetos de extensao e outros eventos.

Nele sao apresentadas algumas das atividades desenvolvidas nesse minicurso sobre possibilidades de
uso da linguagem de programagcao Python por professores de Matematica em sala de aula, uma vez
que tém sido tendéncia nos ultimos anos e seu uso incentivado por pesquisas e documentos

oficiais tais como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC):

Associado ao pensamento computacional, cumpre salientar a importancia dos

e de seus , que podem ser objetos de estudo nas au-
las de Matematica. Um é uma sequéncia finita de procedimen-
tos que permite resolver um determinado problema. Assim, o é

a decomposi¢ao de um procedimento complexo em suas partes mais simples,
relacionando-as e ordenando-as, e pode ser representado graficamente por um
. (BRASIL, 2018, p.271).

O Python é uma linguagem de programacao de alto nivel que se tem mantido entre as mais populares
dentre as diversas linguagens de programacao disponiveis atualmente. Além disso, ela se destaca por ser
uma das principais opgoes para se trabalhar com Matematica, uma vez que oferece varias possibilidades
de aplicacao e possui uma extensa lista de bibliotecas prontas para uso, acelerando o desenvolvimento
do

Nao é intengao deste texto dar um curso completo de programagcao em Python (como tantos que ja
se encontram disponiveis na internet), e sim focar apenas em sua parte matemaética. O leitor podera
encontrar mais informagoes sobre o Python e alguns tutoriais, bem como fazer seu download, no site
oficial da linguagem. Entretanto, para o proposito desse material, isso nao sera necessério, ja que vamos
utilizar o (ou simplesmente ) diretamente no navegador de internet.

Além de incluir algumas atividades adaptaveis para a sala de aula de Matemaética, o livro fornece aos
professores um conhecimento inicial sobre os recursos da linguagem Python, permitindo que desenvolvam
suas proprias atividades e integrem a programagao com Python em sua pratica docente. Como ele é
destinado a introduzir a programacao com Python para professores de Matemaética, este livro concentra-
se em apresentar os fundamentos da linguagem, como sintaxe basica, estruturas de controle, manipulagao
de dados, criagao de funcoes e uso de bibliotecas relevantes. Ele demonstra a aplicacao de Python
na resolucao de problemas matematicos e sugere maneiras de integrar a programacao ao curriculo de
Matemética, como a utilizacao do Logo, por exemplo.

Para tirar o méaximo proveito deste livro, é aconselhavel que o professor de Matematica leitor possua
conhecimentos béasicos de logica e esteja familiarizado com o uso de um computador. No entanto, o
pré-requisito mais importante é ter disposicao para aprender.

Acreditamos que uma efetiva integracdo do Python nas aulas de Matematica requer a capacitagao
adequada dos professores por meio de experiéncias de aprendizado com a linguagem. Dessa forma,
esse texto foi construido buscando proporcionar boas experiéncias de aprendizado e exemplificar como
o Python pode enriquecer as préticas educacionais dos professores de Matematica, tanto em formacao
inicial quanto continuada. Esperamos que o professor de Matematica leitor sinta-se mais seguro e

confortavel ao incorporar o Python em suas praticas docente.

Belo Horizonte, janeiro de 2024
Os Autores


https://www.python.org
https://www.python.org
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Sabemos que aprender uma linguagem de programagcao pode ser uma experiéncia enriquecedora e,
ao mesmo tempo, desafiadora. Assim, é valido considerar alguns pontos de atencao e pré-requisitos
que podem aprimorar significativamente esse processo, tais como dominio de logica, familiaridade com
computadores, possivelmente um pouco de inglés técnico e, talvez o mais importante: persisténcia e
paciéncia.

Nao é intencao deste texto dar um curso completo de programacao em Python, mas focar apenas
em sua parte Matematica com objetivo de proporcionar experiéncias ao professor de Matemaética leitor,
exemplificando como o Python pode contribuir em sua pratica docente. Além de oferecer algumas
atividades que podem ser adaptadas para o contexto da sala de aula, o livro proporciona aos professores
um conhecimento inicial sobre os recursos da linguagem Python para, assim, eles desenvolverem suas
proprias atividades integrando a programacao de computadores com a linguagem Python em suas aulas
de Matemética.

No contexto educacional, a BNCC ressalta a importancia dos no desenvolvimento do

pensamento computacional dos estudantes e menciona que eles podem ser objetos de estudo nas aulas

de Matemaética. Véarias habilidades da BNCC descrevem a inclusao de , como, por exemplo,
a habilidade do Ensino Fundamental EFO6MAO04, que diz: “Construir em linguagem natural
e representa-lo por que indique a resolugdo de um problema simples (por exemplo, se um

niamero natural qualquer é par)”. Sabemos que habilidades como essa nao necessitam obrigatoriamente
da implementacao em linguagem de programagcao para serem desenvolvidas em sala de aula. No entanto,
a implementacao pode enriquecer a experiéncia educativa e deixa-la mais completa.

No ambito do Ensino Médio, destacamos aqui duas habilidades da BNCC que recomendam um
trabalho com e programagao em sala de aula. Sao elas a habilidade EM13MAT315, que
diz “Investigar e registrar, por meio de um , quando possivel, um que resolve
um problema” e a habilidade EM13MAT405, que diz “Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de
programacao na implementagao de escritos em linguagem corrente e/ou matemética”. Dessa
forma, é notoério o potencial do Python para contribuir efetivamente no desenvolvimento dessas e de
outras habilidades da BNCC.

Assim, dividimos este texto em 6 capitulos. Apos esta introdugdo, o Capitulo 2 — Introdugao ao
Python apresenta os fundamentos da linguagem Python de uma forma simples e direta. A seguir, o
Capitulo 3 — Bibliotecas Mateméticas mostra as principais bibliotecas disponiveis na linguagem para
realizar célculos e manipulagoes matematicas. No Capitulo 4 — Introducao a Programacao sao descritos
os principais mecanismos para o controle do fluxo de um programa. E finalmente, o Capitulo 5 — Simu-
lando Logo em Python utiliza o Python para simular o Logo, uma linguagem de programacao dedicada
especificamente para o ensino de programagao capaz de realizar construgoes geométricas complexas de

forma simples.

1.1 Python

A programacao esté fortemente ligada a ideia de , que é muito importante para a Ma-
tematica. A humanidade j4 vem utilizando desde a antiguidade. Aproximadamente 2500
a.C., os babilénios j& utilizavam algoritimos para efetuar divisoes. No século IX, Muhammad ibn Musa

al-Khwarizmi escreveu um livro sobre solugoes de equacoes que nos da o nome usado até hoje.
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Porém, apenas no século XX que Alan Mathison Turing finalmente estabelece precisamente o que é um

, definindo o que hoje chamamos de méquina de Turing.

De modo simplificado e informal, podemos dizer que um é um procedimento para resolver
um problema. Esse procedimento deve garantir a solugao do problema, ou verificar a impossibilidade de
obté-la, e é composto por um numero finito de passos sem nenhuma ambiguidade. A principal questao
aqui, que foi resolvida por Turing, é definir quais s@o os passos possiveis que eliminam completamente

as ambiguidades.

Programar é escrever um em uma linguagem de programagdo. Assim, a questdao dos
passos possiveis fica resolvida, pois eles sdo as instrugoes definidas na linguagem. Cada linguagem de
programacao tem um conjunto de instrugoes pré-definidas, cada uma sendo mais adequada para resolver
um tipo especifico de problema. Essa é a razao da existéncia de tantas linguagens, como, por exemplo,

Assembler, Fortran, C, Algol, Java, R, Matlab, Lisp, Lua, Python, entre muitas outas.

Entre as diversas linguagens disponiveis atualmente, o Python, lancada em 1991 por Guido van
Rossum, é uma das mais populares. E considerada uma linguagem de alto nivel, isso é, ¢ uma linguagem
onde as instrugoes sao mais préoximas da linguagem humana em oposigao a linguagens onde as instrugoes
sdo mais proximas do funcionamento interno do computador. E uma linguagem de uso geral, em oposicao
a linguagens criadas para algum uso especifico como ensino, efetuar célculos matematicos ou produzir
paginas de internet. Uma caracteristica fundamental do Python é que ela é uma linguagem interpretada,
isto é, o interpretador Python executa os comandos assim que o usuario os apresenta. Neste material

vamos tirar proveito dessa caracteristica.

Para usarmos qualquer linguagem de programacao, precisamos de um programa que a traduza para
a linguagem usada de fato pelo computador, que chamamos de linguagem de maquina. Os desenvolve-
dores normalmente usam programas elaborados que os auxiliam em diversas formas na tarefa de criar
programas de computador. Esses programas sao chamados de IDEs (Integrated Development Environ-
ment) ou Interfaces Integradas de Desenvolvimento. Na proxima se¢ao apresentamos uma sugestao de

IDE para realizar as atividades propostas neste material.

1.2 Interfaces de Desenvolvimento

Existem diversas interfaces de desenvolvimento adequadas para o Python, elas diferem em comple-
xidade e capacidade. Em geral, é necessario instalar no computador o interpretador Python e alguma
dessas interfaces. Para simplificar esse processo vamos utilizar uma interface online gratuita que nos
permite realizar todas as agoes que desejamos sem a necessidade de instalar nenhum software: o

, ou simplesmente

O é uma IDE online, disponibilizada pela Google, que permite escrever e executar um coédigo
em Python diretamente no navegador. Para utiliza-la, é necessario entrar em uma conta Google e
acessar o . Os arquivos sao salvos em uma pasta propria dentro do Google Drive e cada arquivo

é chamado de



4| 1. Introducéo

Uma vez acessado, vocé deve abrir um novo conforme opgoes exibidas nas Figuras 1 e 2.

Ao ser aberto, o do ird abrir uma janela como a exibida na Figura 3, onde os codigos

Python serao inseridos.

Exemplos Recente Google Drive GitHub Upload
Aberto pela Primeiro acesso —
Titulo _— [ B
ultimavez -
Q) 0I5 este é o Colaboratory (2]

Novo notebook  Cancelar

Figura 1: Uma maneira de abrir um novo no

cO Ol3, este € o Colaboratory

Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execucdo Ferramentas Ajuda

I. Novo notebook + Texto & Copiar para o Drive
ne

Abrir notebook Ctrl+0

Q, F Fazer upload de notebook

¢ O que é o Colaboratory?

<>
o . ratory ou "Colah" permite escrever codi
| Salvar uma cépia no Drive

() - ..
Salvar uma cépia como Gist do GitHub thuma configuragdo necessaria

Salvar uma cépia no GitHub 1550 gratuito a GPUs
i npartilhamento facil

Salvar Ctrl+S L
e ser um estudante, um cientista de de

para saber mais ou simplesmente comr

Fazer download

Imprimir Ctrl+P iros passos

Figura 2: Outra maneira de abrir um novo no


https://colab.research.google.com
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& Untitled.ipynb

Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda

+ Codigo + Texto

O 1

<
O
Figura 3: aberto no
Observe que o ¢é organizado em células, como podemos ver na Figura 3, onde o niimero

1 é o contador da célula. Cada célula pode conter texto ou codigo. As células com texto apresentam
informagao para o leitor e podem conter equagoes mateméticas escritas em KIEX. Ja as células com
codigo podem conter uma ou mais linhas de instrugoes e sao executadas quando clicamos o botao de
play © do seu lado esquerdo.

Um dos co6digos mais populares quando se esta aprendendo programagao é exibir na tela a mensagem
“Alo Mundo!”. Para isso, vocé deve digitar print(’Alé Mundo!’) na linha 1 do seu
O comando print() exibe (ou imprime, no linguajar da computagao) algum tipo de dado na tela. Para
executar o codigo, clique em ©. O resultado do codigo executado aparecera logo abaixo, conforme

mostra a Figura 4.

o print('Al6 Mundo!"')
Alo Mundo!
Figura 4: Meu primeiro c6digo em Python.

Vérios exemplos e atividades apresentados neste texto estao disponiveis em A

pasta com todos os pode ser acessada pelo link a seguir.

Pasta do Google Drive com os disponibilizados para o

acompanhar este texto.



https://drive.google.com/drive/folders/1JOfXknS0jOcvZDFGVbwQ3TY5iCKcAEk9?usp=sharing

Introducao ao Python
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Neste capitulo, vamos mergulhar nos conceitos necessarios para iniciar a programagao em Python.
Comegaremos com as operagoes matematicas que alimentam calculos precisos até o uso varidveis para
armazenar dados e informacoes cruciais. Nos proximos capitulos vamos abordar os controladores de
fluxo que dirigem o curso de execugao do cédigo, bem como apresentaremos as estruturas de repeticao.

Além disso, apresentaremos o conceito de funcio nessa linguagem.

2.1 Operacoes e Fungcoes Matematicas

° 1243

Figura 5: Exemplo de uma soma simples no Python.

O Python pode agir como uma calculadora, fazendo calculos simples. Basta digitar uma expressao
e depois executé-la, para o resultado aparecer imediatamente. A Figura 5 mostra um exemplo e a

Tabela 1 mostra os operadores numéricos disponiveis no Python.

Tabela 1: Principais operacoes numéricas em Python.

Funcao Sintaxe Exemplo Resultado
Soma + 2+3 5
Diferenca - 2-3 -1
Produto * 2%3 6
Quociente / 2/3 0.6666666666666666
Poténcia * % 2%%3 8
Quociente Inteiro // 5//3 1
Resto da Divisao % %3 2

O trecho de c6digo abaixo apresenta alguns exemplos iniciais. Vocé pode digitar uma linha em cada
célula do e, ao executa-la, o Python retorna o resultado dos calculos. Note que se vocé digitar
mais do que uma expressao na mesma célula, o exibe apenas o resultado da tltima. Mais a frente

no texto, veremos como controlar o que é exibido como resposta.

3 % (5 + 2) # Calcula a soma 5 + 2 e depois multiplica por 3
2%%3 # Calcula o cubo de 2

10 / 3 # Calcula uma aproximagao para a divisdao de 10 por 3
10 // 3 # Calcula o quociente inteiro da divisao de 10 por 3
10 % 3 # Calcula o resto da divisdo de 10 por 3
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Observe que o texto escrito a partir do caractere # é ignorado pelo Python e néo precisa ser digitado
para que ele efetue as operagoes. Esse texto é chamado de comentario e é usado apenas para informar o
leitor humano sobre o que o codigo pretende fazer. E uma recomendacao geral na programacio escrever
comentérios informativos com o cédigo para esclarecer aspectos que podem ser obscuros para outras
pessoas.

Outro ponto importante: escreva os comandos comecando na primeira coluna, isto é, nao deixe
espacos no inicio da linha. Mais a frente veremos que o Python usa a coluna onde os comandos comecam
na linha para definir a estrutura do cédigo. Esse alinhamento do c6digo com relagdo ao inicio da linha
é chamado de indentagéo, e o Python vai gerar um erro se a indentacao estiver errada.

Por padrao, o Python trabalha com 16 casas decimais. Entretanto, o usuério interessado pode

limitar a quantidade de casas com o comando round.
‘ round(nimero, quantidade de casas decimais)

A Figura 6 mostra um exemplo com 5 casas decimais.

o round(2/3,5)

0.66667

Figura 6: Limitando a quantidade de casas decimais com o comando round.

Para se calcular uma raiz n-ésima, basta recorrer & poténcia 1/n. Assim, V8 é calculado como
8**(1/3). Também pode-se usar representacdo decimal para o expoente. Por exemplo, v2 pode ser

calculada como 2**0.5.

Tabela 2: Principais operacoes relacionais em Python.

Relagao Sintaxe Exemplo Resultado
Maior que > 3 >4 False
Maior ou igual a >= 3>=4 False
Menor que < 3 <4 True
Menor ou igual a <= 3<=4 True
Igual == 3==4 False
Diferente 1= 31=4 True

Também podemos verificar a relacao entre valores, testando se um valor é maior, menor, igual ou
diferente do que outro. A Tabela 2 mostra a lista dos principais operadores relacionais do Python.
Cada um desses operadores compara os valores & esquerda e direita e retorna se a relacdo é verdadeira
(True) ou falsa (False). Note que para o Python esses operadores funcionam como os operadores
numéricos, eles recebem dois valores e retornam o resultado. Nao podemos uséa-los para definir relagoes

como fazemos na Matematica para especificar conjuntos de niimeros.
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Um com exemplos do uso do Python como uma calculadora pode ser acessado pelo

link a seguir.

com exemplos do uso Python para efetuar operacoes

matematicas.

2.2 Armazenando Informacoes

Nesta secao, vamos apresentar como o Python armazena informacées na memoéria do computador.
Na proxima, mostramos estruturas elaboradas para armazenar informacoes mais complexas de modo
organizado.

No Python as informagdes sdo armazenadas em varidveis, que funcionam como caixas que armazenam
informagoes na memoria do computador e servem para guardar diferentes tipos de dados. Cada variavel
tem um nome tnico e pode conter um valor especifico (numérico ou nao). Cuidado para nao se confundir
com a noc¢ao de variaveis na matematica. Aqui variavel significa unicamente uma informacao especifica
armazenada na memoria.

Os dados que armazenamos podem ser de diferentes tipos como ntmeros ou texto. Os principais

tipos de dados existentes no Python sao:

Numeros inteiros;

Nuameros reais, que sao armazenados de forma aproximada;

e Numeros complexos;

Texto, que é chamado de strings na programacao e

Valores booleanos, isto é, verdadeiro ou falso.

A seguir apresentamos alguns exemplos de cada um desses tipos de dados e como eles sao armazenados.

Os numeros inteiros (int) sao representados pela representagao direta do namero.

10

-15
1_345_234
1345234

Note que nao podemos usar o ponto de separacao de milhares, pois para o Python o ponto indica a parte
decimal do ntimero, como veremos a seguir. A forma de separar os milhares e facilitar a leitura do valor
é usar o caractere de sublinhado _, como mostrado na peniltima linha do exemplo. Entretanto, essa
separacao nao é obrigatoria, e o usuario pode digitar o nimero sem qualquer separagao, como mostrado

na tultima linha do exemplo.


https://colab.research.google.com/drive/13LdzKFuTIJtwOp3aCqnZ9GDYrXx6hgrL?usp=drive_link
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Obviamente, os nimeros Reais nao podem ser representados com um ntmero infinito de casas
decimais (ou binéarias no caso da memoria do computador). Dessa forma, eles sdo armazenados usando
a técnica de Ponto Flutuante. Na computacao, nimeros armazenados com essa técnica sao chamados
de float. Assim, ao se trabalhar com ponto flutuante, sempre devemos lembrar que estamos usando
aproximagoes. Por exemplo, o ntmero 0,1 é uma dizima em binario e nao pode ser representado

exatamente na memoria do computador. O que temos é a seguinte representagao aproximada
0.1 = 0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625

Fazendo uma anélise simplificada, podemos dizer que o computador consegue armazenar corretamente
valores com 16 casas decimais de precisao.
Para representarmos ntimeros reais, isto é, nimeros em ponto flutuante, devemos usar o ponto mesmo

que o valor decimal seja zero, como nos exemplos a seguir.

10.0 =10

3.1415 — 3,1415000000
1_345_234.25 = 1.345.234,25
1345234.25  — 1.345.234.25

25.3e4 — 25,3 x 10* = 253.000,0

Para facilitar a representagdo de nimeros muito grandes ou muito pequenos podemos usar uma notagao
similar & notagao cientifica escrevendo o caractere e para indicar a poténcia de 10, como ilustrado no
altimo exemplo.

O Python também trabalha com ntmeros complexos. Para criarmos um niimero complexo devemos

usar a fungdo complex, como no exemplo
complex(l, 2)

que cria o nimero 1+ 2i. O Python, porém, usa a letra j para indicar a unidade imaginéaria V-1.
Assim, no Python esse nimero é 1+2j. No préximo capitulo apresentamos como trabalhar com os
nimeros complexos em Python.

Para que o programa possa tomar decisoes, ele precisa verificar se determinadas condigbes sao
verdadeiras ou falsas. Para permitir a manipulacao de expressoes logicas, o Python trabalha com
valores booleanos, que podem ser verdadeiro (True) ou falso (False). Note que a primeira letra precisa
ser maitiscula nos dois casos.

Textos sao representados por strings, que sao sequéncias de caracteres escritas entre aspas, como

“Alé6 Mundo!”. As aspas podem ser simples ou duplas.

’Um exemplo de texto’
"Agora usando aspas duplas"

No caso de a string estender-se por mais do que uma linha, podemos usar trés aspas, como no exemplo

"""Texto com varias linhas
1 - um
2 - dois
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3 - trés

Podemos usar a fungdo type() em Python para descobrir o tipo de dado associado a uma variavel
ou valor especifico. Ela é particularmente tutil quando vocé quer confirmar ou verificar o tipo de uma
variavel durante a execugdo do programa. A Figura 7 mostra um exemplo de um codigo executado

usando a fungdo type().

nome = "Luis"
idade = 3@
altura = 1.75

print(type(nome))

<class 'str'>
<class 'int'>
<class 'float'>

Figura 7: Exemplo: Classes em Python.

Agora que vimos os principais tipos de dados, podemos armazena-los em variéveis, usando o operador

de atribuicao =, como mostrado no exemplo abaixo.

a =3
X = 16.89
nome = "Luis"

Cada variavel tem um nome usado para identificad-la dentro do cédigo. Esse nome pode ser qualquer
sequéncia de letras e niimeros, podendo conter alguns simbolos como o hifen - ou o sublinhado _, mas
nao pode conter espacos ou operadores como o +.

A atribuicdo de valores a variaveis em Python permite armazenar e manipular dados de maneira
eficiente. Ao atribuir um valor a uma varidvel, o usuério esta reservando um espago na memoria para
armazenar esse dado. E importante notar que, em Python, vocé ndo precisa declarar explicitamente o
tipo da variavel, pois o interpretador infere automaticamente. Assim, a mesma variavel pode armazenar
diferentes tipos de dados ao longo do programa.

Anteriormente falamos da funcao print(), que é uma funcao de saida, uma vez que exibe infor-
magoes para o usuario na tela. J& como fungao de entrada existe a opgao input(). Quando vocé usa
input (), o programa para e espera que o usuério digite alguma coisa no teclado. O que quer que seja
digitado é tratado como uma string e pode ser atribuido a uma variével para uso posterior. No exemplo
da Figura 8, é solicitado ao usuario que digite o seu nome.

Ao solicitar a entrada via input() de uma variavel a e tentar somé-la ao numero 1 através do codigo

abaixo

a=input()
print(a+l)
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l' nome=input('Digite o seu nome: ')

Figura 8: Tlustracao da funcgao input.

serd exibida uma mensagem de erro dizendo que nao podemos somar uma string com um numero. No
entanto, vocé pode converter essa string para outros tipos de dados, como inteiros ou floats, usando
funcées de conversao como int() ou float(). Dessa forma, o codigo abaixo retornaria o valor variavel

a digitada pelo usuario somada ao ntmero 1.

a=int(input())
print(a+l)

Em outro exemplo, podemos criar um programa que pega a altura de uma pessoa (variavel do tipo
float), através do comando altura = float(input("Digite sua altura: ")).

Um com exemplos de criacao de variaveis pode ser acessado pelo link a seguir.

com exemplos do armazenamento de informacoes em

variaveis.

Cabe aqui uma observagao sobre a semelhanga do operador de atribuicao = e o igual, ==. Na
matematica usamos o simbolo = com varios significados diferentes, confiando que o leitor sera capaz de
identificar o significado correto pelo contexto. Mas ao escrevermos programas, precisamos evitar todas

as ambiguidades. Assim, usamos simbolos diferentes para a atribuicao = e para a comparagao de valores

O operador de comparagao == verifica se os valores sao iguais e retorna verdadeiro ou falso, depen-

dendo do caso. Por exemplo,
o=

retorna falso, False, enquanto
|4 ==2+2

retorna verdadeiro, True.
Além disso, o operador de atribuicdo apenas indica que o Python deve armazenar um valor em uma

variavel. Ele nao é usado para resolver equagoes. Assim, é perfeitamente valido fazer

1
X + 1


https://colab.research.google.com/drive/123MmNWh0-ZAHqv6_P0orLHRJ4EDWzMDR?usp=drive_link
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Isso instrui o Python para armazenar o valor 1 na variavel x, depois pegar o valor armazenado na
variavel, somar 1 a ele e armazenar o resultado novamente na variavel, que passa a conter o valor 2.
Observe que a expressao x+1=x nao faz sentido e resultard em um erro de sintaxe, pois o programador
estd tentando atribuir x ao valor de x+1, o que nao é valido. A expressao & esquerda do operador de
atribuicao = deve ser uma variavel que pode armazenar um valor, e nao uma expressao matemética. O

link a seguir aponta para um que compara os operadores de atribuicao e de comparagao.

comparando o operador de atribuicao = com o operador

de comparagao ==.

2.3 Estruturas de Dados

Vimos na segao anterior que o Python armazena informagoes em variaveis. Até entao, as informagoes
que usamos eram um unico ntmero ou um texto, mas é comum precisarmos armazenar quantidades
maiores de informagado de forma organizada, para que depois possam ser acessadas com simplicidade e
rapidez. Para isso usamos as estruturas de dados. Elas servem para armazenar colecoes de variaveis de
modo organizado e sao tratadas como uma tnica variavel pelo Python.

Para cada tipo de informagao que desejamos armazenar existe uma estrutura mais adequada. O

Python oferece quatro estruturas nativamente:

Listas: Uma colegao de valores indexada numericamente;
Dicionarios: Uma colegao de valores indexado por chaves e
Conjuntos: Uma colegao de valores nao ordenada e nao indexavel.

Ao longo desta secao, vamos explicar cada uma dessas estruturas.
Se desejarmos usar outras estruturas de dados, como vetores e matrizes, podemos usar bibliotecas

que fornecem suas defini¢bes. No Capitulo 3 discutiremos mais sobre isso.

2.3.1 Listas

As listas permitem armazenar uma colecdo ordenada de elementos. Esses elementos podem ser de
diferentes tipos, como nimeros, strings, ou até mesmo outras listas. A principal caracteristica das listas
é a capacidade de modificar, adicionar ou remover elementos apds sua criacao. Para utilizar listas em
Python vocé deve utilizar o simbolo [] (colchetes) para as listas, armazenar a lista em uma variavel e
separar os itens da lista pela virgula.

Vamos iniciar com um exemplo simples de lista, com trés elementos, conforme mostra a Figura 9.
Se quisermos acessar um item da lista criada, precisamos usar a estrutura: nomedalista[posicao].
Por exemplo, se quisermos acessar a posi¢ao 1 da lista devemos digitar minha_lista[1l] e aparecera

na tela:


https://colab.research.google.com/drive/1qjumGZKUGRfs2BgdPrEFE7XZlZN6YBiW?usp=drive_link
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o minha_lista=['uva','laranja’,'b
print(minha_lista)

[‘uva', 'laranja', 'banana']

Figura 9: Primeira lista em Python.

laranja

Vale observar que a numeragao dos itens de uma lista em Python comeca a partir do indice 0. Isso
significa que o primeiro elemento da lista tem o indice 0, o segundo tem o indice 1, e assim por diante.
Quando falamos de listas em Python, é como ter um conjunto de ferramentas verséteis. Vocé pode
inserir um novo elemento no final da fila usando o append(), inserir um novo elemento na posi¢ao

desejada com o insert(), ou até remover um elemento usando o remove (). Observe a Figura 10.

© 1 minha_lista.append('manga’) # adiciona o elemento 'manga’ no final da lista
2 minha_lista.insert(2, 'maracujd’') # insere o elemento 'maracuja' na posicdo 2 da lista
3 minha_lista.remove('laranja’') # remove o elemento 'laranja'’ da lista

Figura 10: Métodos Listas.

Por vezes é interessante criar uma lista vazia nomedalista=[] e ir inserindo elementos a essa lista
através do método nomedalista.append(). Além disso, se as entradas de uma lista sdo numéri-
cas, podemos usar o comando sum(nomedalista) para obter a soma dos seus elementos, bem como
min(nomedalista) e max(nomedalista) para obter o minimo e o méximo da lista, respectivamente.
O célculo da média dos elementos de uma lista pode ser obtido dividindo sum(nomedalista) por
len(nomedalista), onde len(nomedalista) é a quantidade de elementos em uma lista.

A seguir apresentamos alguns exemplos de criagdo e manipulacao de listas. Podemos criar listas

escrevendo cada um dos seus elementos entre colchetes

Q
1]

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 ]
[ 0, 3.14, True, "texto" ]

(e
1

O primeiro comando cria uma lista chamada a que contém os primeiros 7 nimeros primos. O segundo
cria uma lista onde cada elemento é de um tipo diferente.
Podemos armazenar qualquer tipo de dado como um elemento de uma lista. Por exemplo, podemos

ter listas de listas
c = [ 10, a, b ]

Esse comando cria uma lista ¢ cujo primeiro elemento é o ntimero 10, enquanto o segundo e terceiro
elementos sao as listas a e b criadas anteriormente.

As listas podem ser vazias

[]
list()

(]
1
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Os dois comandos fazem o mesmo, que é criar uma lista sem nenhum elemento. Isso é util quando a
lista vai ser preenchida posteriormente, por exemplo, com valores fornecidos pelo usuério.
Tendo criado uma lista, podemos usa-la como uma varidvel da mesma forma que as demais. Por

exemplo, o comando a seguir exibe todos os elementos da lista
‘ print(a)

Alternativamente, podemos acessar os elementos separadamente fornecendo seu indice, lembrando que

o primeiro indice é zero. Por exemplo,
| print(afo])

retorna o primeiro elemento da lista a, que é o ntimero 2.

Podemos pegar os primeiros elementos de uma lista usando o operador “dois pontos”
| print(al:4])

Esse comando vai retornar os 4 primeiros elementos da lista, isto é, os valores 2, 3, 5 e 7.

Se quisermos os tltimos elementos da lista, contamos negativamente a partir do final
‘ print(al-3:])

Esse comando retorna os tltimos 3 elementos da lista, isto é, os valores 11, 13 e 17.
Podemos também pegar um pedaco no meio da lista, para isso devemos fornecer os valores inicial e

final dos indices
‘ print(a[l:5])

Esse comando vai exibir os elementos da lista com indices comegando em 1 e terminando antes de 5,
isto é, os elementos 3, 5, 7 e 11 cujos indices sao 1, 2, 3 e 4.
Quando queremos alterar o contetido de uma posigao da lista, basta atribuir o novo valor, como

neste exemplo
‘ a[0] = "zero"

Agora o primeiro elemento da lista a contém a string "zero"
Outra opgao é acrescentar novos elementos no final da lista. Uma opgao é usar a funcao append,

por exemplo,
a.append("fim'")

acrescenta a string "fim" como um novo ultimo elemento da lista a. Também podemos concatenar duas
listas com o operador +. Essa operagao vai criar uma nova lista composta pelos elementos da primeira

lista seguidos dos elementos da segunda lista; por exemplo,
le=1[1,2,37+[10,20]

cria a lista e composta pelos elementos 1, 2, 3, 10 e 20.

Um com exemplos de manipulagao de listas estd disponivel no link a seguir.
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com exemplos do uso de listas.

2.3.2 Dicionarios

Um dicionario é uma estrutura de dados que utiliza chaves em vez de indices, como fazem as listas e
tuplas. Uma chave pode ser qualquer valor imutével, por exemplo, um ntimero qualquer ou uma string.

Criamos dicionéarios colocando os pares chave:valor entre chaves. Por exemplo,

carro = {
"marca'": "Ford",
"modelo": "Mustang",
"ano": 1964

}

cria um dicionario com as chaves: “marca’, “modelo” e “ano”. A chave “marca” estd associada ao valor

“Ford” e assim por diante.

Podemos exibir todo o contetido de um dicionario
‘ print(carro)
ou podemos acessar cada um dos seus valores separadamente
‘ print(carro["ano"])

retorna o valor 1964.

O a seguir ilustra o uso de dicionarios.

com exemplos de uso de dicionarios.

2.3.3 Conjuntos

J& conjuntos s@o estruturas de dados com o mesmo significado matematico, ou seja, representa uma
colegao de elementos nao ordenada e sem duplicidade. Criamos conjuntos colocando os elementos entre

chaves. Por exemplo,

j=4{3,2,11}


https://colab.research.google.com/drive/1LnjXa95hnx24nV6XV_p5yRBV7WsTwfP1?usp=drive_link
https://colab.research.google.com/drive/1ljZbCkx1YSubDJ2JnZXdkKp763meAzqe?usp=drive_link
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cria o conjunto j que contém os elementos 1, 2, e 3. Podemos também usar a fun¢do set() para criar

conjuntos a partir dos elementos de uma lista ou tupla

| k= set([ 2, 4, 6 1)

Mesmo que valores sejam repetidos na criagdo de um conjunto, como neste caso
[ 1=1{3,2,1,1,2,31},

o conjunto vai conter apenas uma copia de cada um.
Nao podemos acessar os elementos de um conjunto por indices ou chaves, mas, como na Matemética,
podemos verificar se um elemento pertence ou nao a um conjunto. Para isso usamos o comando in.

Por exemplo,

| 3 in k

retorna falso, pois o conjunto k nao contém o elemento 3 e
| 4 in k

retorna verdadeiro, pois o conjunto k contém o elemento 4.

Também podemos realizar operagdes com conjuntos. Considere o codigo

A={1,2, 3}
B=4{3, 4,5}
U=A|B

print( "Unido =", U )

As duas primeiras linhas criam os conjuntos A e B e a terceira linha cria o conjunto U como a unido

entre A e B. Por fim, o comando print exibe a mensagem
| unido = {1, 2, 3, 4, 5}
Também podemos calcular a intersecao de conjuntos, como no c6édigo

I =A%&B
print(’Intersecdo =", I )

que cria o conjunto I como a intersecao entre A e B e o print exibe a mensagem
‘ Intersecao = {3}
Do mesmo modo podemos calcular a diferenca entre conjuntos

D=A-8B
print(’Diferenca =’, D)

O conjunto D é a diferenca entre A e B e o print exibe a mensagem

‘ Diferenca = {1, 2}
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Também podemos verificar se um conjunto é subconjunto de outro com a funcao issubset. Observe o

codigo

c = {1, 2}

D = {1, 2, 3}
print(C.issubset(D))
print(D.issubset(C))

As duas primeiras linhas criam os conjuntos C e D. O primeiro print escreve True, pois C esta contido
em D. O segundo print, porém, escreve False, pois D nao esta contido em C.

O a seguir apresenta alguns exemplos do uso de conjuntos no Python.

com exemplos de uso de conjuntos.

2.4 Atividades e Exercicios

Exercicio 2.1

Use o Python para calcular os valores solicitados.
1. O quociente inteiro da divisao de 10 por 3.

2. O resto da divisao de 10 por 3.

Clique para ver a resposta

\_

Exercicio 2.2

Utilize o Python para avaliar as expressoes.
2
a) (3+7)

5-2x7°
5++/3

Clique para ver a resposta

b)

\_

Exercicio 2.3

Qual o resultado da avaliagao, pelo Python, da expressao 5 * 4 / 2 * 37

Clique para ver a resposta

\_



https://colab.research.google.com/drive/102uA__PZQRr9dRmj0kiL9OiTfVmM1TmZ?usp=drive_link
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~

Exercicio 2.4
Faga um programa em que, dada a temperatura em graus Fahrenheit, retorna a temperatura em

graus Célsius.

5(F — 32
Dica: C = (T)
Clique para ver a resposta )

N\
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3.1 Matematica

0 import math
2 alfa=math.radians(60)
3 print(math.sin(alfa))

0.8660254037844386

Figura 11: A fungao math.radians passa um angulo de graus para radianos, e a fungao math.sin calcula o

seno de um angulo em radianos.

Uma biblioteca é um conjunto de fung¢es prontas que facilitam o desenvolvimento dos

Para importa-las, devemos digitar import <nome da biblioteca>. Por exemplo, import math im-
porta a biblioteca math, que possui varias fun¢des matemaéticas especificas. Para utilizar alguma fungao
da biblioteca math (ou de qualquer outra biblioteca), devemos digitar <nome da biblioteca>.<nome

da funcdo>, como por exemplo math.<nome da funcdo>. E, alternativamente ao que foi mencionado
para calcular v2, podemos exemplificar usando o comando math.sqrt(2), uma vez que a funcio
math.sqrt calcula a raiz quadrada. Outro exemplo classico de fungoes contidas na biblioteca math sao
as fungoes trigonométricas. A Figura 11 mostra um exemplo dessas fungbes executadas no . Ou-
tras fungoes disponiveis da biblioteca math, como por exemplo math. factorial, podem ser acessadas

nesta pagina. A Tabela 3 mostra algumas dessas funcgoes.

Tabela 3: Principais operacoes e funcoes possiveis da biblioteca math.

Exemplo Sintaxe
3? math.pow(3,2)
V2 math.sqrt(2)
| — 4| math.fabs(-4)
5! math.factorial(5)
MDC(30,5) math.gcd(30,5)
MMC(2,5) math.lcm(2,5)
e’ math.exp(2)
e math.e
T math.pi
Ine math.log(math.e)
logs 27 math.log(27,3)
Hipotenusa dos catetos 3 e 4 math.hypot(3,4)
sen% math.sin(math.pi/3)
cos = math.cos(math.pi/3)

3
tgg math.tan(math.pi/3)



https://docs.python.org/3/library/math.html
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E importante observar que a biblioteca math em Python nao lida explicitamente com representacoes
simbélicas ou formatos especificos ao serem exibidos na tela. Quando vocé usa fungoes dessa biblioteca
para realizar operagoes matematicas, como sqrt para a raiz quadrada, o resultado que aparece na tela é
geralmente um niamero do tipo float (com uma notagao decimal na precisao disponivel) e ndo o simbolo
V2. Se vocé precisa de representacoes simbolicas, vocé pode usar a biblioteca SymPy, a qual sera tratada

adiante.

com exemplos do uso da biblioteca math.

3.2 Numeros Complexos

O Python também faz operacoes com niimeros complexos, onde j assume o lugar da unidade ima-

ginaria. A Tabela 4 mostra as operagoes e fungoes possiveis para niimeros complexos em Python.

Tabela 4: Principais operagoes e fungoes possiveis para nimeros complexos em Python. Suponha a=2+37j e

b=4-57.

Funcao Sintaxe Exemplo Resultado
Soma + a+b 6-27
Diferenca - a-b -2+8j
Produto * axb 23+2j
Quociente / a/b -0.17073+0.53659j
Parte Real ndmero.real a.real 2
Parte Imaginéria nimero.imag a.imag 3
Conjugado namero.conjugate() a.conjugate() 2-3j
Valor Absoluto abs () abs(a) 3.605551275463989

Alguns comentarios sobre ntimeros complexos em Python:
e A fungao conjugate() s6 funciona com os parénteses no final.

e Para se conseguir as 5 casas decimais na divisdo da Tabela 4, foi necesséario calcular a divisao
antes, denominando o resultado dessa divisao por ¢. Assim, arredondamos com a fun¢éo round as

partes real e imaginéria separadamente, conforme mostra a Figura 12.

e Uma funcao predefinida sobre o argumento de um ntmero complexo estd incluida na biblioteca

cmath, que serd mencionada adiante no texto.


https://colab.research.google.com/drive/1ITqiqGPSDfKtUnU6O3u45FZlQiVcOLg2?usp=drive_link
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O 12-2+35
2 b=4-5j
3 c=a/b
4 round(c.real,5)+round(c.imag,5)*1j

> (-9.17073+0.53659])
Figura 12: Utilizando a fungao round para arredondar as partes real e imaginaria separadamente.
A biblioteca cmath possui fungoes especificas para nimeros complexos. A Figura 13 mostra um

exemplo no da fungao cmath.phase da biblioteca cmath. Ela calcula o argumento de um ntimero

complexo em radianos. Uma lista com fungoes disponiveis da biblioteca cmath pode ser acessada nessa

pagina.
o import cmath
2 z=2+37
3 print(cmath.phase(z))
B.,982792723247329
Figura 13: A fungdo cmath.phase calcula o argumento de um ntimero complexo em radianos.
O link a seguir leva para um que ilustra o uso de ntimeros complexos no Python.

com exemplos do uso da biblioteca de niimeros comple-

XOsS.

3.3 Precisao Arbitraria e Constantes

Algumas constantes matematicas podem ser acessadas com as bibliotecas math e cmath. Os coman-
dos math.p1i (ou cmath.pi) e math.e (ou cmath.e) exibem os valores de 7 e e com 15 casas decimais.

Se desejar mais precisao, utilize o pacote de multiprecisao, como mostra o codigo abaixo:

from mpmath -import mp # biblioteca matematica de multi-preciséo
mp.dps = 50 # numero de digitos
print(mp.pi)

O valor de 7 obtido com o codigo acima é

3,1415926535897932384626433832795028841971693993751


https://docs.python.org/3/library/cmath.html#module-cmath
https://colab.research.google.com/drive/138iXJ0-R136sa4X4qmQtxpkP8UKh6V_U?usp=drive_link
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Observe que também podemos importar uma biblioteca, funcdo, classe ou constante que esteja
dentro de outra, como foi o caso do cédigo descrito acima: from mpmath import mp. A biblioteca mp

foi importada de dentro da mpmath. De modo geral, podemos fazer isso através da seguinte sintaxe:

from <nome da biblioteca> import <nome da biblioteca, funcdo, classe ou
constante>

Para o caso de importar tudo que esta dentro da biblioteca, podemos simplesmente colocar o carac-

tere asterisco (*) da seguinte forma
from <nome da biblioteca> import *

Note que essa nao é a forma recomendada, pois pode levar a conflitos entre nomes de fungoes e variaveis.
Ela s6 deve ser usara para testes ou exemplos muito simples.

Isso produz o mesmo resultado do comando import <nome da biblioteca>. Entretanto, ao usar
from <nome da biblioteca> +import =, as fungdes nao precisam ser chamadas como <nome da
biblioteca>.<nome da fungdo>. Nesse caso, elas podem ser chamadas diretamente sem especificar
o nome da biblioteca de origem. Por exemplo, o cédigo da Figura 13 produz o mesmo resultado se

escrito como

from cmath import *

z=2+3j
print(phase(z))
O a seguir traz exemplos do uso da biblioteca mpmath.
com exemplos do uso da biblioteca para controlar a
precisao.

Outras constantes podem ser importadas da biblioteca SciPy, que é bem conhecida e com bastantes
funcgoes cientificas. Como ela é muito vasta e tem muitas fungoes tteis, & medida que elas forem sendo
necessarias, vamos abordando cada uma separadamente. Uma documentagao completa da biblioteca

SciPy encontra-se no link abaixo.

Pagina da biblioteca SciPy %

Como, aqui, queremos apenas as constantes da biblioteca SciPy, podemos importé-las especifica-

mente, digitando


https://colab.research.google.com/drive/1EUic6aZHidoilxC0S3g7zDoiWTdbpPof?usp=drive_link
https://www.scipy.org
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‘ import scipy.constants
ou, equivalentemente,
‘ from scipy import constants

A Tabela 5 exibe algumas constantes disponiveis na biblioteca SciPy.Constants (uma lista completa
pode ser acessada nessa pagina). Observe que os nomes das constantes podem ter diferentes significados
dependendo da biblioteca utilizada. Por exemplo, a letra e, que na biblioteca math refere-se ao niimero

de Euler e na biblioteca constants refere-se a carga elétrica elementar.

Tabela 5: Algumas constantes disponiveis na biblioteca SciPy.Constants.

Constante Comando Valor
s constants.pi 3.141592653589793
Carga Elétrica Elementar constants.e 1.602176634 x 10~
Razao aurea constants.golden 1.618033988749895
Constante gravitacional constants.g 9.80665
Velocidade da luz constants.c 299792458

3.4 Computacao Simbodlica

Outra biblioteca ttil para o professor de matematica é a SymPy, que permite ao Python trabalhar
como um Sistema Algébrico Computacional (CAS, do inglés Computer Algebra System), isto é, permite
o trabalho com matemética simbolica. Essa biblioteca define as operacoes basicas dos niimeros reais e
as fungoes de uso comum. Além disso, é capaz de fazer manipulacGes algébricas como simplificacoes,
fatoragdes ou expansoes, resolver equagoes algébricas e operagoes do Calculo como limites, derivadas e

integrais.

&ﬂ Pagina da biblioteca SymPy

SymPy

Como um exemplo, a Figura 14a mostra a soma de duas raizes quadradas fatoradas, enquanto as
Figuras 14b e 14c mostram as fungoes sympy. factor, que fatora uma expressao e sympy.expand, que
expande uma expressao.

Repare que nas Figuras 14a, 14b e 14c nao utilizamos o comando print. Em geral, o Python exibe
o valor correspondente a tltima linha (e apenas ele), sem a utilizacdo do comando print. No caso da

biblioteca SymPy, podemos usar a funcao display da biblioteca IPython.display para obtermos o


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/constants.html#module-scipy.constants
https://www.sympy.org
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o import sympy o import sympy o ;impor‘t SVMPECI(S)
_ 2 3= . +(8 a=sympy.sqr

2 a=sympy . sqrt(8) ooyt () 3 bosynpy. sart(29)

3 b=sympy.sqrt(20) =sSympy.sqr 4 c=sympy.sqrt(10)

4 a+b 4 sympy . factor(a+b) 5 sympy.expand((a+b)/c)
2v2 +2V5 2(V2+5) 25 o
a) Somando duas raizes. b) Fatorando uma expressao. ¢) Expandindo uma expressao.
(a)

Figura 14: Exemplos do uso da biblioteca SymPy.

estilo TEX. A Figura 15 mostra um exemplo e alguns comentéarios relativos a esses codigos sao exibidos

abaixo.

O 1from sympy import *
2 from IPython.display import display
3 X,y=symbols('x y")
4 display(Eq((x+y)**2,expand((x+y)**2)))
5 display(Eq((x+y)**3,expand((x+y)**3)))
6 display(Eq((x+y)**4,expand((x+y)**4)))

(;13-I—y)Q =22 + 22y + ¢
(z + y)3 = 2% + 32%y + 3zy’ + o
(z + y}4 =zt + 42%y + 62%y? + dxy® + o

Figura 15: Usando a fungdo display da biblioteca IPython.display para obter o estilo KTEX e visualizar

mais de uma linha simultaneamente.

from sympy tdimport *

from IPython.display import display

X,y=symbols(’x y’)

# Comando que atribui variavel simbdlica ao x e vy.

# Se fosse usado ‘‘import sympy’’, esse comando deveria ser
# ¢‘x,y=sympy.symbols(’x y’)’’.

display (Eq((x+y)**2,expand((x+y)**2)))

display (Eq((x+y)**3,expand ((x+y)**3)))

display (Eq((x+y)*x4,expand ((x+y)**x4)))

# 0 comando ‘‘Eq(a,b)’’ produz a equacdo a=b.

Nesse caso, a=(x+y)**4 e b sua expansdo.

Lembrando que se fosse usado ‘‘import sympy’’, os comandos deveriam ser
precedidos de ‘‘sympy.’’, ou seja,
‘‘display(sympy.Eq((x+y)**4,sympy.expand ((x+y)**4)))’ .

H H H H
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Nos comentérios do exemplo anterior, vimos que o comando Eq(a,b) monta a equagdo a = b.
Utilizamos esse comando quando desejamos expressar uma igualdade entre duas expressoes simbolicas.
Existe uma outro comando, bastante ttil, utilizado para resolver equagoes simbdlicas ou sistemas de
equacoes. Essa funcdo ¢ a funcdo solve(equacdo,variavel). E importante destacar que, para
utilizar o comando solve vocé deve passar a equagao para o formato equacdo=0 e especificar em que
variavel a equacao deve ser resolvida. Por exemplo, se quisermos resolver a equacao = + 2 = 0, devemos
digitar o seguinte comando sympy.solve(x+2,x). Por outro lado, se quisermos encontrar as solugoes
da equagao 2% = 9, primeiro devemos passar essa equagao para a forma padrao 2-9=0e digitar

sympy.solve(x*2-9,x). O coédigo a seguir apresenta a solugao da equagao z” =9 em Python.

import sympy
x=sympy.Symbol(’x”)
sympy.solve(x*x*2-9,x)

A saida fornecida, apos a execucao do codigo pelo é: [-3,3].
Vocé poderia também criar a equagao através do comando Eq e depois resolver, conforme mostra o

codigo seguinte.

import sympy
x=sympy.Symbol(’x”)

equacao = sympy.Eq(xx*x2, 9)
sympy.solve(equacao,x)

Apresentamos a seguir alguns exemplos de cdédigos em Python, bem como a saida fornecida pelo

, para resolver algumas equagoes. A Figura 16 ilustra como resolver as equagoes z+2 =0 e z® 0.

import sympy
x=sympy.Symbol('x")
sympy.solve(x**2-9,x)

import sympy
x=sympy .Symbol('x")

sympy .solve(x+2,x)

['2] ['3.1 3]

(a) Solugao da equagao x + 2 = 0. (b) Solugao da equagao 2% =09.

Figura 16: Exemplos do uso da biblioteca SymPy para resolver equagoes.

A Figura 17 ilustra como resolver o sistema linear

T+yYy=>5
(3.1)
rT—y=3

Observe que a solugao é apresentada na forma de uma lista com cada raiz. Para visualizar cada
solucdo separadamente, vocé deve acessar cada item da lista da forma usual em Python.
Existe outro comando especial, dentro da biblioteca SymPy para resolver sistemas lineares. No caso

do SymPy, é o linsolve. Vocé pode explorar mais esse comando.
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import sympy
X,y=sympy.symbols('x y")

sympy .solve( (x+y-5,x-y-3),(x,y))

{x: 4, y: 1}

Figura 17: Exemplo do uso da biblioteca SymPy para resolver o Sistema 3.1.

A biblioteca SymPy é uma das mais interessantes para desenvolver atividades relacionadas a algebra.
Manipulagoes algébricas tais como aquelas realizadas para se demonstrar identidades trigonométricas,
calculos de fungoes compostas e outras similares podem ser realizadas com essa biblioteca. Ela possui
muitas outras fungoes que podem ser titeis em atividades na sala de aula, inclusive para os professores de
ensino superior com comandos de Calculo Diferencial e Integral (Figuras 18 e 19). A Figura 20 mostra,
por exemplo, o comando solveset que exibe o conjunto solugao de equacdes. Outras tantas fungoes

interessantes podem ser obtidas nessa pagina.

© 1 from sympy import *
2 from IPython.display import display
3 X,y,dy,dx=symbols('x y dy dx")
4 f = exp(x**2)

5 display(Eq(y,f))
6 display(Eq(dy/dx,diff(f, x)))

y = E,r"
d 2
Y 2xe”

dx

Figura 18: A funcao diff calcula a derivada de f em relagao a z.

© 1from sympy import *
2 from IPython.display import display, Math
3 x=symbols('x")
4f = exp(-x)
5 Il=integrate(f)
6 I2=integrate(f, (x, @, 00))
7 display(Math('f(x)=" + latex(f)))
8 display(Math('\int f(x)dx =" + latex(I1) + '+c'))
9 display(Math('\int_e~{+\infty} f(x)dx ="' + latex(I2)))

fle)—e
I f(nc)_da‘ =-¢"+e
I flz)de =1

Figura 19: Integral da funcdo f. A funcdo Math da biblioteca IPython.display (juntamente com a fungao

latex) permite imprimir formulas em TEX no de modo centralizado.


https://www.sympy.org
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© 1 from sympy import *
ympy 1imp
2 Xx,a,b,c=symbols('x a b ¢c")
3 solveset(a*x**2+b*x+c, Xx)

{ b v —4dac + b* b L v —4ac + b2 }

2a 2a " 2a 2a

Figura 20: Resolvendo uma equagao quadratica com a funcao solveset.

3.5 Computacao Simbdlica versus Computacao Numeérica

Um ponto importante que precisa estar claro é a diferenga entre computagao numérica e computa-
¢ao simbolica. Ambas fazem calculos mateméaticos, sdo extremamente importantes e normalmente se
complementam. Porém, os métodos empregados e resultados obtidos, em geral, sdo muito diferentes.

A computacao simbodlica envolve a manipulagao de simbolos e expressdes mateméticas exatamente,
sem aproximacoes. Ela lida com férmulas e equagdes matematicas, realizando operacoes de forma
analitica. Inclui operagoes como simplificacao de expressoes, derivacao e integragao simboélica, solugao
exata de equagOes, manipulacdo de polindémios, e transformacdo de expressoes. Além disso, trabalha
com valores exatos e mantém a precisao matematica.

Ja a computagao numérica envolve a aproximagao de solu¢oes matematicas usando métodos numéri-
cos. Ela lida com niimeros reais e complexos e utiliza para obter solugoes aproximadas para
problemas matematicos. Inclui operacoes como solucao numérica de equagodes diferenciais, integragao
numérica, interpolacao, otimizagao e simulagbes numéricas. Sua principal caracteristica é trabalhar com
valores aproximados devido a limitacoes de precisao numérica e erros de arredondamento.

Para que ambas as metodologias fiquem claras vamos compara-las com alguns exemplos simples.

Para os codigos a seguir assumimos que as bibliotecas math e SymPy foram importadas

import math
import sympy

Agora podemos usar a biblioteca padrao para calcular uma raiz quadrada
‘ math.sqrt(8)

Esse comando retorna o valor
2.8284271247461903

Efetuando o mesmo calculo simbolicamente
sympy.sqrt(8)

obtemos o resultado

2V/2

Note que o resultado da computacao simbélica é o resultado mateméatico correto, enquanto o resultado

da computacao numeérica é uma aproximacao. Vemos entao que se desejamos realizar manipulagoes
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mateméticas devemos usar a computagao simboélica. Porém, se precisamos do valor, por exemplo,
para especificar as medidas de um objeto a ser construido fisicamente, precisamos do valor numeérico e

precisamos usar a computagao numérica.

O a seguir apresenta codigos que ilustram as diferengas entre as duas técnicas.

com a comparacao entre math e SymPy.

Para realizarmos operagoes simbélicas precisamos criar variaveis simboélicas. No sympy usamos a

funcao symbols

X, Yy = sympy.symbols("x y")

Essa fungao recebe os nomes das variaveis simbolicas que serao criadas e retorna variaveis Python que
as armagzenam. Nao é necessirio que os nomes das variaveis simbolicas e Python coincidam, mas é uma

boa pratica colocar nomes associados para ser possivel compreender o codigo.

Tendo criado as varidveis simbolicas, podemos realizar operagoes entre elas e criar expressoes sim-

bolicas. Por exemplo, o codigo

p = X*x*k3 + 2*kX*x%x2 — 3%xx + X*y

. o 3 2
cria o polindémio p(x,y) = z° + 22" — 3z + 2y
Note que aqui a variavel x tem o significado usado na Matematica, isto é, ela pode assumir qualquer
valor numérico, inclusive derivar e integrar em relagao & x. Em oposi¢ao, a varidvel x é uma variavel
Python, ou seja, ela aponta para uma regiao da memoria do computador que armazena as informagoes

necessarias para representar a variavel x.

Tendo criado uma expressao simbolica, podemos realizar vérias operagoes matematicas nela. Por

exemplo, podemos fatorar o polindémio p

‘ factor(p)

que produz o resultado x(x2 + 22 — 3 + y). Podemos também integrar p em relagao a x

‘ integrate(p, x)

4
x 2x 2fy 3
que produz o resultado T + -5 +x (5 - 5) .

Os a seguir contém exemplos de computagao simbolica. O primeiro manipula um poliné-

mio e o segundo explora uma fung¢ao de duas variaveis


https://colab.research.google.com/drive/1MHmVhdTuV4VzTMSPGWRNJyqrNLUjU4II?usp=drive_link
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usando a SymPy para manipular um polinémio.

usando a SymPy para manipular uma fun¢ao de duas

variaveis.

3.6 Vetores e Matrizes

Outra biblioteca importante é a NumPy, que permite ao Python trabalhar com vetores e matrizes.
Uma documentacao completa sobre as fungoes da biblioteca NumPy pode ser acessada através do QR

Code abaixo.

N Pégina da biblioteca NumPy. u

NumPy E :

Um detalhe que ainda nao foi mencionado é que podemos importar uma biblioteca e fornecer para

ela 0 nome que vocé quiser, escrevendo import <biblioteca> as <nome>. A biblioteca NumPy, por
exemplo, é geralmente chamada de np. Nesse caso, ao usar uma funcao da biblioteca, devemos usar
np.<funcao>.

Vamos mostrar agora algumas fungoes da biblioteca NumPy, onde uma matriz pode ser acessada com
a funcao array. A Figura 21 mostra o resultado executado no de um c6digo com as matrizes A

e B definidas abaixo juntamente com as operagoes A+B, A*B e A@B, cujas defini¢des sdo comentadas na

I

Na NumPy, existe outra biblioteca chamada L1 nAlg1 com diversas funcées de Algebra Linear. Por

propria figura.

exemplo, o codigo abaixo imprime o determinante e a matriz inversa de A, bem como a resolucao do

! Abreviagao de Linear Algebra.


https://colab.research.google.com/drive/1g20SQslqzVhWMurOquPV7YkJ4vWfUs2b?usp=drive_link
https://colab.research.google.com/drive/1psPTt4JAXnVERFaYwEcU-NDYJXSyBWP7?usp=drive_link
https://numpy.org
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0o import numpy as np

2A = np.array([[1,2],[3,4]])

3B = np.array([[5,6],[7,8]])
4 print('A+B=") # Soma usual de matrizes

5 print(A+B)

6 print('A*B=") # Produto termo a termo

7 print(A*B)

8 print('A@B=") # Produto usual de matrizes
9 print(A@B)

A+B=
[[ 6 8]
[10 12]]

A*B=

[[ 5 12]
[21 32]]

A@B=

[[19 22]
[43 50]]

Figura 21: Exemplo de operagdes com matrizes usando a biblioteca NumPy.

sistema, linear Ax = b, onde

import numpy as np

A
b

np.array([[1,2],[3,4]])
np.array([[3],[7]])

print(’det(A)=") # Determinante de A
print(np.linalg.det(A))

print(’Ar-1=") # Inversa de A
print(np.linalg.inv(A))

print(’x=’) # Soluc¢do do Sistema Linear Ax=b
print(np.linalg.solve(A,b))

Abaixo seguem algumas formas usuais de criar e operar com vetores no NumPy.

Listando elemento a elemento
X = np.array( [ 1, 2, 5, 6] )

Utilizando uma fungao
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u = np.linspace( -5, 5, 100 ) # cria um vetor de 100 elementos

# igualmente espacgados entre -5 e 5
v = np.zeros( (5, 7) ) # cria uma matriz de zeros de

# tamanho 5x7
w = np.arange( 0, 1, 0.1) cria um vetor com os termos de

uma progressdo aritmética, cujo
primeiro elemento é 0 e a razdo 0.1,

H O H H =

com Ultimo elemento menor que 1.

Operagoes com Vetores

X* %2 + 2%xx - 3
y = array([0, 5, 32, 45])

<
1

f = np.sin(x)
f = array([0.84147098, 0.90929743, -0.95892427, -0.2794155])

g = np.exp(x)
g = array([2.71828183, 7.3890561, 148.4131591, 403.42879349])

O a seguir contém exemplos do uso da NumPy.

usando o NymPy para criar e manipular vetores.

3.7 Gerando Graficos

Uma biblioteca bastante tutil para se fazer graficos é a Matplotlib, que da acesso a varios tipos
de gréficos tais como graficos de linha, de dispersdo, de barras, histogramas, de pizza, entre outros
permitindo a personalizagdo dos mesmos. Seu pacote mais comum é o Pyplot. Uma documentagao

completa sobre as fungoes da biblioteca Matplotlib pode ser acessada através do QR Code abaixo.

| PAgina da bibioteca Matplotlib

Vamos comegar fazendo um simples grafico de linha 2D ligando coordenadas de alguns pontos.

Comumente chamamos a biblioteca matplotlib.pyplot pelo nome plt. O comando plot faz um


https://colab.research.google.com/drive/1q6qrk-OIR4jhJ93AwhozXrDf1j4UzslT?usp=drive_link
https://matplotlib.org
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O : import matplotlib.pyplot as plt
2 plt.plot([1, 2, 3, 4], [1, 4, 2, 3])

[<matplotlib.lines.Line2D at @x7f9de150649@> ]

40 1

35

30

25 1

20 1

15

10

10 15 20 25 30 35 40

Figura 22: Gréfico de linha 2D ligando coordenadas de alguns pontos.

simples gréafico de linha 2D ligando os pontos de coordenadas (1,1), (2,4), (3,2) e (4,3), sendo a

primeira lista a das abcissas e a segunda a das ordenadas.

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot([1, 2, 3, 4], [1, 4, 2, 3])

Para fazer um gréafico de uma fungao de uma variével, devemos importar também a biblioteca NumPy
para criar uma lista discreta de abcissas, preferencialmente com espagamento pequeno entre os pontos
para simular a continuidade da funcdo. A Figura 23 foi gerada com o coédigo abaixo. Repare que
existem fungoes em diferentes bibliotecas que retornam o mesmo resultado. Por exemplo, a funcao sin

que calcula o seno existe tanto na biblioteca NumPy quando na Math.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

+H+

Esse comando linspace do Numpy toma 100 pontos qigualmente

ETS

espacados no ‘intervalo [-2pi,2pi].
= np.linspace(-2xnp.pi, 2*np.pi, 100)

X

EeS

Esses comandos plotam os pontos de coordenadas

+H*

(x,sen(x)) e (x,cos(x)).

# 0 label da& o nome que iréd aparecer na legenda.
plt.plot(x, np.sin(x), label=’Senoide’)
plt.plot(x, np.cos(x), label=’Cossenoide’)
plt.xlabel(’x’) # nome do eixo x.
plt.ylabel(’y’) #
plt.title("Exemplo de Grafico") # titulo do grafico.
plt.legend() # Exibe a legenda.
plt.grid(True) #

nome do eixo y.

Exibe a malha.



3.7. Gerando Grdficos | 35

Exemplo de Grafico

— Lenoide
Cossenaide

100 1
—\

075 1
050 1
025 1

= 000 1
—0.25 1
—0.50 -

—0.75 A

—1.00 H

Figura 23: Gréfico das fungoes seno e cosseno gerado pelo Python.

No caso de graficos 3D, devemos importar também a biblioteca mplot3d integrante da mpl_toolkits.
O codigo comentado abaixo d4 um exemplo de uma superficie de um paraboloide hiperbélico (Figura
24).

Figura 24: Paraboloide hiperbélico gerado pelo Python.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits import mplot3d
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# cria lista com 30 pontos igualmente espacgados

# no 1intervalo [-5,5].

x = np.linspace(-5, 5, 30)

y = np.linspace(-5, 5, 30)

X, Y = np.meshgrid(x, y) # Malha com as listas de valores (x,y)
Z = Y*xx2-X**x2 # paraboloide hiperbdlico

# As 3 linhas abaixo plotam a superficie 3D de pontos (x,y,z)
fig = plt.figure()

ax = plt.axes(projection=’3d’)

ax.plot_surface(X, Y, Z)

ax.set_xlabel(’x’) # nome do eixo x

ax.set_ylabel(’y’) # nome do eixo y

ax.set_zlabel(’z’) # nome do eixo z

# otimiza o layout da figura para caber os nomes dos eixos
fig.tight_layout()

usando NymPy e MatPlotLib para desenhar o grafico

de uma funcgao.

usando NymPy e MatPlotLib para desenhar poligonos.

3.8 Atividades e Exercicios

Exercicios sobre a biblioteca matematica padrao

Exercicio 3.1
Crie um c6digo em Python que, dado um arco, em radianos, calcula o cosseno e a tangente desse

arco. Clique para ver a resposta



https://colab.research.google.com/drive/1309i_CHpvN0uzRtBZOazR8lZbisLxVUB?usp=drive_link
https://colab.research.google.com/drive/1eJAVFeJazi1CT0JN4p8ve-MkSJB807i_?usp=drive_link
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\
Exercicio 3.2

Crie um c6digo em Python que, dado um arco, em graus, calcula o cosseno e a tangente desse arco.

Clique para ver a resposta

G

Exercicio 3.3

Crie um c6digo em Python que, dado o raio de um circulo, calcula o seu comprimento e sua area.

Clique para ver a resposta D

\_

Exercicios sobre a biblioteca SymPy

Exercicio 3.4 b
Use o SymPy para encontrar as raizes dos polinémios.
a) p; = a2’ -4
b) py = -z -2
¢) p3 = 2z° — 42° — 10z + 12
d) pa=at -2 -T2 +2+6
\Clique para ver a resposta y
~N

Exercicio 3.5

Use o SymPy para fatorar os polindmios.

222 — 4z — 6

&
S~—
3
=

1]

b) pp = z* — da® — 72° + 222 + 24

c) p3=m5+a:4—9m3—13x2+8w+12

Clique para ver a resposta

G

Exercicio 3.6

Use a biblioteca Sympy para completar quadrados do polinémio 2’ —dx + 7. Clique para ver a

resposta
\ Y,

Exercicios sobre a geracao de graficos

Exercicio 3.7
Faca um programa, usando a biblioteca NumPy e a biblioteca Matplotlib, que faz o grafico da

funcao y = z® = 32 + 32 no intervalo [-10,10] . Clique para ver a resposta
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Os codigos exibidos no capitulo anterior sdo chamados sequenciais, ou seja, eles exibem resultados
a partir da sequéncia em que sdo chamados. Neste capitulo, vamos apresentar como podemos organizar
o codigo em fungoes que nos permitem dividir a complexidade de uma tarefa em etapas mais simples.
Também iremos abordar de que forma informamos ao programa como ele deve tomar decisoes e como

realizar tarefas que envolvem a repeticao dos mesmos passos diversas vezes.

4.1 Funcoes

Nesta secao, trataremos de outra estrutura importante em Python: as fungbes. Primeiramente vale

destacar que Fung¢ao na programagao nao é o mesmo que na Matematica.

Funcao na programacao nada mais é que um conjunto de instrugoes que ajudam a organizar e mo-
dularizar o cédigo, tornando-o mais legivel, eficiente e facil de manter. Uma fungdo pode ou nao receber
parametros e pode ou nao retornar valores. Uma caracteristica importante desse tipo de estrutura é que
podemos chamar fun¢ées em diferentes partes do coédigo, possibilitando a reutilizacao da légica contida
nelas. Esse aspecto favorece a modularizacao do codigo, contribuindo para uma estrutura mais clara e

organizada.

Para definir fungbes usamos a palavra-chave def. O codigo abaixo exibe um exemplo da sintaxe
de uma funcao que recebe dois parametros e retorna um valor. Ela executa quatro comandos e depois

retorna o valor calculado.

def nome_da_funcao( parametrol, parametro2 ):
comando_1
comando_2
comando_3
comando_4
return valor_de_retorno

Observando o exemplo anterior, percebemos que existe um recuo das cinco linhas abaixo da primeira,
isto é, elas nao estao alinhadas a esquerda em relagao & margem do alinhamento vertical da palavra-
chave def. Chamamos isso de indentacao, ou seja, espacos ou tabulagoes no inicio de uma linha de
c6digo para indicar a estrutura do programa. O Python utiliza a indentagao para definir blocos de
codigo em vez de chaves (comumente usadas em outras linguagens de programagao). Isso significa que
a funcao vai executar apenas os comandos que estiverem indentados apos sua definicao. A indentagao
pode ser criada com a tecla Tab do computador ou simplesmente apertando a tecla Enter no final

da primeira linha.

Como ja mencionado, tradicionalmente o primeiro programa que um estudante de programacao cria

é o “Hello World!”, ou “Al6 Mundo!”. Aqui vamos criar uma fungdo que nos diz “Alé6 Mundo!”, que nao

recebe nenhum parametro nem retorna nenhum valor.

def alo_mundo():
print(’Al6 Mundo!?)
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Ao digitarmos esse codigo em uma célula do e o executarmos, aparentemente nada acontece.
Na verdade, o Python criou a fungao e a guardou na memoria. Para que ela seja executada precisamos

“chamar” a fun¢éo usando o nome dela.

alo_mundo ()

Agora o Python busca na memoria a fungdo alo_mundo definida anteriormente e a executa escre-

vendo “Aldé Mundo!” na tela.

Nosso proximo passo é escrever uma funcgao que recebe um parametro. Neste caso, vamos passar

um nome para a fungao e ela vai desejar bom dia para a pessoa cujo nome foi passado.

def bom_dia(nome):
print(’Bom dia,’, nome, ’!’)

Novamente precisamos primeiro definir a funcao e depois chama-la para que o Python a execute.

Se desejamos retornar um valor usamos o comando return, como ja foi mostrado no primeiro
exemplo dessa secdo. Vamos dar outro exemplo: criar uma fun¢do com nome soma que recebe como

pardmetros dois ntimeros a e b e retorna o valor da soma desses dois niimeros.

def soma(a, b):
resultado = a + b
return resultado

Para efetuarmos uma soma precisamos chamar a fungdo passando dois valores para ela. Por exemplo,

digitando soma(2,3) e executando o c6digo, obtemos o valor 5 na tela, conforme mostra a Figura 25.

o soma(a, b):
resultado = a + b
return resultado

soma(2,3)

Figura 25: Fungao soma executada no

Um detalhe sobre o uso do return é que ele nao precisa ser tinico e nao precisa ser o tltimo comando
de uma funcdo. Podemos usé-lo diretamente no momento em que encontramos o resultado que deve ser

retornado.

Vale relembrar que nao precisamos criar fungoes que ja existem disponiveis nas bibliotecas do Python
e que podemos importa-las de diversas formas. Por exemplo, com o comando import math, com o
comando import math as m (usando o apelido m) ou com o comando from math import sin, pi
(importando apenas fungdes especificas). Nesses casos, para calcular sen(7) usamos a fungao seno das

seguintes formas, respectivamente: math.sin(math.pi), m.sin(m.pi) e sin(pi).
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Como ja foi mencionado, ao importarmos fungoes especificas com o comando from math -import
sin, pi, podemos chamar a funcao seno e o m sem a necessidade de prefixos.

Por fim, podemos mudar o nome da funcao que estamos importando. Mas essa opcao deve ser usada
com muito cuidado para nao tornar o cédigo ilegivel depois de algum tempo. Com essa opg¢ao podemos

importar a fungao seno e traduzir seu nome para o portugués
‘ from math import sin as sen, pi

A fungao agora é executada com o comando

| sen(pi)

O do link a seguir apresenta alguns exemplos do uso de fung¢des das bibliotecas, bem como

de definicao e criacao de novas funcoes.

com exemplos de uso e definicao de fungoes.

4.2 Decisoes

Esta secao esta dedicada a tratar dos controladores de fluxo em Python. Falaremos do if e else, que
funcionam permitindo que trechos de cédigo sejam executados ou ignorados, dependendo de condig¢oes
logicas.

Os comandos if-else (se e sendo em portugués) sao operadores logicos e funcionam como os diretores
de trafego do cédigo, decidindo qual caminho seguir, baseado nas condi¢ées que vocé define. Basica-
mente, a estrutura de decisao é do tipo “Se p entao ¢q. Se nao p, entao r”. Essas estruturas permitem que
o programa escolha diferentes caminhos baseado em condic¢oes especificadas. Por exemplo, se quisermos

testar se uma pessoa ¢ maior de idade, podemos executar o seguinte co6digo:

idade=1int(input(’Digite a sua idade: ’))

if idade >= 18: # se a idade é maior ou igual a 18
print("Vocé é maior de idade!'")

else: # sendo, ou seja, se a idade é menor que 18

print("Vocé é menor de idade.")

E importante notar que tudo o que vier abaixo do if e else deve estar indentado, ou seja, s6 serao
executados nas condigoes 1f e else os comandos indentados apés suas respectivas linhas. Além disso,

podemos ter multiplas condigdes usando elif (abreviagao de “else if”), conforme o codigo a seguir:

jdade=int(outro exemplo(’Digite a sua idade: 7))
if idade < 18: # se a idade é menor que 18

print("Vocé é menor de idade.")


https://colab.research.google.com/drive/1xDy4PaWYzxqYxOMWF5YpG2RKHMcciLC2?usp=drive_link
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elif idade == 18: # sendo, se a idade é igual a 18
print("Vocé tem exatamente 18 anos!")

else: # sendo, ou seja, a idade é maior que 18
print("Vocé é maior de idade.'")

Embora o simbolo : no final do if, else e elif seja o mesmo utilizado na criagao de listas e sublistas,
seu significado é diferente. Aqui ele marca o inicio de um bloco de cédigo indentado que depende de
uma condi¢ao. No contexto de listas, ele é utilizado para delinear intervalos ou subsequéncias dentro de
uma estrutura de dados.

O proéximo cédigo é um programa em Python que solicita ao usuario a insercao de um ntmero inteiro
e, em seguida, determina se o ntmero é par ou fmpar. Nesse caso, o programa exibe claramente na
tela se o nimero dado é par ou impar. Esse é mais um exemplo usando if-else. Repare que esse
cddigo pode ser utilizado pelo professor de Matematica para desenvolver a habilidade EFO6MA04 da
BNCC mencionada anteriormente, que diz: "Construir em linguagem natural e representé-lo
por que indique a resolu¢do de um problema simples (por exemplo, se um ntimero natural

qualquer é par)".

( )
Exemplo 4.1
Faga um programa que leia um ntmero inteiro e retorne se esse niimero é par ou fmpar.
n = int(outro exemplo(’Digite o valor de n: ’))
if n % 2 == 0O:
print(n, ’é par’)
else:
print(n, ’é impar’)
\§ J

Podemos criar uma funcéo e inserir os controladores de fluxo para tomar decisao dentro dela. Funcao

Tomando Decisao: verificando se um ntmero é par

def par( n ):
if n % 2 == o:
print( n, ’é par’)
else:

print( n, ’ndo é par’)
Usando a Funcgao

par(2)
2 é par

par(3)
3 ndo é par

Outro exemplo de uma estrutura de decisao é o codigo abaixo, que classifica um triAngulo quanto aos

lados. Esse codigo pode ser utilizado pelo professor de Matematica para contribuir no desenvolvimento
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da Habilidade EFO6MA19 da BNCC que diz: “Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los

em relacao as medidas dos lados e dos dngulos”.

( )
Exemplo 4.2
Faca um programa que leia as medidas dos lados de um tridngulo e o classifica quanto aos lados.
a = float(input("Digite o valor do lado a: "))
b = float(input("Digite o valor do lado b: "))
= float(input("Digite o valor do lado c: "))
# Nesse caso esta verificando se um lado é maior que a
# soma dos demais. Se isso for verdade, as 3 medidas de
# lados nao formam um triangulo.
if a>=b+c or b>=a+c or c>=at+b: # or é o conectivo légico ou
print("Nao formam um triadngulo")
elif a == b and a == c: # and é o conectivo légico e
print("Formam um tridngulo equilatero")
elif a==b or a==c or b==c:
print("Formam um triadngulo isdsceles")
else:
print("Formam um tridngulo escaleno")
G J
O a seguir ilustra o uso dos controladores de fluxo if, elif e else em processos de

tomada de decisoes.

com exemplos do uso do if, elif e else.

4.3 Repeticoes

Quando surge a necessidade de realizar tarefas repetitivas em um codigo Python, nao é preciso
envolver-se em repeticoes manuais. Podemos aproveitar recursos que simplificam esse processo, trans-
formando tarefas repetitivas em loops continuos. Esses loops continuam a executar até que uma condig¢ao
especifica seja atendida

Nesta secao, abordaremos duas estruturas de repeticao em Python: for e whi'le.

4.3.1 Numero fixo de repeticoes

O for (significa para em inglés) é uma ferramenta poderosa para automatizar tarefas repetitivas
e processar dados em colegoes de forma eficiente. Ele ajuda a tornar o cédigo mais limpo e legivel,

especialmente em situacgoes onde a repeticao é necessaria. Ele é muito tutil quando vocé precisa iterar


https://colab.research.google.com/drive/15ZXzyOve7DtTf6hPhm_eemOPdw0TKKzB?usp=drive_link
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(ou percorrer) sobre uma colegao de itens, como uma lista, tupla, string ou até mesmo um intervalo
numeérico.

A estrutura béasica de um loop for é assim:

for ditem in colecao:
# faca algo com o item (deve estar indentado)

O range () é uma fungao bastante util para criar sequéncias numéricas em Python e muitas vezes é
utilizado em conjunto com a estrutura for para iterar sobre essa sequéncia. A sintaxe basica do range ()
é range(inicio, final, passo). O valor inicial da sequéncia, por padrédo, é 0; e o intervalo entre
os valores, por padrao, é 1.

A sequéncia range (10) comega em 0 para antes de 10
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
A sequéncia range (1, 10) comega em 1 para antes de 10
1,2,3,4,5,6,7,8,9
A sequéncia range(1l, 10, 2) comega em 1 para antes de 10 com passo 2
1,3,5,7,9

Podemos agora usar a sequéncia para construir uma repeticao, como no cédigo seguinte

for i in range(1l, 6):
print(i)

Esse lago de repeti¢ao for imprimird os numeros de 1 a 5. Note que o valor final (6) nao ¢ incluido.

O programa a seguir imprime na tela a tabuada do 7.

for n in range(1, 11):
vV =7 *n
print(’7 x ’,n,’=7,v)

A Figura 26 mostra o c6digo executado no

O codigo a seguir mostra um exemplo nao numérico. Nele listamos as vogais do alfabeto.

Voga-is = [ lla”’ HeH, ll-ill’ lloll, llull ]
for v in vogais:
print( v )

Algumas vezes precisamos de um controle mais elaborado das repeticoes, o Python fornece-nos dois
comandos para isso. O break permite-nos interromper as repeticoes terminando prematuramente o
for. O continue interrompe o ciclo atual pulando todas as instrugoes ainda nao executadas e iniciando
diretamente o préximo ciclo.

O a seguir apresenta alguns exemplos do uso da instrugao for.
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V)

1 for n in range(1, 11):
2 v=17%n
3 print('7 x ',n,'=",v)

=7
= 14
=21
= 28
35
= 42
= 49
= 56
= 63

4]

NN N N N N N N NN
W o~NOUV R WN R
I

X X X X X X X X X X

Figura 26: Codigo que imprime na tela a tabuada do 7.

com exemplos de repeticao com o uso do comando for.

4.3.2 Repetir até atingir o objetivo

O while (significa enquanto em inglés) é outra estrutura de controle de fluxo em Python, mas ao
contrario do for, ele ndo depende explicitamente de uma sequéncia de elementos. Em vez disso, ele
executa um bloco de cédigo repetidamente enquanto uma condicao especifica estipulada é verdadeira.

A estrutura béasica de um loop while é o seguinte:

while condicao:
# faca algo enquanto a condigdo for verdadeira (indentado)

O bloco de coddigo escrito dentro do while é repetido enquanto a condigdo fornecida for avaliada
como verdadeira. Se a condi¢ao se tornar falsa, a execugao do cédigo dentro do while é interrompida,
e 0 programa continua com o préximo bloco de cédigo apos o while.

O co6digo a seguir imprimiré os ntimeros de 0 a 4. O contador é incrementado a cada iteragdo, e o

loop continua enquanto o contador for menor que 5.

contador = 0

while contador < 5:
print(contador) #indentado
contador += 1

A cada iteracdo, o contador é atualizado através do comando contador += 1, que é equivalente

a contador = contador + 1, sendo apenas uma forma mais concisa de escrever a mesma operagao.


https://colab.research.google.com/drive/1V91-Bh5CmYWU1qEgOLTkwLXkJSy_o8cn?usp=drive_link
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A seguir vemos um exemplo do célculo de fatoriais.

-
Exemplo 4.3
Crie uma fungao para calcular n! de duas formas: uma usando for e outra usando while Usando
for
def fatorial(n):
f=1
for k in range( 1, n+l ):
f=fx*k
return f

Usando while

\

def fatorial(n):

f=1

while n > 1:
f=fx*xn
n=n-1

return f

\_ J
com exemplos de repeticdo com o uso do comando
while.

4.4 Atividades de Experimentagcao com Python

Através de atividades de experimentacao e investigacao, os estudantes podem criar conjecturas para

identificar propriedades e relacoes entre objetos matematicos que estao sendo estudados em sala de aula.

Uma possibilidade é verificar a validade do Bindémio de Newton
(.’E +y)n — Z (i)xn—zyz
i=0

para diferentes valores dos expoentes. O coédigo abaixo calcula o Binomio de Newton de 2 até 9.

Figura 27 mostra o resultado do cédigo no

from sympy import *
from IPython.display import display

X, Yy = symbols(’x y’)

for n in range(2,10):

A


https://colab.research.google.com/drive/1B_nHczfZ7o1-UCGkNelzvBVHoRSvNH5s?usp=drive_link
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a = (xty)**n
b = expand((x+y)**n)
display(Eq(a,b))

© 1 from sympy import *
2 from IPython.display import display
3
4 x,y=symbols('x y")
5
6 for n in range(2,10):
7 a=(x+y)**n
8 b=expand( (x+y)**n)
9 display(Eq(a,b))

(:r.-i—-y)? =z + 2zy + °

(z + y)® =2 + 32%y + 3zy® + °

(x +y)* = z* + 42y + 62%° + dy® +o°

(z + y)” = 2° + bz'y + 102°y + 102%y° + 5zy* + °

(z +7)" =20 + 62°y + 152%® + 202%y® + 152" + 6zy” + o°

(z+y) =27 + 720y + 212%y + 352" + 352%y* + 2122y + Txy’ + o

(z+y)® = 2% + 82"y + 282%% + 562°y® + T0z'y* + 56z°y” + 282%y° + 8xy” + o

(z + )" = 2° + 928y + 362"y® + 84z + 1262%y" + 1262y + 842y’ + 362%y" + 9y + ¢

Figura 27: Binémio de Newton com expoentes variando 2 até 9 no

Outra possibilidade estd na analise combinatoria e probabilidade. Nesse caso, deve-se importar a
biblioteca Itertools. O codigo abaixo, por exemplo, exibe todas as permutagoes com os algarismos 1
2,3 ed.

import dtertools
itertools.permutations([1, 2, 3, 4])
j=1

©
1]

for i in list(p):
print(j,i)
j+=1

Ao inserir o pardmetro 2 na 2% linha do codigo acima da seguinte forma
p = itertools.permutations([1, 2, 3, 4],2)

0 ird imprimir todos os arranjos de 2 elementos formados com os ntimeros de 1 a 4. Trocando

a funcdo permutations por combinations da seguinte forma
p = itertools.combinations([1, 2, 3, 4],2)

0 ir4 imprimir todos as combinacoes de 1 a 4 tomados 2 a 2. Mais informacoes da biblioteca

Itertools podem ser encontradas nesta péagina.


https://docs.python.org/3/library/itertools.html
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Outros exemplos de codigos para atividades de experimentacao sao apresentados a seguir:

4 )
Exemplo 4.4
Se uma moeda é lancada 5 vezes, qual a probabilidade de sair “cara” 3 vezes?
import +ditertools
# Calcula todos os resultados possiveis de 5 lancamentos
# de cara (C) e coroa (K)
p = itertools.product(’KC’, repeat=5)
g -
k =
for i in list(p):
if i.count(’C’)==3: # se a lista tiver 3 caras
print(j,i,’Sim’,’ ({})’.format(k))
k+=1
else:
print(j,i)
j*=1
\§ J
\
Exemplo 4.5

(OBMEP-2019) Em uma caixa ha cinco bolas idénticas, com as letras O, B, M, E e P. Em uma
segunda caixa ha trés bolas idénticas, com as letras O, B e M. Uma bola é sorteada da primeira
caixa e, a seguir, outra bola é sorteada da segunda caixa. Qual é a probabilidade de que essas bolas

tenham a mesma letra?

C].:[’O’, ’B’, ’M’, ’E’, P
C2=[,0’, ’B’, "M ]

for i in range(len(C1)):
for j in range(len(C2)):

if C1[i] == C2[j]:
print(t, C1[i], C2[j], ’Sim ({})’.format(k))
k+=1

else:
print(t,C1[i],C2[j])

t += 1
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( )
Exemplo 4.6

Em uma experiéncia aleatoéria foi langado duas vezes um dado. Considerando que o dado é honesto,

qual a probabilidade de obter a soma dos lancamentos igual a 57

D1 = list(range(l, 7))
D2 = list(range(l, 7))
k =
t =

for i in range(len(D1)):
for j in range(len(D2)):
if D1[i]+D2[j] ==
print(t, D1[i], D2[j]1, ’Sim ({})’.format(k))

k+=1
else:
print(t,D1[i],D2[j])
t 4= 1
g J
( )
Exemplo 4.7
Quantos anagramas da palavra AMAR possui as vogais juntas?
import -dtertools
p = itertools.permutations([’A’,’M’,’A’,’R’])
f =1
for i in list(p):
for j in range(len(i)-1):
if (i[j]=="A’) and (i[j+1]=="A’) and (i not in f):
f.append (i)
print(’’.join(i))
G J

Em relagao aos exemplos 4.5 e 4.6, podemos fazer sorteios para simular essa probabilidade através
da biblioteca Random, que fornece nimeros aleatorios. O professor de Matemaética pode utilizar esses

c6digos em suas aulas para auxiliar no desenvolvimento das seguintes Habilidades da BNCC:

e (EFO6MA30) Calcular a probabilidade de um evento aleatorio, expressando-a por ntimero racional
(forma fracionéria, decimal e percentual) e comparar esse niimero com a probabilidade obtida por

meio de experimentos sucessivos.

e (EFO7TMA34) Planejar e realizar experimentos aleatorios ou simulagoes que envolvem calculo de

probabilidades ou estimativas por meio de frequéncia de ocorréncias.
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e (EF09MA20) Reconhecer, em experimentos aleatorios, eventos independentes e dependentes e

calcular a probabilidade de sua ocorréncia, nos dois casos.

Os codigos abaixo simulam experimentos aleatorios para os exemplos 4.5 e 4.6.

import random
Cl = [707’ ,B” 7M7, ,E’, 7P7:|
C2 = [70’, ’B’, ’M’]

N = 100000
i=0
j =0
while (i < N):
if random.choice(Cl) == random.choice(C2):
j+=1
i+=1

probabilidade=j/1
print(probabilidade)

import random
Di=list(range(l, 7))
D2=Tist(range(1, 7))

N = 100000
i=o0
j=0

while (i < N):
if random.choice(D1l)+random.choice(D2)==5:
j+=1
i+=1
probabilidade=j/1
print(probabilidade)

4.5 Atividades e Exercicios

Exercicios sobre definicao de funcoes

Exercicio 4.1
Escreva uma funcao em Python que retorne a média aritmética de dois nimeros. Clique para

ver a resposta

Exercicios sobre tomada de decisao

Exercicio 4.2
Faga um programa que solicita um niimero para o usuério e retorna se o nimero é positivo, negativo

ou nulo. Clique para ver a resposta
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( . )
Exercicio 4.3 (GUANABARA)

Desenvolva um programa em Python que leia o peso e a altura de uma pessoa, calcule seu Indice
de Massa Corporal (IMC)

IMC = peso

altura?

e mostre sua condi¢ao, conforme as informacoes da tabela

IMC Condig¢ao

Abaixo de 18,5 Abaixo do Peso
Entre 18,5 e 25 Peso Ideal

25 até 30 Sobrepeso

30 até 40 Obesidade

Acima de 40 Obesidade Moérbida

Clique para ver a resposta y

\_

. )
Exercicio 4.4

Crie uma fungao que, dados os coeficientes, calcule as raizes de uma equagao de grau 2. Clique

para ver a resposta y

\_

Exercicios sobre repeticoes

. )
Exercicio 4.5

Desenvolva um programa no qual o usuario fornece o primeiro termo, a razao de uma PA e o
numero de termos. No final, esse programa deve mostrar os n termos da progressao e sua soma.

Clique para ver a resposta )

. )
Exercicio 4.6

Desenvolva um programa no qual o usuario fornece o primeiro termo, a razao de uma progressao

geométrica e o nimero de termos. No final, o programa mostra os n termos da progressao e sua

soma. Clique para ver a resposta y

- )
Exercicio 4.7

Faga um programa que, dados os catetos, forneca o valor da hipotenusa de um tridngulo retangulo.
Nesse programa vocé deve testar se os lados do tridngulo retangulo dado sao positivos. Caso os
valores dos catetos forem negativos, mostrar na tela a mensagem “Os valores dos catetos devem ser

ositivos”. Clique para ver a resposta
Kp q p P )

( )
Exercicio 4.8 (OBMEP 2008 ADAPTADA)

Com quadradinhos de lado 1 cm, constroi-se uma sequéncia de retangulos acrescentando-se, a cada
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etapa, uma linha e duas colunas ao retangulo anterior. A figura a seguir mostra os trés primeiros

retangulos dessa sequéncia. Qual é o perimetro do 100° retangulo dessa sequéncia?

[

1I.'.|

20

3D

Faca um programa em Python que resolva esse problema da OBMEP, ou seja, um programa que

kimprima o perimetro desse retangulo. Clique para ver a resposta y
. )
Exercicio 4.9
Faga um programa que imprima na tela os n primeiros niimeros da sequéncia de Fibonacci. Clique
ara ver a resposta
2> b y,
. )
Exercicio 4.10
Crie um em Python para verificar se uma lista de ntimeros nao nulos é uma PG e, se for,
kimprimir na tela a razao. Clique para ver a resposta y
. )
Exercicio 4.11
Crie um e experimente a seguinte proposi¢do: Em uma PG finita de n termos, sendo S
a soma dos termos, S' a soma de seus inversos e P o produto dos elementos, temos que
S n
P2 = (g) o
kVocé acha que essa proposicao é verdadeira ou falsa? Clique para ver a resposta D




Simulando Logo em

Python
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Logo (ou SuperLogo) é uma linguagem criada por Seymour Papert voltada para o ensino de pro-
gramacao dentro do ambiente escolar e que fez muito sucesso como ferramenta de apoio ao ensino de
Matemética entre as décadas de 70 e 90. Basicamente, ela implementa uma tartaruga que responde aos

comandos do usuario para se movimentar, construindo figuras com sua trajetoéria.

5.1 A Biblioteca Tartaruga

Vamos agora mostrar como simular o Logo no Python. Para isso, seré necessério instalar a biblioteca

Tartaruga no através do recurso de instalagao pip. Digite
Ipip install ColabTurtlePlus

no e depois execute. Quando aparecer a mensagem “Successfully installed ColabTurtlePlus”,

pronto. Vocé agora pode utilizar os recursos do Logo no Python, simulando a famosa tartaruga no

5.11 Construindo Poligonos

Vamos comegar com um codigo simples: fazer a tartaruga desenhar um tridngulo equilatero com
sua trajetoria. O professor de Matemética pode utilizar esse coédigo em suas aulas para auxiliar no
desenvolvimento da Habilidade EFOTMA28 da BNCC, que diz: “Descrever, por escrito e por meio de
um , um para a construgao de um poligono regular (como quadrado e tridngulo
equilatero), conhecida a medida de seu lado”.

Mesmo ap6s instalada, primeiramente devemos importar a biblioteca denominada ColabTurtlePlus
geralmente como a letra t (de tartaruga). Vamos criar uma fun¢ao chamada caminho(1l,a,t), que
ird determinar o caminho da tartaruga t com lado 1 e dngulo de virada a. Observe que, nesse caso, a
estrutura de definigdo da fun¢@o nao tem o return, pois essa fungdo nao retorna nenhum valor (apenas

executa comandos). O codigo abaixo contém os demais comentérios dessa primeira simulagao do Logo.

\

-
Exemplo 5.1

Crie um co6digo para fazer a tartaruga desenhar um tridngulo equildtero com sua trajetoria.

import ColabTurtlePlus.Turtle as t
def caminho(l,a,t):
t.forward (1) # tartaruga anda pra frente "1" unidades
t.left(a) # tartaruga vira para esquerda "a" graus
t.clearscreen() # limpa a area a ser desenhada
t.setup(800,500) # define o tamanho do retangulo
t.showborder () # mostrar a borda do retéangulo
t.speed(5) # velocidade da tartaruga
t.shape("turtle") # formato de tartaruga
t.color ("white") # cor da tartaruga
t.bgcolor("black") # cor de fundo

.Turtle,
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t.pensize(5) # largura do traco
1=100 # tamanho do lado do triangulo equilatero
a=120 # angulo externo do triangulo equilatero

for _ in range(3): # percorre os 3 lados do triadngulo

caminho(l,a,t)

\_ J

Uma observagao sobre o c6digo do Exemplo 5.1 estd no comando

‘ for _ din range(3):

Essa instrugdo tem a finalidade de repetir o caminho trés vezes para percorrer o tridngulo. Entre-
tanto, o caminho nao foi definido em fungdo de uma variavel de iteragao, tradicionalmente identificada
pelas letras 1, j, k ou n. Nesse caso, podemos simplesmente usar o caractere underline (_), que teremos
o efeito desejado, sem a necessidade de uma varidvel adicional que nao sera utilizada no loop.

Podemos avancar e construir um programa para fazer a tartaruga desenhar um poligono regular
qualquer com sua trajetoria. Essa implementacao do pode ser usada pelo professor de Ma-
tematica para auxiliar no desenvolvimento da Habilidade EFOOMA15 da BNCC, que diz: “Descrever,
por escrito e por meio de um , um para a construcao de um poligono regular cuja
medida do lado é conhecida, utilizando régua e compasso, como também softwares”.

Para melhor aproveitar a area do retangulo 800x500, podemos definir a posicdo inicial da tartaruga
em um circulo de didmetro 450. O coédigo exibido abaixo contém alguns comentarios sobre o programa
sugerido. A Figura 28 mostra os dois poligonos desenhados como resultados desses codigos executados

no

( )
Exemplo 5.2

Crie um programa que faga a tartaruga desenhar um poligono regular de n lados com sua trajetoria.

import ColabTurtlePlus.Turtle as t
import math

def caminho(l,a,t):
t.forward (1)
t.left(a)

n=8 # definindo 8 lados para o poligono
1=450*math.sin(math.pi/n) # lado de um poligono regular
# dinscrito em um circulo de
# diametro 450
ai=180*(n-2)/n # angulo 1interno

t.clearscreen()
t.setup(800,500)




56 | 5. Simulando Logo em Python

‘ t.showborder ()

.speed(5)
.shape("turtle")
.color("white")
.bgcolor ("black'")
.pensize(5)

+ t t+ t+

t.up() # levanta a tartaruga para ndo desenhar até chegar
# ao ponto de partida

# Os 3 comandos a seguir posicionam o poligono de tal
# forma que seu lado mais baixo fique na horizontal
t.right(90+180/n)

t.forward(450/2)

t.left(90+180/n)

t.down() # baixa a tartaruga para comecar a desenhar
a = 180-ai # angulo externo

for _ in range(n):
caminho(l,a,t)

WA

(a) Triangulo. (b) Octdgono.

Figura 28: Tridngulo e Octégono desenhados no com os codigos dos Exemplos 5.1 e 5.2.

5.1.2 Construindo Circulos

Também podemos fazer a tartaruga desenhar um circulo com sua trajetoria e colorir regides. Vamos
construir um programa para fazer a tartaruga desenhar a bandeira do Japao. O codigo exibido a seguir

contém comentéarios sobre alguns comandos do programa sugerido, e a Figura 29 mostra o resultado no
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fExemplo 53 h
Crie um programa que facga a tartaruga desenhar a bandeira do Japao com sua trajetoria.
import ColabTurtlePlus.Turtle as t
t.clearscreen()
t.setup(800,500)
t.showborder ()
t.shape("turtle")
t.color("red")
t.speed(5)
t.up()
t.setposition(0,-100) # define a posigado 1inicial da tartaruga
# em coordenadas, sendo a origem no
# centro do retangulo
t.down ()
t.begin_fill() # inicia o preenchimento da regido com a
# cor desejada
t.circle(100) # circulo de raio 100
t.end_fill() # finaliza o preenchimento da regido com a
# cor desejada
t.hideturtle() # oculta a tartaruga para nao aparecer no
# desenho final
\_ J

+ Codigo + Texto

>

{x}

<>

Figura 29: Bandeira do Japao desenhada no com o c6digo do exemplo 5.3.
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5.1.3 Construindo Fractais

Uma das aplicagbes mais interessantes da tartaruga do Logo é o desenho de fractais. Fractais sao
estruturas geométricas que possuem autossimilaridade, isto é, suas partes repetem os tragos do todo em
infinitas escalas. Existem diversos exemplos de fractais, muitos deles encontrados na natureza. Vamos

dar dois exemplos aqui: a arvore fractal e a curva de Koch.

Comegaremos com a arvore fractal, cujos galhos e suas ramificagoes possuem autossimilaridade com
o tronco principal. Para implementar fractais, usaremos funcées recursivas, isto €, fun¢ées que chamam a
si mesmas. A propriedade de recursividade nos fractais é exatamente a autossimilaridade. Por exemplo,
em um galho da &rvore pode ser observada uma réplica em miniatura semelhante ao todo. Segue um

exemplo de uma possibilidade de c6digo para a construgdo de uma arvore fractal.

-
Exemplo 5.4

Crie um programa que faga a tartaruga desenhar uma éarvore fractal, com sua trajetoéria.

import ColabTurtlePlus.Turtle as t

def arvore(l,t):
if 1 > 5:

t.forward(1l)

t.right(20)

arvore(l-10,t) # recursividade
t.left(40)

arvore(l-10,t) # recursividade
t.right(20)

t.backward (1)

.clearscreen()
.setup(800,500)
.showborder ()
.shape("turtle')
.color("green")
.bgcolor ("yellow")
.speed(10)
.pensize(5)

+ & A+ & & + +

t.left(90) # virando a tartaruga para cima, pois ela sempre
# comeca virada para a direita

t.up()
t.backward(150)

t.down()

arvore(75,t)
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Outro fractal que mostraremos aqui € a curva de Koch, de autoria do matematico sueco Helge von
Koch. Trata-se de um fractal que comeca com uma linha reta dividida em trés pedacos iguais. Em
seguida, traga-se um tridngulo equildtero que tem como base o terco central. Removendo essa base,
obtemos uma linha composta por 4 segmentos, cada qual com Y5 do comprimento inicial. Fazendo isso
recursivamente (para cada um desses 4 segmentos), obtemos a curva de Koch. Tomando um tridngulo
equilatero e fazendo a curva de Koch em cada um dos seus lados, obtemos o famoso fractal do floco
de neve de Koch. Abaixo temos uma possibilidade de cédigo para a construgao desse floco de neve. A

Figura 30 mostra os dois fractais desenhados como resultados desses codigos executados no

( )
Exemplo 5.5

Crie um programa que faca a tartaruga desenhar o floco de neve de Koch com sua trajetoria.

import ColabTurtlePlus.Turtle as t

def koch(t, n, 1):

if n ==
t.forward (1)

else:
n=n-1
1=1/3
koch(t, n, 1)
t.left(60)
koch(t, n, 1)
t.right(120)
koch(t, n, 1)
t.left(60)
koch(t, n, 1)

.clearscreen()
.setup(800,500)
.showborder ()
.shape("turtle")

+ t + +

.color ("white")
.bgcolor ("black'")
.speed(10)
.pensize(5)

+ t + +

~up()
.setposition(-200,125)
.down ()

.hideturtle()

+ t + +

4 # numero de repeticbes para a curva de Koch
1 = 400

=)
1
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for _ in range(3):
koch(t, n, 1)
t.right(120)

(a) Arvore fractal. (b) Floco de neve de Koch.
Figura 30: Arvore fractal e floco de neve de Koch desenhados no com os codigos dos Exemplos 5.4 e 5.5.

Uma documentac¢ao com outras opgoes de fungoes e pardametros da biblioteca ColabTurtlePlus
pode ser acessada nessa pagina.

O a seguir traz os codigos apresentados neste capitulo.

com as atividades com o Logo.

5.2 Atividades e Exercicios

Exercicio 5.1
Modifique o c6digo do Exemplo 5.1 para que a tartaruga desenhe um quadrado com sua trajetoria.

Clique para ver a resposta

Exercicio 5.2
Modifique o c6digo do Exemplo 5.2 para que a tartaruga desenhe 6 poligonos regulares de 3 até 9
lados com sua trajetoria, todos inscritos na mesma circunferéncia e cada um de uma cor diferente,

bem como a propria circunferéncia Clique para ver a resposta



https://larryriddle.agnesscott.org/ColabTurtlePlus/documentation2.html
https://colab.research.google.com/drive/1e0AJAMaqvN-UWbAolVfJXwV3OXvVfQAL?usp=drive_link
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~
Exercicio 5.3

Crie um programa que faga a tartaruga desenhar os anéis olimpicos, simbolo dos Jogos Olimpicos,

com sua trajetéria. Clique para ver a resposta D

G

~
Exercicio 5.4

Crie um programa que faga a tartaruga desenhar a bandeira da Franca com sua trajetoria. Clique

ara ver a resposta
\ 1 > Y,

~
Exercicio 5.5

Crie um programa que faga a tartaruga desenhar o fractal Tridngulo de Sierpinski com sua traje-

toria. Clique para ver a resposta D

G




inais
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O objetivo deste trabalho foi mostrar algumas possibilidades de uso da linguagem de programacao
Python por professores de Matemética em sala de aula. Vale lembrar que programagao e Tecnologias
Digitais da Comunicagao e Informagao (TDIC) tém sido tendéncia nos tltimos anos na sala de aula de
Matemética, além de recomendada pela Base Nacional Comum Curricular. Também destacamos que
os livros de Matemética do Programa Nacional do Livro Didéatico (PNLD 2021) trazem introdugao a
programacao, e , associadas ao pensamento computacional.

Como ja mencionado, nao foi intencao desse texto dar um curso completo de programacao em
Python. Para isso, o leitor interessado pode se valer dos varios livros e materiais que ja se encontram
disponiveis, muitos deles gratuitamente na internet. Nosso foco aqui foi auxiliar o professor de Mate-
maética, tanto em formacao inicial quanto continuada, a superar os desafios de aprender a linguagem de
programacao Python de tal forma que ela possa auxiliar seu trabalho em suas préticas com TDIC.

Esta apostila utilizou os do diretamente no seu navegador de in-
ternet. Outra opg¢ao popular de online para Python é o Jupyter, encontrado em < https:
//jupyter.org>. O leitor interessado também pode instalar alguma IDE em seu computador, como, por
exemplo, Pycharm, IDLE ou Spyder.

O Python tem na Ciéncia de Dados um de seus maiores triunfos, principalmente por sua capacidade
de fazer analises de grandes volumes de dados (Big Data). Uma das principais bibliotecas de analise de
dados é a Pandas. O leitor interessado em aprofundar seus conhecimentos em sua aplicagdao na Ciéncia
de Dados pode acessar essa biblioteca em < https://pandas.pydata.org>.

Atualmente, Inteligencias Artificiais (IAs) tais como o ChatGPT, Copilot, Gemini, além da TA
integrada ao préprio , entre outras opgoes, estao sendo muito utilizadas para fornecer e melhorar
c6digos de programagao e podem ser uma grande aliada na aprendizagem e no aprimoramento em
Python.

No que diz respeito & programacao de computadores e ao pensamento computacional para aulas
de Matemaética, seguem algumas sugestoes de materiais disponiveis que podem servir como excelentes
referéncias para professores interessados em integrar esses recursos em suas aulas. Um deles é o médulo
de Pensamento Computacional do projeto Livro Aberto de Matemaética, que propoe diversos problemas
mateméaticos e mostra o processo de resolucao através de diferentes representagoes tais como textuais,
visuais e na linguagem de programagao Portugol. Contetidos complementares do livro Pensamento
Computacional da cole¢do Livro Aberto de Matematica podem ser acessados nesse site. Ha outras
atividades também que, embora nao envolvam necessariamente programacao e sejam mais voltadas para
grandes conceitos e problemas da computagao, podem ser encontradas no site do projeto Computacao
Desplugada. Tal site oferece uma colecao gratuita de atividades para a Educagdo Béasica, abordando
conceitos e problemas da computagao sem a necessidade de utilizar computadores ou equipamentos
eletrénicos.

Por fim, esse material foi desenvolvido para professores que estdo iniciando seus estudos em progra-
macao com Python, com foco na sala de aula de Mateméatica. Ao longo dele pensamos em
que pudessem ser feitos com e por estudantes programando em Python, permitindo ao professor tra-
balhar o pensamento computacional enquanto se discute Matemaética. Esperamos que esse texto possa
ajudar o leitor nessa jornada de ensinar Mateméatica através da programacao com Python, deixando o
professor mais seguro e confortével ao incorpora-lo em suas préaticas docente. Fica aqui o convite para
o professor interessado experimentar essas e outras atividades de programacao no contexto da sala de

aula.


https://jupyter.org
https://jupyter.org
https://pandas.pydata.org
https://umlivroaberto.impa.br/producao/pensamento-computacional-2/
https://umlivroaberto.impa.br/
https://www.mais.mat.br/pensamentocomputacional/index.html
https://www.desplugada.ime.unicamp.br/
https://www.desplugada.ime.unicamp.br/
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Capitulo 2

2.1

| 10 // 3
b)

| 10 % 3
2.2

a)

|3+ 7 %% 2

b)

| (5 -2 % 7%x3 ) / (5 + 3%x(1/2) )

2.3 O resultado obtido é 30 = 5 X % X 3

2.4 O programa a seguir solicita que o usuéario digite um valor, converte o texto que o usuério digitar

em um ndmero, faz a conversao e escreve uma frase respondendo qual o valor em graus Célsius.

F float(input(’Entre com o valor de F \n’))
C (5 x (F-32)) / 9
print(F, ’graus Fah equivale a ’,C, ’graus Celsius’)

Capitulo 3

3.1 Aqui podemos usar a biblioteca mateméatica padrao e realizar os célculos diretamente.

import math
a = float(input(’Digite o valor do arco em radiano ’))

print(’cos(a) =’, math.cos(a))
print(’tg(a) =’, math.tan(a))

3.2 A solucao é a mesma do exercicio anterior, s6 precisamos converter a medida do arco para radianos.

import math

float(input(’Digite o valor do arco em graus ’))

L 09
1 1]

math.radians(g)
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print(’cos(a) =’, math.cos(a))
print(’tg(a) =’, math.tan(a))

3.3 Vamos usar a biblioteca matemética padrao para nos fornecer o valor de 7.

import math

r = float(input(’Digite o valor do raio ’))

print(’Comprimento =7, 2 * math.pi * r)

print(’Area =7, math.pi * r*x2)

3.4 Em cada item o cédigo importa a biblioteca SymPy, cria a varidvel simbdlica x, define o polinémio

e usa a fungdo solve para calcular as raizes.

a)

import sympy as s
X = s.symbols(’x’)
pl = x**x2 - 4
s.solve(pl)

import sympy as s
X = s.symbols(’x’)
p2 = xX**2 - x — 2
s.solve(p2)

import sympy as s

X = s.symbols(’x’)

p3 = 2*X**x3 — 4kx**x2 - 10*x + 12
s.solve(p3)

import sympy as s
X = s.symbols(’x’)
p4 = X**4 - xX**3 - Txx**2 + X + 6

s.solve(p4)

3.5 Em cada caso, vamos definir o polinémio como uma expressao simbolica e usaremos a funcao factor

para obter a forma fatorada.

a)
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import sympy as s

X = s.symbols(’x’)

pl = 2*x**x2 — 4*xx - 6
s.factor(pl)

import sympy as s

X = s.symbols(’x’)

P2 = X**4 — 4Axx**3 — Txx**x2 + 22%x + 24
s.factor (p2)

import sympy as s
X = s.symbols(’x’)
p3 = X**5 + Xx**4 — Oxx*%*3 — 13xx**2 + 8xx + 12

s.factor (p3)

3.6 Para encontrar a forma que desejamos, é preciso encontrar a e b tais que
2 2
2 —4dx+7=(x—a) +b

Para resolver isso com o SymPy, vamos criar as varidveis simbolicas x, a e b, usé-las para criar as
~ 2 2 . - ~
expressoes p = x° —4x +7 e q = (x — a)” + b, criar uma equacao igualando p e ¢, resolver a equacao

para encontrar os valores de a e b e finalmente substituir esses valores em gq.
import sympy as s
X, a, b = s.symbols(’x a b”)

X*k*x2 — 4%xx + 7
(x = a)**x2 + b

o T
1] 1]

solucao = s.solve(s.Eq(p, q), (a, b))

g = q.subs(solucao)
q

3.7

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

np.linspace(-10, 10, 100)

X*x*3 — 3%xX**2 + 3%xX

<
1]
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plt.plot(x, vy)
plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel(’y’)

plt.title("Grafico da Funcdo $y=x"3-3x"2+3x$")

plt.grid(True)

Capitulo 4

4.1 A funcéo a seguir recebe os valores a e b e retorna sua média aritmética

def media(a, b):
return (a+b ) / 2

Para calcular a média de dois valores chamamos a funcao com o cédigo

| media( 3, 5)

4.2 Uma solucgao para esse problema é:

if numero > 0:
elif numero < 0:

else:
print(’0 nimero é zero’)

4.3

peso

I
1

IMC = peso/(Hxx2)

if IMC < 18.5:
print(f’Seu IMC é {IMC} e vocé

elif 18.5 <= IMC < 25:
print(f’Seu IMC é {IMC} e vocé

elif 25 <= IMC < 30:
print(f’Seu IMC é {IMC} e vocé

elif 39 <= IMC < 40:
print(f’Seu IMC é {IMC} e vocé

else:

esta

estd

esta

esta

numero = float(input("Digite um nimero: "))

print(f’0 numero {numero} é positivo’)

print(f’0 nimero {numero} é negativo’ )

float(input(’Entre com o peso da pessoa em kg: ’))
float(input(’Entre com a altura da pessoa, em m: ’))

abaixo do peso’)

no peso ideal’)

em sobrepeso’)

em obesidade’)
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print(f’Seu IMC é {IMC} e vocé esta com obesidade mérbida’)

4.4 A fungao a seguir recebe os coeficientes a, b e ¢ e calcula o delta. Se o delta for nao for nega-
tivo, a equagao possui duas raizes reais que sao calculadas por Bhaskara. Se delta for negativo, ele é

transformado em um nimero complexo e duas raizes complexas sdo calculadas.

import cmath
import math

def raizes(a, b, c):
delta = math.pow(b,2) - 4x*axc

if delta >= 0:
x1 = (-b+math.sqrt(delta)) / 2
x2 = (-b-math.sqrt(delta)) / 2
return (x1, x2)

else:
delta = complex(delta)
x1 = (-b+cmath.sqrt(delta)) / 2
x2 = (-b-cmath.sqrt(delta)) / 2
return (x1, x2)

Para calcular as raizes de uma equacao chamamos a func¢ao com o cédigo

‘ raizes( 1, 3, 2 )

4.5 Existem diversas formas de realizar a mesma tarefa. Nesta solugdo o programa calcula cada termo
pela formula do termo geral da PA e armazena esse valor em uma lista. No final, o primeiro print exibe

todos os valores armazenados na lista, e o segundo, a soma desses termos.

al = float(input(’Entre com o primeiro termo da PA 7))
r = float(input(’Entre com a razdo da PA 7))
n = 1int( dnput(’Entre com o numero de termos da PA ’))

lista = [] # Cria uma lista vazia
for n in range(l, n+l):
elemento = al + (n - 1) * r

lista.append(elemento) # armazena cada termo na lista

print(’0s termos da PA sdo’, lista)

print(’A Soma dos termos é’, sum(lista))

4.6 A solugao deste exercicio é similar & do anterior, basta substituir a férmula do termo geral.

‘ al = float(input(’Entre com o primeiro termo da PG ’))
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float(input(’Entre com a razao da PG 7))

Ne]
1

n = 1int( dnput(’Entre com o nimero de termos da PG ’))
lista = [] # Cria uma lista vazia
for n in range(l, n+l):

elemento = al * g**x(n-1)
lista.append(elemento)

print(f" A PG pedida é {lista} e a soma dos seus termos é {sum(lista)}")

4.7

b = float(input(’Entre com o valor do cateto b ’))

float(input(’Entre com o valor do cateto c ’))

Cx*2 + b*xx2
dx*x0.5

if b > 0 and c > 0:
print(’A hipotenusa desse triédngulo retédngulo é’, a)

else:

print(’0s valores de b e ¢ devem ser positivos’)

4.8 Primeiro vamos criar uma funcao que calcula o perimetro do n-ésimo retangulo, depois imprimimos
. o N ~ . . ~ .
o perimetro do 100~ retangulo. A funcao recebe o ntumero de iteragoes n e calcula os comprimentos dos

lados somando os incrementos de cada interagdo, depois calcula e retorna o perimetro.

def perimetro_retangulo(n):

a_1l =1
r_linha =1
r_coluna = 2

for n in range (1, n+l):
a_linha = a_1 + (n-1) x r_1linha
a_coluna = a_1 + (n-1) * r_coluna

perimetro = 2 x (a_linhaxl + a_colunaxl)
return perimetro

print(f"0 perimetro do 100 retdngulo é {perimetro_retangulo(100)1}")

4.9 Sabemos que a sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia numérica F),, onde F} = Fy = 1 e F), =
F,_1+F,_5 paran = 2. Existem diversas formas de resolver esse problema, sendo uma delas o programa

a seguir:
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n = int(input("Numero de termos da Sequéncia de Fibonacci: "))
f = [1, 1] # Lista dos valores da sequéncia de Fibonacci,
# iniciando com 1 e 1
for i in range(2, n+l1): # para i assume os valores inteiros de 2 até n

f.append(f[i-1]+f[i-2]) # Acrescenta um novo termo a lista com a soma
# dos dois anteriores

print(f’0s {n} primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci sdo:{f}’)

O mesmo codigo da sequéncia de Fibonacci pode ser escrito usando while no lugar de for.

n = int(input("Numero de termos da Sequéncia de Fibonacci: "))

f=[1,1]

i=2

while i<n: # enquanto o i for menor que n, faca:
f.append(f[i-1]+f[i-2]) # adicione o préximo termo a lista f
i+=1 # soma 1 ao i

print(’0s’, n, ’primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci sdo:’,f)

4.10 Vamos resolver este problema criando uma fungao que recebe uma lista, testa se cada termo é
zero e se a divisao dele com seu antecessor é sempre igual. Note o uso do return no primeiro if para
terminar a execucao da funcdo, uma vez que ja temos a resposta para o teste. O break cumpre uma

funcdo similar terminando antecipadamente o for.

def teste_se_e_uma_PG(lista):

if listal[0] == 0:
print(’A sequéncia ndo é uma PG’)
return

lista[l] / listal[0]
True

0
1

pg

for i in range(2, len(lista)):
if lista[i] == 0 or lista[i]/listali-1] != q:
pg = False
break

if pg:
print(’A sequéncia é uma PG de razdo’, q)
else:

print(’A sequéncia ndo é uma PG’)

Tendo definido uma funcao que realiza o teste podemos criar uma lista e fazer o teste.

L = [2, 6, 18, 54, 162]
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teste_se_e_uma_PG(L)
4.11

import numpy as np
n=5
al=2
q=3
1=[al]
for i in range(n-1):
l.append(1[i]*q)
inversos=[1/i for i in 1]
S=sum(1l)
S_tdinv=sum(inversos)
P=np.prod(1l)
if Pxx2==(S/S_inv)**xn:
print(’Verdadeiro’)
else:
print(’Falso’)

A proposicao é verdadeira.

Capitulo 5

5.1

import ColabTurtlePlus.Turtle as t
def caminho(l,a,t):
t.forward (1)

t.left(a)
.clearscreen()
.setup(800,500)
.showborder ()
.speed(5)
.shape("turtle")
.color("white")
.bgcolor ("black")
t.pensize(5)
1=100
a=90
for _ in range(4):

+t + + & + +

caminho(1l,a,t)
5.2

import ColabTurtlePlus.Turtle as t
import math
def caminho(l,a,t):
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t.forward(1l)

t.left(a)
.clearscreen()
.setup(800,500)
.showborder ()
.speed(10)
.shape("turtle")
.bgcolor ("black")
.pensize(5)

+  + & &+ +

cores = ["red","purple","blue","green","orange","yellow"]

n=3

for i in range(6):
1=450*math.sin(math.pi/n)
ai=180%(n-2)/n

.color(cores[i])

-up()

.right(90+180/n)

.forward(450/2)

. left(90+180/n)

.down ()

a=180-a1i

for _ in range(n):

t
t
t
t
t
t

caminho(l,a,t)
t.up()
t.setposition(0,0)
t.down()
n+=1
-up()
.setposition(0,-225)
.down ()
.color ("white")
.circle(225)

+  + t+

5.3

import ColabTurtlePlus.Turtle as t
t.clearscreen()

.setup(800,500)

.showborder ()

.shape("turtle'")

.speed(10)

t.pensize(5)

x=[-200,0,200,-100,100]
y=[-25,-25,-25,-150,-150]

cores = ["blue","black","red","yellow","green"]

+ t + +

for i in range(5):
t.up()
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t.setposition(x[i],y[i])
t.down()
t.color(cores[i])
t.circle(100)
t.hideturtle()

5.4

import ColabTurtlePlus.Turtle as t
t.clearscreen()
t.setup(800,500)
t.showborder ()
t.shape("turtle")
t.speed(10)
t.up()
t.setposition(-400,-250)
t.down ()
cores = ["blue","red"]
for i in range(2):
t.color(cores[i])
t.begin_fill()
for j in range(4):
if j%2 == 0:
1=800/3
else:
1=500
t.forward (1)
t.left(90)
t.end_fill()
t.forward(1600/3)
t.hideturtle()

5.5

import ColabTurtlePlus.Turtle as t
def sierpinski(l,n):
if n ==
t.begin_fill()
for _ in range(3):
t.forward(1l)
t.left(120)
t.end_fill()
else:
1=1/2
sierpinski(l,n-1)
t.up()
t.forward(1l)
t.down()
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sierpinski(l,n-1)

t.up()
t.left(120)
t.forward(1l)
t.right(120)
t.down()
sierpinski(l,n-1)
t.up()
t.right(120)
t.forward(l)
t.left(120)
t.down()
t.clearscreen()
t.setup(800,500)
t.showborder ()
t.shape("turtle")
t.speed(10)
t.up()
t.setposition(-250,-200)
t.down ()
1=500
n=3

sierpinski(l,n)
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