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X Prefacio

As reflexdes aqui apresentadas aconteceram na oficina ministrada pelos professores autores deste e-
book no 7° Simpésio Nacional da Formagao do Professor de Matematica, intitulada “Oficina de Dobradu-
ras e Canudos do LEMAT: Geometria em Ac¢ao no Estudo dos Poliedros”. A proposta teve como objetivo
discutir, junto aos professores participantes do evento, as possibilidades de utilizacdo das construgoes
com dobraduras e canudos nao apenas como disparadores para discussoes dos conceitos mateméticos
associados aos poliedros, mas também como recursos para o aprofundamento desses conceitos.

Idealizada por professores e professoras do Laboratorio de Ensino em Mateméatica (LEMAT) e do-
centes de Matemética do CAp-UERJ, esta oficina propds uma experiéncia formativa que convidou os
participantes a mergulharem na geometria espacial por meio da construcao de sélidos tridimensionais
com dobraduras de papel e canudos, articulando arte, ciéncia e ludicidade. Durante os encontros, os
participantes puderam vivenciar concretamente os conceitos matemaéticos associados aos poliedros e
compreender, por meio da experimentagao, propriedades como a Relacao de Euler e o célculo de volu-
mes dos sélidos de Platao.

A oficina ocorreu em duas sessoes de duas horas cada. Na primeira, os participantes foram divididos
em quatro grupos e experimentaram a construgao dos soélidos platdonicos por meio de dobraduras de
papel. Durante essa etapa, foram realizadas intervencoes e breves discussoes sobre as possibilidades de
aplicacao desse tipo de trabalho na Educagao Basica. J4 na segunda sessao, construimos inicialmente,
de forma individual, um tetraedro com canudos de papel. Em seguida, realizamos a construgao coletiva
de um cubo, a partir da composicao de quatro piramides trirretangulares. Também apresentamos um
dodecaedro, feito a partir da composicdo de doze pirdmides pentagonais, e construimos coletivamente
um icosaedro composto por vinte piramides triangulares. Apos as construgoes, sistematizamos com os
participantes as relagboes matematicas acerca dos volumes dos sélidos construidos.

Mais do que ensinar conceitos, essa proposta busca inspirar. Ao apresentar a matematica como uma
linguagem viva e visual, conectada & pratica artesanal, os autores reafirmam o compromisso do LEMAT
com uma educagao matematica mais significativa e inclusiva.

Este e-book tem como objetivo registrar e compartilhar as experiéncias vivenciadas nessa oficina,
oferecendo aos leitores nao apenas um relato de praticas, mas também sugestoes de atividades, reflexdes
tedricas e caminhos possiveis para levar essa proposta as salas de aula da Educacao Basica.

Desejamos que este material inspire educadores e educadoras a explorar a geometria com novos
olhares, despertando, em seus estudantes, o encantamento por uma matemética que se constréi com as
maos, com a mente e com o coragao.

Boa leitura e boas construcoes!

Campinas, setembro de 2024

Barbra Candice Southern
Bernardo Fernandes Cruz
Eduarda de Jesus Cardoso
Leandro da Silva Machado
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Xii Prefacio

O LEMAT — Laboratoério de Ensino em Mateméatica do CAp-UERJ, atualmente sob a coordenacao
dos professores Barbra Southern e Bernardo Cruz, surgiu a partir da integragao entre os professores de
Desenho Geométrico e Matematica do Instituto de Aplicagdo Fernando Rodrigues da Silveira. Seu propo-
sito é desenvolver recursos didaticos que favorecam o processo de ensino e aprendizagem da Matematica
com base em atividades multissensoriais. Além disso, busca ampliar o reconhecimento do CAp-UERJ
como um espago de pesquisa, que possibilita o engajamento de licenciandos e professores nas discussoes
e no delineamento de propostas que visam tornar a Matematica mais atrativa, divertida e colaborativa.

Pesquisas como Santos e Oliveira (2018) e Silva e Barros (2023) apontam que o ensino de Geometria
na Educag@o Basica, por vezes, se restringe a abordagens que priorizam a memorizacao de féormulas e
a manipulacdo de representacoes planas e abstratas, distanciando os estudantes da riqueza conceitual e
visual que esse campo da Matemética oferece. A oficina Dobraduras e Canudos do LEMAT: Geometria
em Acao no Estudo dos Poliedros nasceu do desejo de transformar essa realidade, por meio de uma
proposta que articula sensibilidade, criatividade, colaboracao e rigor matematico.

O uso de dobraduras para construir superficies poliédricas constitui uma abordagem fascinante, que
integra Geometria e arte. Por meio dessas atividades, os estudantes da Educagao Béasica podem expe-
rimentar diretamente os principios de simetria, propor¢ao e estrutura tridimensional. Assim, aprendem
sobre as caracteristicas e propriedades dessas formas e desenvolvem habilidades praticas, como precisao
na medicao, coordenac¢ao motora fina e resolugao de problemas.

Utilizando apenas papel, é possivel criar modelos tridimensionais das cinco formas platonicas: tetra-
edro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro, sendo que cada uma delas requer técnicas especificas
de dobradura e montagem para alcancar sua perfeicdo. No Ensino Fundamental, essa abordagem pode
servir como uma introdugao ludica e acessivel ao estudo dos sdlidos geométricos. Ja no Ensino Médio,
além de ser uma experiéncia educacional poderosa e envolvente, permite o aprofundamento das relagoes
entre os elementos de um poliedro, como arestas, vértices e faces.

Dessa forma, os estudantes da educacao basica podem explorar as interconexoes entre esses elementos
enquanto constroem os modelos, o que fortalece sua compreensao conceitual. Essa experiéncia esta

alinhada as recomendagbes da BNCC para o campo geométrico:

Nessa unidade temética, estudar posi¢cao e deslocamentos no espago, formas e
relagOes entre elementos de figuras planas e espaciais pode desenvolver o pen-
samento geométrico dos alunos. Esse pensamento é necessario para investigar
propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincen-
tes. (Brasil, 2018, p. 271)

Trabalhar a geometria espacial com materiais concretos que possam ser manipulados pelos estudantes
é uma estratégia interessante e potente para introduzir esse conteido nas aulas da Educagao Basica. A
riqueza da construgdo de poliedros platonicos com canudos conduz a uma reflexdo sobre os entes que
compoem uma figura espacial, associada as suas diferentes formas.

O objetivo geral desta oficina foi discutir, junto aos participantes do evento, as possibilidades de
utilizagao das construgoes com dobraduras e canudos nao apenas como disparadores para a abordagem
de conceitos matemaéticos associados aos poliedros, mas também como recursos para o aprofundamento

desses conceitos. Para isso, definimos os seguintes objetivos especificos:

e construcao de diversos poliedros por meio de dobraduras e canudos;
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e anélise das propriedades intrinsecas das figuras construidas, como a Relacao de Euler;

e aprofundamento matematico por meio de um roteiro de investigagdo, que conduz os participantes
a visualizacao e compreensao das expressoes que caracterizam o volume do cubo, do tetraedro

regular, do octaedro regular, do dodecaedro regular e do icosaedro regular.

A proposta da oficina foi fundamentada na abordagem Mentalidades Mateméticas (MM), desenvol-
vida por Boaler (2018a) e na Teoria dos Registros de Representagao Semiotica de Duval (1993). Boaler
(2018a) defende uma matemaética acessivel a todos os estudantes, ressignificando o erro como parte do
processo de aprendizagem, promovendo o pensamento visual e incentivando experiéncias significativas,
criativas e desafiadoras. Nessa perspectiva, a construcao dos solidos platonicos com dobraduras de papel
e estruturas feitas com canudos e barbante proporciona um ambiente de aprendizagem que estimula o
engajamento ativo dos participantes, despertando o encantamento e a curiosidade diante dos conceitos
geométricos.

De acordo com Duval (1993) a compreensao de um objeto matemaético exige a articulagao entre
diferentes registros de representacao, como o grafico, o algébrico, e geométrico, o verbal e o concreto.
As pesquisas do autor apontam que o aprendizado matematico se efetiva quando o estudante é capaz
de converter informagoOes entre ao menos dois registros, processo essencial no ensino da Geometria.
Ao construir modelos tridimensionais, manipular materiais concretos, interpretar diagramas e discutir
propriedades matemaéticas verbalmente, os participantes da oficina vivenciaram essa conversao entre
registros, tornando mais acessivel e compreensivel o estudo dos poliedros.

Este e-book tem como propésito registrar essa experiéncia formativa, oferecendo aos professores e
professoras da Educacao Bésica sugestoes de préticas que articulam teoria e pratica, pensamento visual
e representacao simbdlica, ludicidade e rigor matematico. Esperamos que as péiginas a seguir inspirem
novas formas de ensinar e aprender Geometria, aproximando a Matemaética da experiéncia concreta, do
trabalho coletivo e da expressao criativa.

Este livro digital apresenta cinco capitulos que abordam os conceitos e as atividades desenvolvidas
durante a oficina realizada no 7° Simpdsio Nacional da Formagao do Professor de Matematica. O primeiro
capitulo discute o referencial teérico que fundamenta a proposta, com foco na abordagem MM e na
Teoria dos Registros de Representagao Semidtica. O segundo capitulo descreve a oficina de dobraduras,
detalhando a construgao de poliedros a partir de dobraduras de papel. O terceiro capitulo apresenta a
oficina de canudos, com a construgdo das mesmas figuras geométricas utilizando canudos e barbante. O
quarto capitulo trata do aprofundamento matematico, destacando os calculos envolvidos e a conversao
entre registros visuais e algébricos. Por fim, o quinto capitulo retne as consideragoes finais sobre os dois

dias de oficina e propoe reflexoes acerca dos desdobramentos possiveis da experiéncia.
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2 1. Articulagcdes entre MM e a TRSS: uma perspectiva para o ensino de geometria

Nas ultimas décadas, diferentes abordagens teéricas tém contribuido significativamente para trans-
formar as praticas de ensino da Matemética, especialmente no que se refere a valorizacao do pensamento
visual, da criatividade e do uso de multiplas linguagens. Este capitulo apresenta uma articulacao entre
a abordagem MM, proposta por Boaler (2018a), e a Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica,
desenvolvida por Duval (1993), com foco na potencializagao da aprendizagem da Geometria no contexto

da Educacao Basica.

1.1 Mentalidades Matematicas: aprender com sentido e criatividade

A abordagem MM, proposta por Boaler (2015, 2018a, 2019), refere-se as atitudes, opinides e formas
de pensar que influenciam a maneira como as pessoas se relacionam com a Matematica e constroem
seu entendimento sobre ela. Fundamentada em estudos da Neurociéncia, da Psicologia da Educagao e
da Educacao Matemaética, essa abordagem defende que todos os estudantes sdo capazes de aprender
Matemética em niveis elevados, desde que tenham acesso a oportunidades significativas, desafiadoras e

conectadas a experiéncias reais.

As novas evidéncias da neurociéncia revelam que todas as pessoas, com a men-
sagem e o ensino adequados, podem ser bem-sucedidas em matemaética e todos
podem ter altos niveis de aprendizagem na escola. Existem algumas criangas que
tém necessidades educacionais muito especiais as quais dificultam sua apren-
dizagem em matematica, mas para a maioria das criangas - cerca de 95% -
qualquer nivel de matemaética escolar estd ao seu alcance. E o potencial do cé-
rebro para crescer e mudar é igualmente forte em criancas com necessidades

especiais. (Boaler, 2018a, p. 4)

Essa abordagem busca romper com uma cultura escolar tradicional baseada na repeticao de procedi-
mentos e na memorizacao de féormulas. Em vez disso, propoe uma Matemética viva, criativa e acessivel,
que valoriza diferentes formas de pensar e de representar os conceitos matematicos. Em termos praticos,
a abordagem se concretiza por meio deestratégias que incentivam a investigagao matematica e a explo-
racao demdultiplas solugoes, respeitando a plasticidade cerebral e as diversas formas de aprendizagem

dos estudantes.

Quando os estudantes encaram a matemaética como uma ampla paisagem de
enigmas inexplorados na qual eles podem perambular, fazendo perguntas e pen-
sando sobre relagoes, eles compreendem que seu papel é pensar, dar sentido,
crescer. Quanto os estudantes veem a matematica como um conjunto de ideias
e relagoes e seu papel como o de pensar sobre as ideias, e dar um sentido para

elas, eles desenvolvem uma mentalidade matematica. (Boaler, 2018a, p. 32)

Para que os educandos obtenham melhores resultados, os professores devem promover em sala de aula
um ambiente seguro e encorajador, no qual os alunos se sintam motivados a explorar, testar hipéteses,
cometer erros e aprender com eles. Aulas e atividades criativas, abertas e flexiveis, aliadas a mensagens
de incentivo consistentes, favorecem o engajamento e a persisténcia diante de desafios.

Nesse sentido, (Boaler, 2018a) propoe o uso de tarefas do tipo “piso baixo, teto alto”’, que sao
acessiveis a todos, mas ao mesmo tempo desafiadoras. O “piso baixo” assegura que qualquer estudante

seja capaz de compreender a proposta e iniciar sua resolucao, mesmo que isso implique trabalhar com
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casos particulares ou representagoes visuais. J& o “teto alto” pressupoe que a mesma tarefa pode levar
a reflexoes profundas, a conexao entre diferentes conceitos e a formulagao de multiplas estratégias de
resolucao.

Nesse contexto, o ensino da Geometria se revela um terreno fértil para o desenvolvimento de pra-
ticas que estimulem a experimentagao, a construgdo, a argumentacao e a comunicagdo matematica. A
oficina proposta oferece um espaco privilegiado para que os participantes atuem como mediadores de
situagoes investigativas, fomentando discussoes que levem os estudantes da educagao bésica a formular
hipéteses, testar ideias e, a partir das experiéncias concretas de construgao dos poliedros, deduzirem por
si proprios as formulas para o célculo do volume dessas figuras. Em vez de apenas memorizar expressoes
prontas, os participantes sao convidados a compreender as relagoes espaciais envolvidas, desenvolvendo
um raciocinio geométrico mais profundo, significativo e duradouro.

Dessa forma, a abordagem MM convida professores e professoras a repensarem suas praticas e
a criarem ambientes de aprendizagem mais acolhedores, desafiadores e significativos. Ao valorizar o
raciocinio visual, a investigacao, o trabalho colaborativo e a pluralidade de estratégias, essa perspectiva
rompe com modelos tradicionais de ensino pautados na repeticao e na memorizagao, promovendo uma
Matematica viva, acessivel e inclusiva. Reconhecer a plasticidade cerebral e as diferentes formas de
aprender é fundamental para garantir que todos os estudantes tenham a oportunidade de desenvolver
seu potencial matemético em altos niveis. Nesse sentido, propostas como a oficina Dobraduras e Canudos
do LEMAT materializam os principios dessa abordagem, ao oferecer experiéncias concretas, criativas e

investigativas que ampliam a compreensao e o encantamento pela Geometria.

1.2 A Teoria dos Registros de Representagcao Semiética

A Teoria dos Registros de Representagao Semidtica (TRRS), desenvolvida por Raymond Duval a
partir da década de 1970, tem como eixo central a compreensao das representagoes no processo de apren-
dizagem matematica. Sua origem epistemoldgica estd ancorada nas ideias construtivistas, em didlogo
com a epistemologia genética de Piaget, especialmente ao considerar que o conhecimento matemaético é
uma construcao mental que requer atividades cognitivas especificas para ser mobilizado.

Duval iniciou suas investigagdes no Instituto de Pesquisa sobre o Ensino de Matemaética (IREM),
em Estrasburgo, com o objetivo de compreender as dificuldades enfrentadas pelos estudantes na apren-
dizagem da Matematica. Ao longo de suas pesquisas, identificou que tais dificuldades estavam frequen-
temente relacionadas & incapacidade dos alunos em transitar entre diferentes formas de representacao
de um mesmo objeto matematico. Como destaca o autor: “as dificuldades dos alunos para compreender
Matemética surgem por conta da diversidade e complexidade dessas transformagdes” (Duval, 1993 apud
2012, p. 1, trad. Moretti).

A base da teoria reside na distin¢ao entre o objeto matemaético e a representacido semiotica utilizada
para expressa-lo. Segundo Duval (2012), os objetos matematicos nao possuem existéncia fisica nem
sdo acessiveis diretamente pelos sentidos. Assim, o acesso a esses objetos é possivel apenas por meio
de sistemas semidticos, que sdo conjuntos de signos organizados de acordo com regras especificas de
produgao e interpretagao. Como afirma Flores (2006, p. 3), “os objetos matematicos, nao sendo acessiveis
pela percepcao, s6 podem sé-lo por sua representacao, lembrando que um mesmo objeto matemaético

poderéa ter representacgoes diferentes, dependendo da necessidade e do uso.”
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Para designar os sistemas semioticos especificos utilizados na Matematica, Duval (2012) introduz
o conceito de registro de representacao semidtica. Um registro é, portanto, um sistema de signos que
cumpre nao apenas a fun¢do de comunicagao, mas também as fungoes cognitivas de objetiva¢ao (cons-
trugao de significado para si) e de tratamento. Sdo exemplos de registros: a lingua natural, os sistemas

de escrita (numérica, algébrica e simbolica), os graficos cartesianos e as figuras geométricas.

Do ponto de vista cognitivo, nenhuma representacao é completa em relagao ao objeto que representa.
Cada uma revela aspectos especificos e possui limitagoes proprias de significagao e funcionamento. Como
explica Duval (2012, p. 4, trad. Moretti): “as representagoes semidticas sdo produgoes constituidas pelo
emprego de signos pertencentes a um sistema de representacoes que tém inconvenientes proprios de
significacdo e de funcionamento.” Por isso, “o objeto matematico nunca pode ser confundido com a
representagao semiotica utilizada para representa-lo” (Duval, entrevista para Freitas e Rezende (2020,
p. 17)).

A aprendizagem significativa da Matematica exige, portanto, a mobilizacao de diferentes registros
e, sobretudo, a conversao entre registros, processo cognitivo considerado central na teoria. Para Duval
(2023), a compreensao dos conceitos matematicos (noesis) esta indissociavelmente ligada & representagao

(semiose), e ignorar esse aspecto no ensino resulta em abordagens reducionistas:

O paradoxo cognitivo do pensamento matemaético e as dificuldades que resultam
para sua aprendizagem se dao pelo fato de que nao ha noesis sem semiose,
enquanto houver vontade de ensinar matematica como se a semiose fosse uma
operagao desprezivel em relagao & noesis. No entanto, é essencial, na atividade
matematica, poder mobilizar muitos registros de representacao semiotica (fi-
guras, graficos, escrituras imbolicas, lingua natural etc...) no decorrer de um
mesmo passo, poder escolher um registro no lugar de outro. E, independen-
temente de toda comodidade de tratamento, o recurso a muitos registros
parece mesmo uma condigao necessaria para que os objetos matema-
ticos nao sejam confundidos com suas representagoes e que possam
também ser reconhecidos em cada uma representagoes. (Duval, 1993,

p. 6, grifos do autor)

A TRRS destaca trés atividades cognitivas fundamentais para a aprendizagem matemaética: trata-

mento, conversao e coordenagao.

e Tratamento refere-se a transformagao de uma representagao em outra dentro do mesmo registro.
Por exemplo, manipular a funcao f(z) = 2® + 22 — 3 como fatorar sua expressao algébrica para
f(z) = (x=1)(z+3) ou escrevé-la na forma canénica f(x) = (z+ 1)2 —4 sao formas de tratamento

no registro algébrico.

e Conversao ¢ a atividade de transformacao de uma representacao de um registro para outro,
mantendo a referéncia ao mesmo objeto, mas revelando aspectos distintos. Um exemplo classico é
a conversao da forma algébrica de uma fungao para seu grafico cartesiano, conforme ilustraremos
na Figura 1 a seguir. Essa atividade permite ao estudante ampliar sua compreensao e desenvolver

conexoes entre diferentes formas de representar o mesmo contetdo.
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fry=x+2x-3 ;N =

Entrada...

-5 -4

Figura 1: Exemplo de Conversao

Fonte: Os autores (2025)

e Coordenacao refere-se a capacidade de reconhecer que diferentes representacoes — pertencentes
a registros distintos — referem-se ao mesmo objeto matematico. A coordenagao € essencial para
que o estudante desenvolva autonomia e flexibilidade cognitiva, sendo condi¢ao fundamental para

toda forma de aprendizagem matematica significativa.

Levar em conta a existéncia de multiplos registros e promover atividades que incentivem a conversao
e a coordenagao entre eles é, portanto, imprescindivel. Como observa Flores (2006, p. 3), “é isto que
possibilitara a diferenciagao entre o objeto e sua representacao”’, promovendo uma compreensao mais
profunda e duradoura dos conceitos matematicos.

A proposta da oficina Dobraduras e Canudos do LEMAT concretiza os principios da TRRS ao
oferecer aos participantes a oportunidade de mobilizar e coordenar multiplos registros na construgao
e analise de poliedros. Durante as atividades, os participantes passaram por diferentes formas de re-
presentacao: manipularam materiais concretos, construiram figuras geométricas com papel e canudos,
realizaram medigoes e comparagoes, representaram relagoes matematicas por meio de expressoes al-
gébricas e discutiram as propriedades observadas em linguagem natural. Ao articular esses diferentes
registros, a oficina favoreceu o desenvolvimento do pensamento geométrico e proporcionou situagoes de
conversao e coordenacao entre registros, essenciais para a construgao de significados matematicos soélidos

e duradouros.

1.3 Articulagcao entre as abordagens: implicagcoes para a pratica do-
cente

A oficina Dobraduras e Canudos do LEMAT foi pensada a luz dessas duas abordagens tedricas. Por
meio da construgao concreta de poliedros com dobraduras de papel e canudos, os participantes foram
convidados a experimentar a matematica com as maos, com o corpo, com os olhos — e, posteriormente,

com a linguagem simbdlica.
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Na primeira sessao, os participantes se envolveram com registros concretos por meio de dobraduras,
canudos, barbantes e visualizacao das formas, desenvolvendo intui¢bes espaciais e estabelecendo rela-
¢oOes entre elementos dos poliedros. Na segunda sessdo, essas experiéncias foram conectadas a registros
algébricos e verbais, ao se discutir as expressoes que determinam o volume dos s6lidos, como o cubo, o
tetraedro e o octaedro.

Essa transposigao entre registros, aliada a uma proposta pedagogica que valoriza a experimentacao,
o trabalho em grupo e a resolugao de desafios, se alinha fortemente a proposta MM. O erro foi acolhido
como parte do processo, o raciocinio visual foi mobilizado como ponto de partida e o fazer com as maos
se tornou um meio potente de construcao de significados.

A articulag@o entre a abordagem MM e a teoria dos registros de representacdo semidtica reforca
a importancia de praticas pedagogicas que valorizem a pluralidade de formas de aprender e ensinar
Matematica. Ambas as perspectivas convergem na defesa de uma educagdo matematica mais inclusiva,
sensivel e significativa, que favorega o pensamento critico e a construgao de conhecimento com base na
compreensao € nao apenas na memorizacao.

Para que os estudantes da educagao béasica se apropriem dos conceitos geométricos de forma mais
profunda, é essencial que os professores conhecam e mobilizem diferentes registros de representacgao e
criem situagoes de aprendizagem em que seus alunos possam transitar entre eles. Ao mesmo tempo, é
necessario cultivar nas salas de aula uma cultura de valorizagao da criatividade, da colaboracéo e da

coragem de pensar de modos diversos, principios centrais das MM.
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O ensino de desenho bidimensional e tridimensional esta presente em diversas areas do conhecimento
e cotidiano das pessoas. No entanto, observa-se a falta de estimulos adequados para tornar seu apren-
dizado mais eficaz. Nesse contexto, o ambiente de ensino/aprendizagem deve proporcionar um espago
de experimentacao e criacao, permitindo ao estudante desenvolver o raciocinio logico e a capacidade de
resolver problemas (Libaneo, 1994).

Experiéncias em sala de aula e estudos na literatura apontam dificuldades significativas dos estudan-
tes do Ensino Fundamental e Médio na compreensao de conceitos relacionados ao desenho, incluindo a
Geometria Descritiva (GD) e suas aplicagoes. Essas dificuldades sdo especialmente evidentes em ativi-
dades que exigem habilidades espaciais ou de visualizagao. Diante desse desafio, a adogao de estratégias
didaticas diversificadas pode ser uma alternativa para facilitar a aprendizagem.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN, 1998) ressaltam a necessidade de utilizacdo de dife-
rentes formas de informacgao e recursos tecnolégicos para promover um ensino dinamico e significativo.
De acordo com esses documentos, o processo de ensino/aprendizagem deve estimular a construgao do
pensamento logico-matematico, incentivando a investigagao e fornecendo elementos fundamentais para
a participacao ativa do estudante na sociedade.

Essas orientacoes dialogam com a perspectiva da TRRS, que destaca a importancia e necessidade
de transitar entre registros para que ocorra compreensao efetiva do objeto matematico em estudo. A
oficina aqui descrita explora exatamente esse transito, permitindo que os participantes passem do plano
(dobradura de superficies) para o tridimensional (montagem dos so6lidos), alcan¢ando depois os conceitos
abstratos. A proposta se aproxima das ideias das MM ao promover uma atividade pratica que valoriza a
exploracao, a criatividade e a colaboracao entre os participantes, afastando-se de um ensino meramente
transmissivo e incentivando a confianga em experimentar estratégias diversas na construcao dos sélidos.

A aprendizagem, conforme discutido por Libaneco (1994), é um processo de assimilagao ativa que
requer atividades praticas em diferentes modalidades. Exercicios que promovam a aplicacdo pratica de
conhecimentos e habilidades sdo essenciais para consolidar a compreensao dos conceitos abordados. Nesse
sentido, o uso das dobraduras pode contribuir para a formacao de uma aprendizagem mais significativa
e eficaz.

Nesta oficina, explorou-se a criagao de superficies platonicas por meio da arte de dobrar. Por meio
da construcao desse material, demonstrou-se aos participantes a diferenca entre superficie, sélido e
volume. Inicialmente, discutiram-se as propriedades dos sélidos platénicos, seguindo-se para as técnicas
de dobramento utilizadas na confeccao de cada forma. Por fim, apresentaram-se dicas e variagoes para
a criagao de solidos platonicos por meio de dobraduras. Para compreender a construcao de superficies
platonicas através da dobradura, foi necessario analisar suas propriedades fundamentais.

Os solidos geométricos foram definidos como volumes constituidos por figuras geométricas, classificando-
se em poliedros (apenas com superficies planas) e nao poliedros (com superficies planas e curvas). Os
sOlidos platonicos destacaram-se como formas tridimensionais com faces formadas por poligonos regu-

lares e Angulos iguais entre si. Foram construidos dois tipos:
e Cubo (Hexaedro): formado por seis faces quadradas.

e Dodecaedro: apresentando doze faces pentagonais regulares.
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2.1 Metodologia

A oficina foi organizada em trés momentos: discussao conceitual inicial, estudo das propriedades dos

solidos platonicos e construcao por dobraduras. Descreveremos a seguir cada um deles.
(i) Discussao conceitual inicial, na qual foram retomados os conceitos de superficie, sélido e volume:
e superficie foi apresentada como uma entidade bidimensional, sem espessura, representada,
por exemplo, por poligonos regulares;

e sOlido como objeto tridimensional, limitado por superficies planas ou curvas;

e volume como a medida do espago ocupado por esse sOlido. Para tornar essas diferencas
visiveis, iniciou-se com dobraduras de poligonos regulares (superficies), que, ao serem unidas,
formaram poliedros (solidos), possibilitando, em seguida, discutir a ideia de espago interno

(volume).

(ii) Estudo das propriedades dos solidos platonicos, no qual foram apresentadas e discutidas as se-

guintes propriedades:
e nimero e tipo de faces (poligonos regulares),
e arestas e vértices;
e regularidade dos angulos;

e simetria;

e unicidade dos cinco sélidos platonicos.

(iii) Construgao por dobraduras.

Para as construgoes foram escolhidos o Cubo (hexaedro regular) e o Dodecaedro, por sua acessibili-
dade de construcao. Aplicaram-se técnicas de dobradura para a montagem de cada sélido, permitindo
aos participantes visualizar a transformacao de superficies planas em estruturas tridimensionais. Foram
utilizados materiais como papel apropriado para origami. Para o cubo, utilizou-se a técnica de moédulos
simples de origami, que, unidos, formaram a estrutura tridimensional. Para o dodecaedro, a montagem

exigiu uma sequéncia de dobras mais complexa, unindo doze faces pentagonais.

A Figura 2 ilustra o passo-a-passo para a construcdo do Hexaedro, enquanto a Figura 3 ilustra o

passo-a-passo para a construgao do Dodecaedro.
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Figura 2: Cubo (Hexaedro Regular) formado por seis faces quadradas.

Fonte: Os autores
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Figura 3: Dodecaedro apresentando doze faces pentagonais regulares.

Fonte: Os autores

A manipulacao fisica das dobraduras auxiliou os participantes a compreenderem de modo mais
claro a distingao entre superficie (bidimensional), sélido (tridimensional) e volume, além de evidenciar a
relacdo entre Geometria e Arte, sobretudo no momento em que a construgao dos poliedros se apropriou
das técnicas de origami.

Adicionalmente, variantes nas técnicas de dobramento permitiram a exploracao de diferentes niveis
de complexidade, seja pelo numero de modulos necesséarios, seja pela precisdo exigida nas dobras. A
montagem dos solidos permitiu explorar tanto aspectos matematicos (conceitos de face, aresta, vértice,
regularidade) quanto aspectos artisticos (simetria, estética da forma).

A abordagem préatica por meio de dobraduras foi eficaz para o ensino das propriedades dos solidos

platonicos. A metodologia adotada refor¢ou conceitos geométricos e estimulou a criatividade e o enga-
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jamento dos participantes, mostrando-se alinhada com os principios das MM, pois encorajou tentativas,
erros e descobertas coletivas, e com a TRRS, pois favoreceu a conversao entre diferentes registros de
representacao. Ao final da oficina, recomendou-se a adaptacao da proposta para diferentes faixas etarias,

utilizando materiais acessiveis e estratégias pedagogicas diversificadas.
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Este capitulo refere-se ao segundo dia da oficina, que teve como objetivo aprofundar a exploragao
dos poliedros de Platao por meio de uma experiéncia pratica distinta daquela realizada no primeiro
dia: a construcao tridimensional com canudos. Essa mudanga de material e de estratégia pedagogica foi
planejada para ampliar a vivéncia dos participantes. Ao confeccionar modelos com canudos, é possivel
manipular e visualizar diretamente as arestas, vértices e faces, favorecendo a discussao de propriedades
fundamentais, como a Relacao de Euler, bem como a identificacdo das caracteristicas que diferenciam
cada solido.

A proposta para o segundo dia teve como objetivos (i) possibilitar a visualizagao concreta das pro-
priedades dos solidos regulares, (ii) discutir a Relagao de Euler a partir das construgoes, e (iii) explorar
as potencialidades e limitagoes do material no ensino da Matemética. A atividade buscou estimular
reflexbes sobre aspectos didaticos que emergem durante o processo de montagem desses modelos em

contexto escolar, como:
e a necessidade de estabilizar estruturas por meio de diagonais adicionais ou subdivisao de arestas;
e a viabilidade de certos métodos de montagem, quando comparados a construgoes mais diretas;

e ¢ ainfluéncia dessas escolhas na contagem e interpretacao dos elementos do poliedro, especialmente

ao discutir a relacdo V + F = A + 2 com estudantes da educagao bésica.

Na sequéncia, descrevemos os cinco solidos regulares, destacando o niimero de faces, arestas e vértices,

a estratégia de construgao e observacoes didaticas relevantes.

3.1 Os poliedros de Platao

Os poliedros de Platao sdo solidos tridimensionais convexos e regulares, caracterizados por terem
todas as faces formadas por poligonos regulares congruentes, com o mesmo niimero de faces encontrando-
se em cada vértice. Essa combinagao de simetria e regularidade faz com que existam apenas cinco
poliedros desse tipo: o tetraedro (quatro faces triangulares), o hexaedro ou cubo (seis faces quadradas),
o octaedro (oito faces triangulares), o dodecaedro (doze faces pentagonais) e o icosaedro (vinte faces
triangulares).

Esses so6lidos receberam o nome em referéncia ao filosofo grego Platao, que, no didlogo Timeu,
associou-os aos elementos naturais: fogo, terra, ar, 4gua e o universo como um todo. Mais do que
um interesse filoséfico, no entanto, eles possuem relevincia matemética: exemplificam propriedades
geométricas como simetria, congruéncia e a Relagao de Euler, que conecta o ntimero de vértices, faces
e arestas de todo poliedro convexo.

Nesta secao, apresentamos cada um dos cinco poliedros de Platao e discutimos possibilidades de
construcao por meio de canudos e barbante, apontando aspectos que podem ser explorados em atividades
para a Educacao Basica. Em seguida, na proxima segao, detalharemos como essas ideias foram aplicadas
no segundo dia da oficina, descrevendo as estratégias de montagem adotadas, os desafios enfrentados e
as reflexoes didaticas que emergiram a partir da préatica.

Ao propor a construgao desses solidos em atividades de ensino, sugerimos seguir a ordem: tetraedro,

hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Essa sequéncia possibilita que os estudantes avancem de
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maneira gradual, iniciando com formas mais simples por possuirem menor quantidade de faces e, pro-
gressivamente, enfrentando a complexidade de manipular estruturas com maior niimero de faces, o que
reduz a frustracdo inicial e favorece a compreensao do processo.

O tetraedro possui 4 faces triangulares, 4 vértices e 6 arestas. Por possuir menos faces e serem faces
triangulares é considerado o mais simples de ser construido e apresenta boa estabilidade estrutural, pois
suas faces triangulares conferem rigidez a forma. A Figura 4 ilustra a montagem de um tetraedro regular

com canudos.

Figura 4: Tetraedro Regular com Canudos

Fonte: Os autores

O hexaedro regular (cubo), é formado por 6 faces quadradas, 8 vértices e 12 arestas. Diferentemente

do tetraedro, o cubo (Figura 5) nao se mantém estéavel quando montado apenas com suas arestas.

Figura 5: Hexaedro Regular com Canudos

Fonte: Os autores

Para reforcar a estrutura e possibilitar a exploragao de suas propriedades, pode-se acrescentar dia-

gonais em algumas faces, tornando-o firme e resistente, conforme pode ser observado na Figura 6.
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Figura 6: Hexaedro Regular Estabilizado

Fonte: Os autores

O octaedro regular é constituido por 8 faces triangulares, 6 vértices e 12 arestas, ilustrado na Figura 7.

Sua estrutura é naturalmente estavel, dispensando reforgos adicionais.

Figura 7: Octaedro Regular com Canudos

Fonte: Os autores

O dodecaedro regular possui 12 faces pentagonais, 20 vértices e 30 arestas. Nessa construgdo, uma
vez que as faces sdo pentagonos, a estrutura mostrou-se instavel quando formada apenas pelas arestas
externas (Figura 8). Para garantir estabilidade, é recomendavel incluir diagonais internas ou subdividir

algumas arestas.
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Figura 8: Dodecaedro Regular com Canudos

Fonte: Os autores

Por fim, o icosaedro regular é composto por 20 faces triangulares, 12 vértices e 30 arestas. Assim
como o tetraedro e o octaedro, o icosaedro (Figura 9) é formado por faces triangulares, o que o torna

estavel ap6s a montagem.

Figura 9: Icosaedro Regular com Canudos

Fonte: Os autores

Apods a apresentagdo e construcao de todos os poliedros, destacou- se que tetraedro, octaedro e
icosaedro tém faces triangulares, o que contribui para sua estabilidade estrutural. Essa caracteristica
merece atencao do professor ao propor atividades com canudos, pois estruturas baseadas em poligonos
triangulares tendem a se manter firmes, enquanto aquelas com faces quadradas ou pentagonais frequen-
temente necessitam de reforgos adicionais. Consideramos relevante discutir com os estudantes como o
uso de mais de um canudo para representar uma tnica aresta pode impactar a contagem das arestas ao
trabalhar a Relagao de Euler, promovendo uma reflexao critica sobre as escolhas feitas na construgao

dos modelos.
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3.2 Oficina de construcao dos poliedros

No primeiro momento da oficina os participantes construiram individualmente o tetraedro regular.
Para isso, cada um recebeu trés canudos de 20 cm e um pedago de barbante de aproximadamente 115
cm. Solicitou-se que os canudos fossem cortados ao meio com o auxilio de uma tesoura, obtendo seis

segmentos que representariam as arestas do tetraedro.

Para iniciar a montagem, uniram-se trés canudos formando uma das faces; o barbante foi passado
internamente por esses trés canudos. Em seguida, adicionaram-se mais dois canudos, também atravessa-

dos pelo barbante. Para fixar o dltimo canudo, retornou-se o barbante por dentro de um dos primeiros,

concluindo as seis arestas e fechando a estrutura com um nd, como mostra a Figura 10.

.}\‘—_
\

Figura 10: Processo de Construgao do Tetraedro Regular com Canudos

Fonte: Os autores

No segundo momento, o desafio foi a construgao de um cubo a partir de quatro pirdmides trir-
retangulares, ilustrado na Figura 11. O processo de montagem de cada piramide é semelhante ao do
tetraedro, com a diferenga de incluir angulos retos. Cada piramide utilizou trés canudos menores, de
tamanho 10 cm, (arestas) e trés maiores, de tamanho 14 cm, (diagonais das faces). Para facilitar a

execugao e otimizar o tempo da oficina, os canudos ja foram entregues cortados nas medidas indicadas.
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Figura 11: Quatro pirdmides trirretangulares para formacao de um Cubo

Fonte: Os autores

Os grupos construiram as quatro piramides trirretangulares e, em seguida, as uniram para formar
o cubo. O resultado final esta ilustrado na Figura 12. Nessa construgao, as diagonais das faces do cubo

ficaram duplicadas. Foram utilizados vinte e quatro canudos para a montagem final do cubo.

Figura 12: Cubo, a partir das quatro piramides trirretangulares

Fonte: Os autores

Como exemplo adicional, apresentou-se um dodecaedro ja construido com canudos (Figura 14),
formado pela unido de doze piramides pentagonais congruentes (Figura 13). Cada piramide utilizou
dez canudos, totalizando cento e vinte pecgas para todo o sélido. Para fixar as pirAmides entre si, foram

usados pequenos pedacos de barbante; nessa construgao todas as arestas ficaram duplicadas para facilitar

a construgdo e montagem do soélido.
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Figura 13: Doze pirdmides pentagonais congruentes

Fonte: Os autores

Figura 14: Dodecaedro Regular construido a partir das doze pirdmides.

Fonte: Os autores

Outra estrutura apresentada ja pronta foi a classica combinagdo de octaedro e tetraedro inscritos
em um cubo (Figura 15). Para o cubo, utilizaram-se doze canudos nas arestas e seis nas diagonais das
faces; o octaedro exigiu mais doze canudos. Os vértices do octaedro foram fixados no ponto médio das

diagonais da face do cubo, que formavam o tetraedro.



3.2. Oficina de construcao dos poliedros 21

Figura 15: Tetraedro e Octaedro inscritos em um Cubo.

Fonte: Os autores

Em seguida, realizou-se a construgao coletiva de um icosaedro regular. Os participantes montaram
vinte pirdmides congruentes de base triangular, os tridngulos da base tinham aresta de listra vermelha
com medida de 21 cm, as demais arestas eram formadas por canudos branco de medida 20 cm como

exemplificado na Figura 16, utilizando 120 canudos no total.

Figura 16: Piramides triangulares usada no Icosaedro Regular.

Fonte: Os autores

Ao unir todas as piraAmides, formou-se o icosaedro, um verdadeiro quebra-cabega geométrico, ilus-
trado na Figura 17. Assim como em outras estruturas, as arestas foram duplicadas para facilitar a sua

construcao.
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Figura 17: Icosaedro Regular com Canudos.

Fonte: Os autores

A construcao dos poliedros com canudos evidenciou tanto o potencial quanto as limitacoes do ma-
terial didatico. O uso de pirdmides como pega-base facilitou a montagem, mas gerou duplica¢oes em
algumas arestas, o que precisou ser esclarecido para evitar erros. Esse aspecto, longe de ser um pro-
blema, mostrou-se fértil para discussao: os participantes foram levados a distinguir entre a representacao
concreta e o conceito matematico.

A atividade, embora desafiadora por envolver cortes, amarragoes e muitas pecas delicadas, despertou
grande engajamento dos participantes. Além de possibilitar a contagem de faces, vértices e arestas,
promoveu questionamentos sobre a aplicabilidade da Relagao de Euler e sobre como a forma geométrica

influencia a estabilidade estrutural.
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Neste capitulo, vamos partir dos objetos construidos nas Oficinas para exaurir os volumes dos Sélidos

Platonicos.

4.1 Cubo

Por defini¢do, o volume do cubo de aresta 1 mede 1 unidade de volume. Assim, 1m® equivale ao
volume de um cubo de aresta 1 m, 1 cm® equivale ao volume de um cubo de aresta 1 cm, 1 km® equivale
ao volume de um cubo de aresta 1 km e assim por diante.

Para calcular o volume de um cubo de aresta a, basta verificar a quantidade necesséria e suficiente
de cubos unitéirios para preencher o cubo. Iniciaremos com um cubo cuja medida da aresta é um niimero

inteiro. A Figura 18 ilustra esta situacao.

ANANANANAN

i

Ct

Figura 18: Cubo de aresta a.

Fonte: Os autores

= . . 2 . .
E possivel notar que haverd a + a = a” cubinhos na base desse cubo. E, como o cubo é formado por
T . .2 3
a camadas iguais & de baixo, segue que o volume deste cubo é a” - a = a
No entanto, digamos que este cubo tenha como medida de suas arestas um namero racional, nao

inteiro. Entao, esta medida pode ser representada por a = g com p e ¢ inteiros, ¢ nao-nulo. Tomemos,

1
entao, um cubinho de aresta g © vamos refletir sobre quantos desses cubinhos serao necessarios e sufi-

1
cientes para cobrir um cubo unitirio. Temos que a = g =P Isto mostra que é possivel subdividir

. . . : 2 .
a unidade em ¢ partes iguais, ou seja, vamos conseguir colocar ¢ -+ ¢ = ¢~ cubinhos na base do cubo
unitario. Ainda, conseguiremos ¢ camadas como esta, empilhando bases como esta no cubo unitéario, de

e 2 3 ~
forma que o volume do cubo unitério é igual a ¢” - ¢ = ¢”. Dessa equacéao, segue que o volume de cada
3

. 1 1 1
cubinho de aresta — mede | - | = —.
q q q
Agora, precisamos refletir sobre quantos cubinhos de aresta g sdo necessarios e suficientes para cobrir

D 1 . - L. .
um cubo de aresta a = 7 Ora, como a = p - 7 podemos concluir que serdo necessérios e suficientes

pep = p2 cubinhos de aresta ¢ para a base e, consequentemente, p2 cp = p3 para o cubo inteiro.

Lembrando que cada um desses p3 cubinhos tem volume igual a —, entao o volume do cubo original é
q
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dado por
3 1 3
et b= -
mostrando que a expressao também ¢é valida se a aresta do cubo tiver uma medida racional, nao-inteira.
Por fim, caso a medida da aresta do cubo seja um numero irracional, o método da exaustao de
Eudoxo prova que a féormula também é vélida. Em linhas gerais, basta vocé tomar dois racionais tao
préximos quanto se queira do ntimero irracional que é a medida da aresta do cubo, um por falta, outro
por excesso. Entao, o volume estd limitado pelos cubos desses racionais. Quanto mais este intervalo é
reduzido, mais o volume do cubo se aproxima de a3, garantindo que a expressao também seja valida
caso a medida do cubo seja um nimero irracional.

., 3
Portanto, o volume de um cubo de aresta a é a”.

4.2 Tetraedro e octaedro regulares

A partir da cléssica figura do Tetraedro e do Octaedro Regulares, inscritos no Cubo, apresentados
durante a Oficina de Canudos (Figura 19), calcularemos o volume desses dois solidos, inicialmente em

fungao da aresta do Cubo e, posteriormente, em fungao das suas proprias arestas.

Figura 19: Tetraedro e Octaedro inscritos no Cubo, Oficina de Canudos
Fonte: Os autores

Na Oficina de Canudos verificamos que este Tetraedro é realmente regular, pois suas arestas sao as
diagonais das faces do Cubo. Da mesma forma, o Octaedro também é regular, pois suas arestas sdo os
segmentos que ligam os pontos médios das arestas do Tetraedro Regular.

Para calcular o volume do Tetraedro, comecemos percebendo que este Cubo foi construido a partir

de 4 piradmides trirretangulares mais o Tetraedro. Logo, temos:

VCubo = 4VPiramide + VTetraedro Regular

Mas a base de cada piramide é um tridngulo cuja area é a metade da area da base do cubo e altura

de cada pirAmide é a propria altura do cubo. Desta forma, o volume de cada piramide é dado por:

Vpiramide = 3 Sp"h =35 ra= 4.
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Das duas equacgoes acima, segue:

3 a 2a
VTetraedro Regular = Voubo = 4Vpiramide =@ — 4 6~ 6

Portanto, o volume do Tetraedro Regular inscrito no Cubo mede um tergo do volume do Cubo.
Para encontrarmos o volume do Tetraedro Regular em fungdo de sua prépria aresta, vamos estabele-
cer a relagdo entre a aresta do cubo, que chamamos a e a aresta do Tetraedro Regular, que chamaremos

Ay. Sendo A, a diagonal da face do Cubo, temos:

A
Ay = a2 = a=22
V2

Segue:

VTetraedro Regular = 3 = 3° a = 3

ad 15 1 (AN (A)Y (A)V2
(ﬁ) T3e2y2 0 120

Da mesma maneira, vamos calcular o volume do Octaedro Regular a partir do volume do Cubo.
Para isto, iniciaremos percebendo que o Octaedro pode ser decomposto em duas piramides iguais e cuja
base é um quadrado cuja medida do lado é a metade da medida da diagonal do Cubo.

Este resultado pode ser observado de duas formas distintas: constatando que, como o Octaedro é
formado por segmentos que ligam os pontos médias das arestas do Tetraedro, entao a medida de sua
aresta ¢ a metade da medida da aresta do Tetraedro (que, por sua vez, é a diagonal do Cubo) ou

observando a se¢ao plana que passa na metade do Cubo, como mostra a Figura 20.

Figura 20: Se¢ao Plana do Cubo e Arestas do Octaedro Regular

Fonte: Os autores

Logo, temos:

VOctaedro Regular = 2VvPirfa‘mide

Mas a altura de cada pirdmide mede a metade da altura do Cubo. Desta forma, o volume de cada

pirdmide é dado por:

[\
w

v 1 g h—l a” a
Piramide — 3 b - 3 9 2 712"

Das duas equagoes acima, segue:

VOCtaedro Regular = 2VPirémide =2 E = 6

Portanto, o volume do Octaedro Regular inscrito no Cubo mede um sexto do volume do Cubo.
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Para encontrarmos o volume do Octaedro Regular em funcao de sua propria aresta, basta utilizar
a relagao estabelecida entre a aresta do cubo, que chamamos a e a aresta do Octaedro Regular, que
chamaremos Ag. Como visto, temos:

2 2A
a\/_ 8 _ Ag\/é.

A8=_ _— q = —

2 V2

Segue:

a®  (As/2)° _ (45)° - 2v2 _ (4)*V2
5 .

VOctaedro Regular = F = 6 3

4.3 Pentagono regular e o numero de ouro

Para calcularmos os volumes do Dodecaedro Regular e do Icosaedro Regular, precisaremos, inicial-
mente, resgatar duas propriedades caracteristicas do Pentagono Regular, uma vez que os dois sé6lidos
se relacionam diretamente com este poligono: o Dodecaedro Regular é composto de 12 faces penta-
gonais, enquanto o Icosaedro Regular pode ser visto como duas pirdmides pentagonais encaixadas em
um antiprisma, poliedro com duas bases poligonais iguais e paralelas, que sao conectadas por faces

triangulares.

PROPRIEDADE 4.1

A medida da diagonal de um pentdgono regular de lado 1 € igual ao nimero de ouro (p).

Demonstracao. A Figura 21 ilustra um pentagono regular de lado 1 e trés das suas diagonais, cujas

medidas serao denotadas por x.

Figura 21: O Pentagono Regular de Lado 1

Fonte: Os autores

Podemos observar que ha varios tridngulos isésceles na figura. Por exemplo, como BC' e CD sao
lados do pentégono, o tridngulo BC'D é isosceles e, portanto, os angulos DBC e BDC sao congruentes.

Como o angulo BC'D mede 108° (angulo interno do pentégono), concluimos que DBC = BDC.
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Da mesma forma, pela propria simetria do poligono, podemos concluir que DAE = ADE = 36°.
Segue, ADB =108°-2-36° = 36°. Ainda, o triangulo CDE é congruente aos tridngulos BCD e AED
(LAL), de forma que DCE = DEC = 36°.

Por outro lado, o angulo BGC' é externo ao triangulo CDG e, portanto, mede 36° + 36° = 72°,

mostrando-nos que o triangulo BC'G também é isosceles e, mais do que isso, é semelhante ao tridngulo
ABD.

A semelhanga entre os tridngulos CGB e ABD nos permitird calcular a medida da diagonal do
pentiagono regular: chamemos esta medida de x. Como o tridngulo BCG é isosceles, BG = BC = 1.
Segue DG = x — 1. Mas como o triangulo CDG também é isésceles, CG = DG = x — 1. Por fim, da

semelhanga entre os tridngulos BOG e ABD temos:

CG GB ___z-1 1 Ned ) -
AB-BD 1~z orleslsl=atoels

A tnica solugao positiva (imprescindivel para ser a medida da diagonal do pentagono) é dada pelo

nimero de ouro, a saber:

O ntimero de ouro possui alguns atributos matemaéticos peculiarmente interessantes. Apresentaremos
um desses, que nos ajudarao nos calculos apresentados ao longo deste capitulo: as poténcias de ¢ (ou
seja, ¢ ) podem ser escritas da forma F),- o+ F,_1, onde F}, e F},_; sdo termos consecutivos da sequéncia
de Fibonacci. Uma forma simples de verificar tal propriedade é notar que, como ¢ é solugao da equagao

-z —-1= 0, entao 902 = ¢ + 1. Segue:

= g0+1)-<p=<p2+g0=2<p+1

(
(
(
(

20+1) -0 =20"+p=3p+2
3<p+2)-90=3g02+2g0=5<p+3

Y =@ P

Y =@ P
5 4

Y =@ P

Y =@ P

5<p+3)'g0=5g02+3g0=8<p+5

o =F, - p+ F, 1.

PROPRIEDADE 4.2

cos 36° =

, sen 36° =

ISR
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Demonstracao. Retomemos a Figura 21, utilizada na demonstragdo da propriedade anterior e vamos

aplicar a Lei dos Cossenos no triangulo ABD:

AB* = AD*+ BD*-2-AD-BD - cos ADB
12=g02+<p2—2-<p-<p-cos?>6°
1= 2<p2 —2<p2 - cos 36°

1=20" (1 -cos36°)

o 1
1 — cos 36 ==
2¢
1 207 -1
cos36 = -3 = 3
2¢ 2¢
o 24_\/5 3_\/5
cos36 = .
3+v5 3-+5
o L1++/5 o
cos36 = \/_=>COS36 =£.

4 2

Agora, utilizaremos a propriedade fundamental da Trigonometria para calcularmos o valor de sen 36°:

sen2 36° + cos2 36° =1

2
sen236°+% =1 =—sen’36° = 1—

2 2
o, ¥ _Vi-v o _V3—p
send6 =1\/1 T 9 == gen3db6 = 5

2
L
4

o ~ . Lo A °
Para calcular cos 72°, vamos tomar como base as razoes trigonométricas calculadas para o angulo de 36 :

-1
—1=2 - .

2
cos72° = cos(36o + 360) =2c0s°36° -1 = cosT72° = % 5

PROPRIEDADE 4.3

A distdncia do centro do pentdgono reqular de lado 1 a qualquer de seus vértices é

¥
Ve +2

Demonstragcao. A Figura 22 ilustra um pentagono regular de lado 1 e seu centro, denominado O.

Queremos calcular a distédncia OA = OD = d.
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Figura 22: O Centro do Pentagono Regular de Lado 1

Fonte: Os autores

Utilizando a Lei dos Cossenos no triangulo AOD, temos:

AD? = AO* + OD* =2+ AO - OD - cos 144°
g02 =d’+d* - 2d° - cos 144°
o> =2d> —2d” - (- cos 36°)

¢2=2d2-(1+§)
2_o2 (2t
" =2d ( 5 )
2 o2 1+
g0—2d°( 5
2 2 2
p =d - (1+¢")

2

2= ¥

1+<p2

PROPRIEDADE 4.4
5(cp + 1)

Wo+2

A drea de um pentdgono reqular de lado 1 é

Demonstracao. A Figura 23 ilustra um pentagono regular de lado 1 dividido em 5 tridngulos congru-
entes. Para calcular a area do pentagono, basta calcular a 4drea de um desses tridngulos e multiplicar

por 5.
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A 1 B
Figura 23: Pentagono dividido em 5 tridngulos congruentes

Fonte: Os autores

Segue:
1 °
S=5'§'AB-AO-sen54
1 %2 o 1'% ¥
S=5.-=-1- cc0s36° = S =-. £
2 or2 8 2 Jor2 2
2
+1
P ) .
4 Jo+2 4o +2

4.4 Dodecaedro regular

Durante a Oficina de Canudos, mostramos um Dodecaedro Regular montado a partir de doze piré-
mides congruentes. Assim, para calcular o volume do Dodecaedro Regular, basta encontrar o volume de
cada uma dessas piramides e multiplica-lo por doze.

No modelo a seguir, ilustrado pela Figura 24, temos um dodecaedro de aresta 1, no qual destacamos
uma dessas pirdmides, o ponto U, centro do dodecaedro e o ponto V', centro do pentagono da base da

piramide destacada.

Figura 24: Dodecaedro Regular de Aresta 1

Fonte: Os autores
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Explorando o modelo, podemos perceber duas relagoes entre os elementos do dodecaedro:

e o segmento BU é o raio da circunferéncia circunscrita ao dodecaedro, uma vez que a distancia de
U a B é exatamente a mesma que a distancia de U a cada um dos outros vértices do poliedro.

Assim, vamos tomar BU = R;

e 0 segmento UV ¢é a altura da pirdmide destacada e também é o raio da circunferéncia inscrita ao
poliedro, uma vez que a distancia de U a V ¢é exatamente a mesma que a distancia de U a cada

um dos outros centros das faces do poliedro. Assim, vamos tomar UV = r.

Continuando a exploragao do modelo, percebemos que o triangulo BSD (onde BS = 2R e BD =
©) € retangulo, de forma que, encontrando a medida de SD, podemos usar o Teorema de Pitagoras
para calcular R. Entretanto, na Oficina de Dobraduras, foi mostrado que o dngulo entre as faces do
Dodecaedro Regular mede 120°, de forma que é possivel calcular a medida de SD, aplicando a Lei dos

Cossenos no tridangulo SN D. A Figura 25 destaca esses dois tridngulos.

Figura 25: Triangulos BSD e SN D no Dodecaedro Regular de Aresta 1
Fonte: Os autores

Das relagoes métricas nos dois tridngulos citados, temos:
SD” = SN*+ ND* =2+ SN - ND - cos 120°
SD* =12+ =2-1-¢-(-0,5)
SD2=1+g02+<p=2<p2

BS® = SD* + BD* = BS® =20+ ¢’
BS® =30 = BS = ¢/3.

Portanto, temos:
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Foi a partir desta relagdo que calculamos a medida das arestas das doze pirdmides congruentes que
utilizamos para construir o Dodecaedro Regular na Oficina de Canudos. Como R = 1,4 as arestas
“Internas” das piramides (os segmentos que ligardo a base ao vértice) serdo maiores que as arestas

“externas” (base da piramide que efetivamente formam o dodecaedro).

Por exemplo, se quisermos construir um dodecaedro a partir de canudos de 20 cm, entao as arestas
internas serdo construidas com canudos brancos (arestas que ficarao na parte de dentro) com esta
medida e os canudos coloridos (arestas que efetivamente comporao o dodecaedro) deverao ser cortados
em 20 +1,4 =14, 3cm.

Para encontrar o volume do Dodecaedro Regular de aresta 1, basta calcular o volume de uma das
piramides que o compoem e multiplicar por 12. A area da base do pentagono ja temos, falta calcular
a altura de cada uma dessas piramides. Para isto, podemos usar o Teorema de Pitagoras no tridngulo

UV, como mostra a Figura 26.

Figura 26: Triangulo retangulo UV C em uma das pirdmides que formam o Dodecaedro Regular

Fonte: Os autores

Dessa forma, segue:

Uvi+covi=uc?

() ()

2 300 90 3p+3 p+1 (3p+3)(p+2)—4(p+1)

h - = =
4 p+2 4 ©+2 4(p +2)
h2_3tp2+94p+6—4<p—4_3¢2+5g0+2_3<p+3+5<p+2_8g0+5
4(p +2) 4(p +2) 4(p +2) 4o +8
6 3
P p=_F

4(p + 2) 2Jp +2
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Portanto, o volume do Dodecaedro Regular de aresta 1 é dado por:

V=12 1 5" 0 _ 5"
3 4Wop+2 2\Jo+2 2(e+2)
5 <,05
V=2
2 p+2

Consequentemente, o volume de um Dodecaedro Regular de aresta A9 é dado por

5
¥

p+2

5
V= 5 ’(A12)3’

4.5 Icosaedro regular

Durante a Oficina de Canudos, montamos, juntamente com os participantes da oficina, um Icosaedro
Regular a partir de vinte pirdmides congruentes. Assim, para calcular o volume do Icosaedro Regular,
basta encontrar o volume de cada uma dessas piramides e multiplica-lo por vinte.

No modelo a seguir, ilustrado pela Figura 27, temos um icosaedro de aresta 1, no qual destacamos
uma dessas piramides, o ponto U, centro do dodecaedro e o ponto V', centro do pentdgono da base da

piramide destacada.

Figura 27: Icosaedro Regular de Aresta 1

Fonte: Os autores

Explorando o modelo, podemos perceber duas relagoes entre os elementos do icosaedro:

e o0 segmento C'M é o raio da circunferéncia circunscrita ao icosaedro, uma vez que a distancia de
C a M é exatamente a mesma que a distancia de M a cada um dos outros vértices do poliedro.

Assim, vamos tomar CM = R;

e o segmento M N é a altura da piramide destacada e também é o raio da circunferéncia inscrita ao
poliedro, uma vez que a distancia de M a N é exatamente a mesma que a distancia de M a cada

um dos outros centros das faces do poliedro. Assim, vamos tomar M N = r.



4.5. lcosaedro regular | 35

Continuando a exploragao do modelo, percebemos que o tridngulo CJA (onde CJ = 2R e CA = 1)
é retangulo, de forma que, encontrando a medida de JA, podemos usar o Teorema de Pitagoras para
calcular R. Entretanto, o d&ngulo JDA é um dos dngulos de uma das “capulas” do Icosaedro e, portanto,
mede 108°. Consequentemente, ¢ possivel calcular a medida de JA, aplicando a Lei dos Cossenos no

triangulo isésceles JDA. A Figura 28 destaca esses dois tridngulos.

Figura 28: Tridngulos CJA e JDA no Icosaedro Regular de Aresta 1
Fonte: Os autores

Das relagoes métricas nos dois tridngulos citados, temos:
JA® = JD* + DA* —=2-JD - DA - cos 108°
JA* =1 +1°=2-1-1-(=cos72°)

-1
JA2=2+2-(@T>

JA =2+ -1
JA2=<p+1=<,0
JA = .

2

Note que o segmento JA é uma das diagonais da piramide pentagonal, o que confirma a medida ¢

encontrada no calculo acima. Ainda, temos:
CIP=JA+ AC? = CJP =" +1=p+2 = CJ=\Jp+2.

Portanto, temos:

CJ p+2
k=5 =75

Foi a partir desta relagao que calculamos a medida das arestas das vinte pirdmides congruentes que
utilizamos para construir o Icosaedro Regular na Oficina de Canudos. Como R = 0,95 as arestas que
formam o topo das piramides serdo menores que as arestas da base (as que efetivamente formam o
icosaedro).

Por exemplo, se quisermos construir um icosaedro a partir de canudos de 20 cm, entao as arestas
externas serao construidas com canudos vermelhos com esta medida e os canudos brancos deverao ser

cortados em 20 - 0,95 = 19, cm.
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Para encontrar o volume do Icosaedro Regular de aresta 1, basta calcular o volume de uma das
pirdmides que o compoem e multiplicar por 20. Precisaremos resgatar dois conceitos sobre triangulos
equilateros:

V3

e a area de um tridngulo equilatero de lado 1 é T

e 0 segmento que liga um vértice ao centro do tridngulo equilatero é 5

3
Para justificar estes resultados, basta notar que a altura do tridngulo equildtero é 5 ¢ que a

2
distancia de um vértice a ao centro (encontro das medianas) é 3 dessa medida.
Portanto, falta calcular apenas a altura de cada uma das pirdmides. Para isto, podemos usar o

Teorema de Pitagoras no tridangulo UV C', como mostra a Figura 29.

Figura 29: Triangulo retangulo M NC em uma das pirdmides que formam o Icosaedro Regular
Fonte: Os autores

Dessa forma, segue:

MN?+ CN? = cM?

2 ——\2
h2+ﬁ _(Verz
3 =\ 2
4
2,1 p+2 2 3p+6 4 3p+2 o
Mg = IM="5 ~"13~"13 12
2 2
_P i3
23 6

Portanto, o volume do Icosaedro Regular de aresta 1 é dado por:

1 V3 ¢*V3 5>
V=203 5 = V=75

Consequentemente, o volume de um Icosaedro Regular de aresta Aoy é dado por
5

V=5 (Ag0)* - ¢°.
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A oficina Dobraduras e Canudos do LEMAT: Geometria em Acao no Estudo dos Poliedros buscou
proporcionar uma experiéncia formativa significativa a professores e professoras da Educacao Basica,
unindo teoria e pratica no ensino da Geometria. Por meio de atividades concretas, visuais e colaborativas,
os participantes foram convidados a explorar conceitos fundamentais da Geometria Espacial, como os
poliedros de Platao, suas propriedades e seus volumes, a partir da construcao com dobraduras e materiais
simples como papel, canudos e barbante.

Esta proposta de oficina representou uma oportunidade impar para nés, professores do CAp-UERJ,
compartilharmos nosso trabalho na linha de pesquisa referente a produgao de atividades multissensoriais
com outros professores de Matemética da Educacao Basica. A oficina foi concebida como um espago de
trocas, experimentacao e reflexdo sobre praticas pedagdgicas que valorizam o pensamento visual, o uso
de materiais concretos e a investigacao matemética como formas de tornar o ensino da Geometria mais
acessivel e significativo.

Na primeira sessao, apresentamos possibilidades de construcao de poliedros por meio de dobraduras
e, em um segundo momento, utilizando canudos. A partir dessas construgoes, exploramos algumas
propriedades dos sélidos e discutimos com os participantes como essas atividades podem enriquecer as
aulas sobre esse tema no Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Além de promover o engajamento
por meio da ludicidade, as atividades favoreceram a apropriacdo de conceitos geométricos fundamentais
e estimularam a criatividade e o trabalho colaborativo.

Na segunda sessao, realizamos um aprofundamento matematico, utilizando as construgoes com canu-
dos como base. O objetivo foi discutir figuras classicas da Geometria Espacial, como o tetraedro regular
presente no cubo e a relacdo entre o octaedro e o cubo. Além disso, os participantes foram convidados
a deduzir os volumes do dodecaedro regular e do icosaedro regular a partir de sua decomposicao em
piramides. Ao vivenciarem essas investigacoes, os professores puderam refletir sobre a importancia de
propostas que nao apenas apresentem férmulas prontas, mas que envolvam os estudantes na construgao
ativa do conhecimento matemético.

Fundamentada na abordagem MM propostas por Boaler (2015, 2018a, 2019), e na Teoria dos Re-
gistros de Representagao Semiotica, de Duval (1993), a oficina concretizou um espago de aprendizagem
pautado na mobilizacao de multiplos registros de representacao e no desenvolvimento de um raciocinio
geométrico mais profundo. As atividades propiciaram a conversdo entre registros, como o concreto, o
figural, o algébrico e o verbal, promovendo a compreensao dos objetos mateméaticos para além de suas
representacoes formais. Nesse processo, os erros foram compreendidos como oportunidades de aprendi-
zagem, e a pluralidade de estratégias foi valorizada como elemento central para a construcao de sentido
na Matematica.

Acreditamos que propostas como esta contribuem para a ressignificagdo do ensino de Matemaética,
especialmente da Geometria, e para o fortalecimento da formacao docente continua, ao oferecer instru-
mentos tedricos e praticos que podem ser adaptados a diferentes realidades escolares. Esperamos que
este e-book sirva como registro, inspiragao e convite para que mais educadores e educadoras levem para
suas salas de aula uma Matemaética viva, sensivel e transformadora, construida com as méaos, com a

mente e com 0 coracao.
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