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Viii Prefacio

Prezado(a) colega professor(a), prezado(a) formador(a) de professores que ensinam Matemética,

Vocé ja refletiu sobre os desafios e as potencialidades de trabalhar com provas e demonstracgoes
matematicas na Educagao Basica? Ja se perguntou como despertar o interesse dos estudantes pela
argumentacao e pelo raciocinio dedutivo? Quais caminhos trilhar para que a producao de provas mate-
méticas deixe de ser um obstaculo e se torne uma rica oportunidade de aprendizagem?

Nesta publicacao, fruto de uma oficina realizada durante o 7° Simpoésio Nacional da Formagao do
Professor de Mateméatica (ANPMat), convidamos vocé a explorar conosco diversos aspectos do processo
de producao de provas e demonstracoes matematicas. Nosso objetivo principal é compartilhar uma
perspectiva que ajude a lidar com a complexidade da aprendizagem desse tema, inspirada em uma
abordagem heuristica (Lakatos, 19‘78)l que reconhece os miltiplos caminhos e raciocinios que podem
emergir quando nos engajamos em processos de prova.

Para fundamentar nossa andlise dos “processos de validagao” que permeiam a producao de provas e
demonstragoes, adotamos a distingao proposta por Balacheff (1987) entre “prova” (uma argumentacao
aceita por um determinado ptiblico em um dado momento) e “demonstragao” (uma prova que segue regras
logicas formais e é aceita pela comunidade de mateméticos). Essa distingdo nos permite extrapolar a
noc¢ao mais restritiva de “demonstracao” com a qual temos contato no Ensino Superior, que atende ao
rigor e formalismo académico, e conceber a possibilidade e a legitimidade de se produzir provas que nao
sigam as mesmas regras.

Acreditamos que, ao se inserirem em atividades de provas/demonstragao, seus alunos — e nos mes-
mos, enquanto aprendizes — podem percorrer um espectro de ideias, desde as mais intuitivas até as mais
rigorosas, passando por tentativas com diferentes graus de precisao. Nesse percurso, habilidades inves-
tigativas e argumentativas sd@o naturalmente mobilizadas (Ponte; Brocardo; Oliveira, 2013)2, revelando
conhecimentos, praticas e valores que fazem parte do universo cultural de cada estudante. Como educa-
dores, é essencial estarmos atentos tanto as dindmicas que se estabelecem nos grupos — a validagao entre
pares, o convencimento, a refutacao construtiva, a colaboracao — quanto as trajetorias individuais de
cada aluno, com suas préprias jornadas cognitivas e emocionais na busca por aprimorar suas habilidades
de producao matematica.

Partindo dessa visao plural, as discussdes que propomos neste e-book visam oferecer subsidios e
inspirar novas abordagens para a insercao do tema das provas e demonstragoes matematicas na Edu-
cacao Bésica. Queremos compartilhar ideias que possam subsidiar suas praticas docentes e auxiliar em
eventuais tentativas de lidar com situagoes desafiadoras envolvendo argumentacdo matematica em sala
de aula.

Para tornar essa exploragao mais concreta, apresentamos e analisamos tarefas que foram propostas
aos professores participantes da Oficina. Essas tarefas foram cuidadosamente selecionadas e formuladas

com o intuito de:

' A heuristica de Lakatos propoe que o ensino da Matematica deve espelhar o modo como a disciplina se desenvolve
historicamente: por meio de um diélogo entre “provas e refutagdes”’”. Em vez de apresentar demonstragdes prontas, valoriza-
se o percurso da construgdo do pensamento, no qual o erro e o contraexemplo sdo ferramentas fundamentais para o
aperfeicoamento do raciocinio.

2 Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2013), as atividades investigativas diferenciam-se dos exercicios tradicionais
por serem tarefas abertas e desafiadoras. Nelas, o aluno nao aplica apenas uma técnica pronta, mas assume o papel de

protagonista: ele precisa formular questdes, buscar padroes, criar conjecturas e testar suas proprias estratégias de resolugéo.
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e desafiar suas concepgoes sobre a produgao de provas/demonstragoes matematicas;

e apresentar tarefas em contextos teoricos elementares, que podem ser adaptadas para o trabalho

com seus estudantes;
e evidenciar elementos cruciais do processo de prova/demonstragao;
e discutir sobre a pluralidade de maneiras de desenvolver e estruturar uma prova matemaética;
e incentivar o desenvolvimento de raciocinios cada vez mais elaborados;

e compreender mais profundamente a estrutura e o rigor da Mateméatica académica e refletir sobre

maneiras de superéd-lo a fim de atender aos contextos da Educagao Basica; e

e estimular discussoes que tragam a riqueza e a complexidade dos processos de investigacao e argu-

mentacao matematica.

Compartilhamos da preocupagao expressa por Matheus (2016), que aponta para um possivel distan-
ciamento do trabalho com argumentacao e prova na matemética escolar brasileira, muitas vezes devido
a uma visdo excessivamente técnica da prova rigorosa (demonstragao) na formagao do professor. Em
vez de ser vista como uma atividade humana de construcao de significados e de convencimento, a prova
rigorosa pode ser interpretada prioritariamente como um modelo formal a ser seguido, distanciando-se
das praticas argumentativas mais amplas e acessiveis que podem ser exploradas na Educacao Basica.
Essa leitura técnica, como argumenta Garnica (1995), deve ser complementada com uma abordagem
mais critica e reflexiva sobre a prova no contexto educacional. Concordamos que é fundamental levar
essa discussao para além dos limites da logica proposicional e das técnicas de demonstracgao, incenti-
vando a investigacao, o descobrimento, a formulagdo de conjecturas, o debate e a elaboragao auténtica
de argumentos pelos préprios estudantes.

Além disso, reconhecemos a importancia da dimensdo emocional que acompanha a experiéncia de
aprender e fazer matematica, especialmente em atividades que envolvem provas/demonstragoes e resolu-
¢ao de problemas. Os momentos de davida, de erro e de acerto sdo inerentes ao processo e podem gerar
diferentes emocgoes nos estudantes. Assim, noés o convidamos a refletir sobre como podemos, enquanto
educadores, auxiliar nossos alunos a construir significados positivos para o fracasso e o sucesso nessas
atividades.

Ao longo deste texto, esperamos que vocé tenha a oportunidade de “vivenciar” a experiéncia da Ofi-
cina, conhecendo as propostas das tarefas e acompanhando nosso relato de como elas se desenvolveram,
e, principalmente, refletir sobre as implicacoes pedagobgicas dessas experiéncias para a sua pratica em
sala de aula. Esperamos que, ao final desta leitura, vocé se sinta mais confiante e inspirado(a) para
desmistificar a produgdo de provas e demonstragoes mateméticas na sala de aula, transformando-a em

uma jornada de descoberta e crescimento para seus estudantes.

Rio de Janeiro, 2026

Murilo Falcirolli Amorim
Ana Paula Jahn
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2 1. Introducao

O ensino de provas e demonstragoes matematicas na Educacao Bésica configura-se como um desafio
central e, simultaneamente, uma oportunidade impar para o desenvolvimento do raciocinio matematico
e da capacidade argumentativa dos estudantes.

H4 um consenso na area de Educagao Matemaética sobre a importancia crucial de cultivar habilidades
de argumentar e provar, ndao apenas como ferramentas para a resolucao de problemas e o desenvolvimento
do pensamento critico, mas também como elementos essenciais na formacdo de cidadaos capazes de
analisar e avaliar informagoes de maneira fundamentada. Documentos curriculares, tanto no Brasil
quanto em outros paises, preconizam a integragao de atividades que possibilitem aos alunos construir e
comunicar argumentos matematicamente validos (Jahn; Healy; Coelho, 2007).

Entretanto, a realidade observada em pesquisas e avaliacGes revela uma lacuna persistente no de-
senvolvimento dessas habilidades nos niveis do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Esse cenario
complexo pode ser compreendido & luz de fatores historicos, como possiveis negligéncias curriculares
pos-Movimento da Matematica Moderna (Pietropaolo, 2005), e também em relac¢do a formagao de pro-
fessores, que nem sempre oferece um preparo adequado para abordar esse tema (Garnica, 1995; Matheus,
2016).

Estudos como os de Healy e Hoyles (2000) evidenciam a tendéncia dos alunos em confundir justifica-
tivas empiricas com raciocinios dedutivos, além de priorizar aspectos de forma na analise de argumentos,
em detrimento da compreensao do contetdo matemético subjacente (Chazan, 1993; Healy; Hoyles, 2000).
No que tange aos professores, observa-se, por vezes, uma visao limitada da prova como um procedimento
pedagogico restrito, com fim em si mesmo, e ndo como um instrumento dindmico para a exploracao e
comunica¢ao mateméatica (Knuth, 2002).

Diante desse contexto, a presente publicacdo, originada de uma oficina para professores de Mate-
mética e formadores de professores, busca oferecer um amparo teérico-metodolégico para o trabalho
com provas e demonstracoes na sala de aula da Educacao Basica. Acreditamos que a demonstragdo em
Matemética, tradicionalmente vista como um divisor de 4guas entre essa disciplina e as ciéncias experi-
mentais por seu método de validagao dedutivo, possui um potencial didatico muitas vezes subutilizado.
Nossas experiéncias como educadores e pesquisadores tém demonstrado que as primeiras interagoes de
ingressantes em cursos de exatas com demonstragées podem ser marcadas por inseguranga e até mesmo
“medo”, impactando sua relacao com a Matematica. Nesse sentido, julgamos fundamental explorar e va-
lidar estratégias didaticas que possam transformar essa relagdo e preparar melhor os futuros professores
para o ensino de provas na Educacao Bésica.

A escolha de uma abordagem que valoriza a exploracao e a construgao gradual da compreensao da
prova matemética se justifica pela necessidade de ir além de uma visao puramente formal e prescritiva.
Concordamos com Balacheff, Almouloud e Moretti (2022) quando aponta que, para muitos alunos, a
prova matematica pode parecer uma mera formalidade exigida pelo contexto escolar, desvinculada de
sua necessidade intrinseca para o pensamento matemético. Observamos também que a passividade dos
alunos diante de provas apresentadas pelo professor pode inibir a percepc¢ao de seu proprio potencial
como produtores de argumentos matemaéticos validos. Nesse sentido, inspirados na ideia de que a Educa-
¢ao Matemaética constitui um regime de verdade proprio (Garnica, 2002), distinto daquele praticado na
academia, propomos uma abordagem que subverte as normas do formalismo matematico e valoriza a au-
tonomia do estudante em produzir raciocinios e explicacoes que sejam, para ele, coerentes, reconhecendo

que diferentes tipos de prova sao pertinentes & matematica escolar.



A Base Nacional Comum Curricular (BRASIL. MEC, 2018) destaca a natureza hipotético-dedutiva
da Matematica, alicercada em axiomas e demonstragoes, e simultaneamente enfatiza a importancia de
metodologias heuristicas para a efetiva aprendizagem da disciplina. Essa perspectiva reconhece que,
embora o rigor logico-dedutivo seja essencial a estrutura da Matematica, o processo de construcao do
conhecimento matematico frequentemente se inicia com a exploragao, a intuicdo e a experimentacao.

Nesse sentido, a critica de Lakatos (1978) ao “estilo dedutivista” ressoa com a necessidade de repen-
sarmos as abordagens tradicionais no ensino de provas. Para Lakatos, a apresentacao da matematica
como um sistema fechado de axiomas e teoremas, desvinculada de sua génese e desenvolvimento histo-
rico, pode obscurecer o processo dindmico e criativo inerente & construcao do conhecimento matematico.
Em contraposicao, o autor defende uma abordagem heuristica que valoriza a formulagdo de conjectu-
ras, a tentativa de prova, a refutagdo, a analise dos contraexemplos e o refinamento progressivo das
ideias até a formalizacao tedrica. Essa perspectiva pedagbgica pressupoe a capacidade dos estudantes
de (re)descobrirem conceitos matematicos, promovendo uma aprendizagem mais significativa (Alves;
Tatsch, 2017).

Um elemento crucial para engajar os estudantes no processo de prova é o desenvolvimento da “neces-
sidade intelectual” (Harel, 1998). Segundo Harel, essa necessidade surge quando os alunos se deparam
com situagoes que desafiam seu conhecimento prévio, motivando-os a buscar solu¢ées e construir novos
entendimentos. Para fomentar essa necessidade, o autor sugere estratégias como evocar a incerteza e
o conflito cognitivo e promover a aprendizagem baseada na investigacao, transmitindo uma ‘“cultura
matemética”. Essas estratégias se interconectam, com a incerteza impulsionando a investigacao, que por
sua vez pode gerar conflitos cognitivos, todos elementos fundamentais da pratica matemaética auténtica.

A adogao de uma abordagem heuristica no ensino de provas e demonstragoes, portanto, alinha-se
com as diretrizes curriculares contemporéaneas e com as teorias de aprendizagem que valorizam o papel
ativo do estudante na construgéo do conhecimento. Ao invés de apresentar a prova como um produto
final a ser memorizado, essa perspectiva enfatiza o processo de investigacao, a formulagao de argumentos
e a validacao de ideias, buscando desenvolver nos alunos uma compreensao mais profunda e significativa
da natureza do raciocinio matematico.

O objetivo da Oficina, portanto, ndo se centra na apreensao imediata de demonstragoes formais,
mas sim na compreensao dos processos mentais e das habilidades envolvidas na producao de provas e
argumentacoes matemaéticas, visando desenvolver uma relagao mais engajada e significativa com essa

pratica fundamental da atividade matematica.
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A Oficina teve inicio com uma breve apresentacao dos ministrantes e dos participantes, seguida
pela exposi¢ao dos objetivos de nossa proposta. Realizamos entao um levantamento inicial por meio
da producao de uma nuvem de palavras (Figura 1), utilizando a expressao “Provas e Demonstragoes

Mateméticas”, para captar as primeiras impressoes e ideias dos participantes sobre o tema.

______ iy - - ] -
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Figura 1: Nuvem de palavras

Fonte: Elaborado na primeira sessdo da Oficina.

Cada participante submeteu 3 palavras ou conceitos para compor a nuvem, sem poder visualizar as
palavras submetidas pelos colegas. Neste momento inicial, 14 participantes estavam presentes e partici-
param da dindmica, e mais participantes chegaram posteriormente.

Podemos ver na nuvem uma convergéncia em associar “Provas e Demonstracoes Matemaéticas” aos
conceitos de logica (5 ocorréncias, agrupando “logica” e “logica e linguagem”), formalismo (5 ocorréncias,
agrupando “formalizacao” e “formalismo”), linguagem matemaética (2 ocorréncias), dedugao (2 ocorrén-
cias) e rigor (2 ocorréncias, agrupando “rigor” e “rigorosidade”). Essa nuvem, que tem fortes relagoes
com a cultura matematica académica, ressalta o ponto de partida da Oficina. O leitor ou a leitora deste
texto perceberd essas relagoes sendo explicitadas e tornando-se objeto de reflexdo durante as atividades
relatadas na sequéncia.

Apo6s uma breve discussao sobre a nuvem produzida, passamos as tarefas. Trés tarefas foram reali-
zadas ao longo dos dois dias de Oficina, a primeira tendo sido feita no primeiro dia, e as outras duas no

segundo. As tarefas, que nomeiam as segoes deste e-book s@o as seguintes:
- Tarefa 1: pares e impares;
- Tarefa 2: provas da desigualdade triangular;

- Tarefa 3: somando niimeros consecutivos.

A condugao de cada tarefa passou por diferentes momentos de trabalho. Comegamos com um tra-

balho individual, seguido por discussoes em pequenos grupos (com 5-6 integrantes) e, por fim, uma
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reflex@o coletiva com todos os participantes. Durante as atividades individuais, solicitamos que os par-
ticipantes estivessem atentos as dificuldades encontradas — por menores que fossem — e as habilidades
mobilizadas nos processos de construg¢ao das provas/demonstragoes matematicas.

E importante destacar que uma versdo similar da Oficina ja havia sido aplicada com estudantes de
Licenciatura em Matematica em outras ocasioes, embora esta tenha sido a primeira vez que realizamos
esse tipo de atividade em um contexto de formagao continuada. A maioria dos participantes era composta
por professores, havendo também alguns licenciandos e um estudante do Ensino Médio.

Por se tratar de uma oficina inserida em um simposio da ANPMat, podemos assumir que os profes-
sores participantes tém uma maior disposicao para o aperfeicoamento continuo da préatica pedagogica —
alguns, inclusive, cursavam mestrado profissional —, o que pode ter contribuido para o forte engajamento
que percebemos e para a riqueza das discussoes proporcionadas, as quais tentamos rememorar, reviver
e publicar neste livro digital.

E possivel que o interesse por participar especificamente de nossa Oficina, dentre diversas opcoes
oferecidas no evento, também pode ser um fator importante para explicar os resultados que observamos.
No entanto, alguns participantes admitiram que tiveram duvidas ou interpretaram incorretamente o
titulo da Oficinas: “Produgdo de Provas e Demonstragoes Mateméticas: Agoes e Reflexdes para seu
Ensino e Aprendizagem”. Estes participantes confundiram o sentido do termo “prova”, associado aqui a
argumentacao e demonstragao, com a ideia de “teste” ou “avaliagao”. Uma explicagdo possivel para esse
fenomeno ¢ dada por Matheus (2016), que descreve uma situagao semelhante em sua pesquisa, também

em contexto de formacao continuada.

Esse episodio revela ao menos dois aspectos dignos de nota. O primeiro é que a palavra
prova no sentido matematico, esta tao distante da pratica docente das professoras que,
mesmo tendo sido usada ao lado de argumentacdo e demonstra¢ao, foi tomada em
seu sentido de avaliagdo. E o segundo é que, para as professoras participantes, numa
hierarquia de prioridades, o tema da avaliagao educacional estd muito & frente do da

prova matematica. (Matheus, 2016, p. 118)

Contudo, mesmo os participantes que fizeram essa confusao inicial tiveram um 6timo engajamento.
Analisando em retrospecto a experiéncia da Oficina, podemos perceber trés pilares principais para
nossas propostas e intervencgoes: o aprofundamento da proficiéncia técnica dos participantes em analisar
e produzir provas matematicas; a valoriza¢ao da autonomia do professor, do estudante e da Matemética
da Educacao Bésica, enquanto campo de produgao coletiva de conhecimento préprio da comunidade da
sala de aula; e a troca de experiéncias, tanto imediatas, da resolugao das tarefas propostas, quanto as mais
duradouras, advindas do trabalho em sala de aula, da formagao inicial ou dos tempos de escola. Ao longo
deste livro, a leitora ou o leitor poderé identificar cada um destes pilares, apesar do terceiro ter recebido
menos énfase em nossa redacao dos relatos. Do ponto de vista da formacao de professores e da pesquisa
em Educacao Matemética, acreditamos que esses trés pilares, em um contexto colaborativo de formacao
continuada, podem ser um bom direcionamento para apoiar professores que tenham interesse no trabalho
com provas/demonstragoes na Educagao Béasica, bem como para desenvolver novos conhecimentos nessa

area que atendam as demandas tedricas e metodolégicas trazidas pelos professores participantes.
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3.1 Proposta e Objetivos

A Tarefa 1 foi formulada e apresentada com o seguinte enunciado:

DEFINICAO 3.1

Dizemos que um ntimero inteiro n é par se 5 ¢é inteiro.

| 3

DEFINIGAO 3.2

Dizemos que um ntimero inteiro n é impar se

n—1
2

é inteiro.

Seja n um namero inteiro.
. ~ 2,
(a) Mostre que, se n é par, entdo n” é par.
. . ~ 2, .
(b) Mostre que, se n é impar, entdo n” é fmpar.
2, . - .
(¢) Mostre que, se n” é impar, entdo n é impar.

Sendo essa uma tarefa introdutoéria, tomamos o cuidado de elaborar um exercicio que trate de
contetidos familiares para professores e licenciandos (ntimeros pares e impares, fragoes, elevacdo ao
quadrado e ntimeros inteiros), com proposigoes logicamente simples (se A entdo B) e um comando claro
e direto para a iniciagdo do processo de prova (“Mostre que”).

O elemento surpresa do exercicio, que traz inovagao ao contexto da Oficina, estd na definigao de
paridade que formulamos, que difere da definicdo usualmente adotada nos livros didaticos. Com essa
escolha, pretendemos que os participantes se vejam na necessidade de revisitar conceitos familiares e
investir esforco para desenvolver novas estratégias procedimentais de inferéncia e argumentagao, a fim
de provar as proposi¢oes de forma rigorosa.

O item (a) tem o intuito de trazer a tona os desafios do primeiro contato com o exercicio (“como posso
iniciar?”, “onde devo chegar?”, “o que eu posso ou nao posso assumir?”), e proporcionar o desenvolvimento
de estratégias para lidar com o “novo conceito” de paridade, nos moldes dados pela Defini¢ao 3.1. O
item (b) ¢ muito similar ao item (a), adicionando uma fina camada de dificuldade, do ponto de vista
da engenhosidade das manipulagoes algébricas para atender ao formato da Defini¢ao 3.2. J4 a resolugao
do item (c) rompe a estrutura argumentativa desenvolvida e refor¢ada nos itens anteriores, e demanda
uma nova estratégia de resolugdo. Mas, como apenas o item (a) foi realizado na Oficina, somente a
Definigao 3.1 foi utilizada.

A repeticdo do termo “n”, usado tanto nas definigdes quanto nas proposigoes, ¢ intencional. Para
interpretar o significado, por exemplo, da tese “n? e par”, é preciso substituir o termo “n” na Definicao 3.1
por “nz”, 0 que causa certa estranheza e costuma gerar davidas. Para nés, esse pequeno transtorno é
oportuno para frisar o carater formal da definicdo, em que os simbolos em si ou seus significados nao
importam; importam apenas as relagoes sintaticas entre eles. A partir do momento em que se diz “Seja
n um ndamero inteiro”; a identidade do simbolo “n” se renova. Esse ndo é um dos grandes objetivos da
tarefa, mas esperamos, com essa breve reflexdo, explicitar uma potencial dificuldade a ser enfrentada

por estudantes na Educagao Bésica: a reciclagem e ressignificacao de simbolos em Matemaética.
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O volume de discussoes que a Tarefa 1 proporcionou nos surpreendeu positivamente. O engajamento
dos participantes foi intenso e genuino, transparecendo o interesse em explorar as nuances matematicas
das provas produzidas e abstraindo de seu contexto especifico questoes gerais sobre a prética e o ensino
de Matemética. Por esse motivo, priorizando o aprofundamento das analises e discussoes, optamos por
nao avangar para os outros itens da tarefa, focando exclusivamente no item (a).

No relato que apresentamos a seguir, a leitora ou o leitor podera imergir nos obstaculos enfrentados
pelos participantes da Oficina e em suas tentativas de resolucao; nas intengoes por tras das intervengoes
que fizemos enquanto ministrantes; e nos caminhos tomados pelas discussoes que se desenrolaram. Tudo
isso motivado por um tinico item de um exercicio do tipo “Mostre que”, inserido em um ambiente repleto
de pessoas interessadas em se aprofundar nos meandros tedricos referentes ao trabalho com provas
mateméticas na Educagao Basica.

Os principais objetivos da Tarefa 1 podem ser assim formulados:

1. promover a discussao sobre as dificuldades enfrentadas por estudantes ao iniciarem o estudo de
provas e demonstracées matematicas, especialmente no que se refere ao uso de defini¢coes nao

familiares;

2. contrastar a dificuldade inicial na resolucao da tarefa com a aparente facilidade de compreensao
posterior a resolucao, a fim de discutir os efeitos negativos de se considerar “6bvia” uma atividade

com elementos novos para os estudantes;

3. evidenciar o carater singular das provas produzidas pelos participantes, desconstruindo a ideia de

que existe uma Unica demonstracao correta para cada proposicao;

4. levar os participantes a reconhecer a necessidade de assumir afirmagoes nao justificadas na cons-
trugao de uma prova matematica, e estimular a discussao sobre os critérios para a escolha de tais

afirmacoes;

5. explorar técnicas indiretas de argumentacao e discutir sua importancia como estratégia pedagogica

na conducao de tarefas de prova, valorizando a autonomia dos estudantes.

Vale ressaltar que o Objetivo 4 nao foi previsto quando elaboramos a Oficina, e acrescentamos & nossa
lista em virtude das reflexdes que a experiéncia nos proporcionou. Ja o Objetivo 5 néao foi contemplado,
pois estd mais atrelado a resolugao do item (c) da Tarefa 1, que nao foi abordado. Os Objetivos 1 e 2
estiveram por tras da maior parte das intervengoes que fizemos na conducdo da Oficina — relatadas na
secao seguinte —, em discussoes referentes as dificuldades presentes até mesmo nas praticas matematicas
mais simples, que muitas vezes passam despercebidas, mas que se tornam evidentes quando removemos o
elemento de familiaridade. Esperdvamos, assim, promover aprendizagens tanto no Ambito epistemoldgico
quanto educacional, de forma que os participantes pudessem refletir sobre a experiéncia de estudantes da
Educacao Béasica com provas matematicas, trazendo um novo ponto de vista as dificuldades encontradas

e compreendendo mais profundamente alguns aspectos da préatica matematica e sua aprendizagem.

3.2 Relato da experiéncia da Tarefa 1

Depois de apresentar o enunciado da Tarefa 1, iniciamos com a leitura das definigoes, certificando-

nos de que todos as compreendiam. Perguntamos aos participantes se ja haviam usado essa definigao, e



10 3. Tarefa 1 - Numeros pares e impares

a maioria negou, referindo que a definigdo mais conhecida é a de que “um namero inteiro n é par (impar)
se existe k inteiro tal que n = 2k (n = 2k +1)”. Autorizamos que comecassem a resolver, primeiramente,
apenas o item (a).

A primeira dificuldade que identificamos foi em “como comecar”. Nao foi tao simples, de inicio, en-
xergar nas defini¢oes dadas os significados da hipotese “n é par” e da tese “n? 6 par”. Quando necessario,
em intervengoes individuais, para que o participante fizesse as conexoes necessarias, perguntivamos “o
que significa ser par?”. Similarmente as perguntas propostas por Polya (1995) no contexto da resolucao
de problemasl, essa é uma pergunta que nao revela nenhuma conexao externa ao pensamento do par-
ticipante, e, portanto, mantém a autenticidade de seu raciocinio. Afinal, o participante sempre pode se
perguntar o significado dos conceitos que utiliza em Matematica.

Traduzindo a hipdtese e a tese a partir da defini¢ao, eventualmente todos conseguiram interpretar a
2

proposicao do item a) como a implicagao “se g € Z, entao % € 7. Percebemos que essa transicao dissipa
a névoa de davidas do tipo “como comecar?”’ ou “o que é para fazer?”, e trouxe um grau de concretude
para o problema. Essa concretude, por sua vez, ¢ acompanhada de dividas mais pragmaticas: e agora?
Como proceder?

Aos participantes que se encontravam nesse impasse, nossa intervencao foi na direcdo de dizer que eles
precisavam desenvolver alguma estratégia para realizar inferéncias a partir das afirmagoes que tém. Em
outras palavras, eles precisavam aprender a “manipular”’ afirmacoes do tipo “z € Z”. Os resultados dessas
intervencgoes, evidentemente, ndo foram imediatos, e o desenvolvimento das estratégias operacionais
necessarias para provar a proposicao assumiu varias etapas.

A primeira tentativa bem sucedida que alguns participantes fizeram foi a de transportar o problema

para um formato mais familiar. Veja:

n n
népar=>§EZ:existekEZtalque§=k.
2

3

5 =k=n=2k=n"=4" =2(2k") = 5 =2k’ € Z =" ¢ par.

Vendo essa resolugao, parabenizamos os participantes que a produziram e chamamos a atencao
para a estratégia que utilizaram: transpor para o formato da definicdo mais conhecida, “n = 2k”,

resolver o problema nesse formato, “p? = 2(2k2)”, e depois retornar ao formato da definigdo dada

no enunciado, “% € 7Z”. Em nossa interpretagao, essa transformacao facilita a resolucdo do problema
para os participantes por que permite que as inferéncias principais a serem realizadas sejam simples
manipulagdes em equagao, que demandam habilidades procedimentais muito mais familiares do que
aquelas necessarias para inferir a partir de afirmacoes do tipo “z € Z”.

Apesar da prova mencionada estar correta, solicitamos que os participantes retornassem ao pro-
blema e se desafiassem a produzir uma prova que nao lancasse mao do formato familiar da definicao
“n = 2k”, incentivando-os a enfrentar, e ndo contornar, o obstaculo que encontraram. Ou seja, pedimos

que refizessem a resolucao utilizando apenas a definicdo de paridade que foi apresentada no enunciado

! George Polya, em sua obra classica intitulada “A Arte de Resolver Problemas” (1995), sugere perguntas heuristicas
(metacognitivas) para cada fase da resolugdo de um problema. Para a fase de compreensao do problema, destacam-se:
“Qual é a incognita?”’, “Quais sdo os dados?” e “Qual é a condicionante?”. A pergunta “o que significa ser par?”, citada no

texto, atua no nivel da compreensdo dos dados e das definigoes, essencial para o inicio da estratégia de resolucao.
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(g € Z), como se nao conhecessem a definicao usual. Nosso pedido nao faz o menor sentido do ponto
de vista matemético, pois a prova em questao, produzida pelos participantes, nao apresenta erro con-
ceitual, procedimental ou estrutural referente & transposicao do formato do problema, que foi realizada
corretamente. Nao ha respaldo logico ou matemaético para a exigéncia de que a prova seja refeita abrindo
mao da estratégia da transposicao de defini¢oes. Entretanto, o sentido da nossa intervencao se encontra
na esfera da metalinguagem e da metacognicao.

Intervimos com a intencao de explicitar as caracteristicas fundamentais da linguagem empregada e
elucidar os aspectos cognitivos de tal resolugao, e reconhecemos que a resolugao apresentada traz poucas
novidades para os participantes. Ao propor que refacam a prova sem recorrer & definicdo familiar de
paridade, tencionamos que os integrantes explorem caminhos argumentativos e tipos de raciocinio estra-
nhos ao seu repertoério, e assim experienciem uma nova dificuldade — que sera retomada posteriormente
nesta segao. Portanto, para nés, mesmo depois de se produzir uma prova correta, ainda pode haver
espacgo para mais tentativas e aprendizagem. Afinal, o objetivo da tarefa nao é simplesmente provar
proposicoes matematicas, mas sim aprofundar com os professores sua proficiéncia técnica no processo
de producao de provas e sua criticidade em analisar tal processo de pontos de vista que transcendam o
ponto de vista técnico.

Foi entao que surgiu, de um grupo de participantes, a primeira tentativa de resolu¢ao contendo
inferéncias condizentes com o formato da definicao fornecida no enunciado, que redigimos na lousa
assim conforme ditavam:

2
. n n\?2 n
népar— s €Z—\5| €4Z— —(— €.
2 2 4
A justificativa inédita utilizada nessa deducdo, expressa oralmente, foi que “o quadrado de qualquer
nimero inteiro ¢ um namero inteiro”, permitindo que todas as passagens mantivessem a estrutura

2
“xr € 77, e alcangando o termo “n””

, necesséario para a conclusao da tese. Contudo, os participantes
ficaram confusos — compreensivelmente —, questionando se esses argumentos sao suficientes para concluir

2,
que n~ é par.
2

Alguns disseram que sim — sem tanta convic¢ao —, justificando que, “se % é inteiro, entao n* ¢
miltiplo de 4, e portanto é par”. Em resposta, dissemos que a justificativa é correta, mas que depende
do significado de “ser miultiplo de 4” e da proposi¢ao “se é multiplo de 4, entdo é par”. Refor¢amos
a proposta de que, para esse exercicio, em que o proprio conceito de paridade é redefinido, todos os
conhecimentos sobre niimeros pares sejam suspensos. Essa foi uma 6tima oportunidade para explorar o
conceito de formalismo e a diferenca entre seméntica e sintaxe.

Nao importam, do ponto de vista formal, as ideias que se tenha sobre os conceitos em jogo. Importam
apenas os sfmbolos e as inferéncias feitas com eles. O “jogo” é jogado segundo as regras sintéticas para
manipulagdo dos simbolos matematicos, que prescindem da interpretacao que fazemos sobre eles. Por
definicao, a afirmacao “x ser par” nao se verifica a partir de ideias sobre paridade, mas a partir da
x
2
da préatica matemaética, que nao é aderida nem mesmo na prética de mateméticos profissionais, e nao

deducao da seguinte sequéncia de simbolos: “5 € Z”. E claro que essa é uma visao extrema e limitada

propomos que seja incorporada a Educacao Bésica. Mas, com essa exposicao, os participantes aceitaram
2

n
o desafio de tentar deduzir precisamente a afirmagao “7 e
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Para isso, alguns integrantes buscaram, sem sucesso, alguma manipulagao algébrica que alcancasse
a sequéncia de simbolos requerida na tese da proposicao:

2

n”
- 2
—QEZ

Abrindo um breve paréntese, um argumento incorreto, mas muito convincente, que nao foi feito nesse

dia, mas com o qual j4 nos deparamos quando aplicamos essa tarefa para estudantes da Licenciatura,
2 2 2

. . . no, p L. . . o .
5 ¢ inteiro, entao 5 € par. Como todo niimero par é inteiro, entao 5 ¢ inteiro.

s~ 2, , . . .
Logo, por defini¢ao, n” é par.” O erro do argumento é sutil e se encontra na primeira passagem. A

n
é o seguinte: “Se

definicao de paridade s6 se aplica a ntmeros inteiros, e, portanto, para inferir que um ntmero é par,

2
n
deve-se garantir, primeiro, que ele é inteiro. Ou seja, para inferir, na primeira passagem, que 5 é par,
n>
seria necessario provar antes que 5 é inteiro. Retomamos o relato.

Levou um tempo consideravel até que um participante desenvolvesse a estratégia cabal para o pro-
blema: multiplicar por 2. Por incrivel que possa parecer, essa ideia com aparéncia tao simples foi inédita

para o grupo de participantes, e foi recebida com um suspiro de alegria e esclarecimento: Como o dobro

2
n

, e e ~ n 2,
de qualquer nimero inteiro é inteiro, e como € Z, entao 2 - TE€ Z.. Logo 5 € Z, e, portanto, n~ é

4
par.

Certa vez, quando indagamos a um estudante de graduacgao por que é tao dificil, no primeiro contato
com esse exercicio, conceber a ideia de multiplicar por 2, ele disse que é porque ndés temos enraizada a
ideia de “equilibrio” proveniente da manipulacao de equagoes. Em uma equagao, se eu multiplicar um
lado da igualdade por 2, devo também multiplicar por 2 o outro lado; e se eu multiplicar um termo
por 2, devo também dividi-lo por 2. Isso se verifica nas manipulagoes algébricas que os participantes
haviam realizado. Mas, no contexto desse exercicio, em que as afirmacoOes inferidas nao sao igualdades
(como “x = y”), mas sim pertinéncias no conjunto dos ntmeros inteiros (como “x € Z“), é permitido
multiplicar por 2, sem a necessidade de “compensar” essa operagao.

Um participante da Oficina logo percebeu e apontou a propriedade subjacente aos argumentos
utilizados, tanto de elevar ao quadrado quanto de multiplicar por 2: “Estamos usando a propriedade de
que o produto de niimeros inteiros é, também, um niimero inteiro”. Confirmamos com entusiasmo diante
de sua observacao, e ele entao nos perguntou: “Nos podemos usar essa propriedade nesse exercicio? Como
saber o que eu posso ou nao posso usar numa demonstragao?”.

A duvida do participante é legitima e nos indica que talvez essa discussdo seja necesséiria para
a tematizacao do trabalho com provas mateméticas na Educagao Béasica em contextos de formagao
continuada de professores. Knuth (2002, p. 83) comenta que as perguntas “what constitutes proof?” (“o
que constitui uma prova?”’ ou o que pode ser considerado como prova?) e “is a proof a proof or are there
levels of proof 27 (“prova € prova ou existem niveis de prova?” ou toda prova estd no mesmo patamar
de rigor?) lhe proporcionaram discussdes enriquecedoras em seu estudo com professores da Educagao
Baésica.

Na Oficina, a partir da pergunta do participante, introduzimos um tema mais amplo, que foi apro-
fundado na discussao da Tarefa 2, sobre a autonomia da Matematica da Educagao Bésica e a liberdade
do professor. Propomos uma resposta geral a essa pergunta, “Como saber o que eu posso ou nao posso

usar numa demonstragao?”, no final da se¢do seguinte, e nos restringimos agora a oferecer apenas uma
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resposta mais contextualizada & tarefa especifica em questao, a partir da andlise que apresentamos a
seguir.

Quando propusemos aos participantes que comparassem a tltima prova produzida com a prova que
fariam utilizando a defini¢ao “n = 2k”, eles pareceram impressionados com a diferenca entre elas, mas
quando mostramos as fortes semelhancas entre os argumentos das duas provas, eles se surpreenderam
ainda mais. Elencamos a seguir, respectivamente, a prova produzida na Oficina, usando a defini¢ao

«

5 € 7 e a prova mais usual da propriedade estudada, usando a definicao “n = 2k”.

n n\2 n? n? n? 9
népar=>§EZ=>(§) EZ:ZEZ=>2' T EZ=>762=>TL é par.

n é par = existe k € Z tal que n = 2k.

n=2%k=—n’= (2k:)2 = 4k° = 2(2k2). Como 2k° € Z, segue que n® é par.

o ~ 2 2
Para exibir a forte semelhanga entre as duas provas, destacamos a conclusio “n”° = 2(2k°)”, da

segunda prova, e seguiu-se na Oficina uma interagao similar a esta:
- Ministrante: Utilizando a defini¢do usual, por que essa passagem conclui a prova?
- 2, .
- Participante: Porque mostramos que n~ é duas vezes alguma coisa.
- Ministrante: Alguma coisa?
- Participante: Duas vezes um ntmero inteiro.
- Ministrante: Qual nimero inteiro?
- 2
- Participante: 2k
. 2, , o
- Ministrante: E por que 2k~ é um ntmero inteiro?
- Participante: Por que k é inteiro.
. 2, , o
- Ministrante: E por que 2k~ é um niimero inteiro?
- Participante: Porque o dobro do quadrado de qualquer ntimero inteiro é um ntmero inteiro. .. Ah!

Os participantes perceberam que os argumentos de elevar ao quadrado e de multiplicar por 2, que
levaram tanto tempo para ser concebidos, nao eram exclusividade da prova feita a partir da defini¢ao
“g € 77, pois haviam sido utilizados na prova da proposicao feita a partir da definicao usual®. Portanto,
em resposta ao participante que questionou sobre a validade de utilizar a propriedade de que o produto
de niimeros inteiros é inteiro, pudemos dizer que essa propriedade, que chama atengao na “nova” prova,
jé& estava sendo utilizada implicitamente na prova “antiga”, sem ser questionada. Talvez haja, entao, um
consenso de que, para provar proposicoes sobre paridade de niimeros inteiros, pode-se assumir todas as

propriedades das operagdes de anel dos inteiros (adi¢do e multiplicagao).

2 . . . P o . Py
Inclusive, alguns participantes comentaram que tentaram explicitamente emular ou “imitar”; no contexto do exercicio

proposto, os argumentos da prova que conheciam, mas nao obtiveram sucesso.
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O clima de desafio, esfor¢o intelectual, duvidas e erros abriu lugar para uma sensacao de alivio,
esclarecimento e resolugao. Mas por tras dos sentimentos positivos, ainda havia um né para desatar.
Por um lado, a prova produzida parecia muito simples, e por outro, haviamos levado mais de uma
hora para desenvolvé-la em um grupo repleto de professores de Matematica. Decidimos cuidadosamente
tensionar o topico da “facilidade” da prova, para trazer & tona o olhar para a dimensao emocional do
trabalho com provas, que se entrelaga com a dimensao cognitiva, e nela costuma se esconder.

Sabendo que tocarfamos em um tema delicado, a fim de que os participantes estivessem tempo-
rariamente imunizados para o que viria a seguir, um de nés alertou calmamente, antes de fazer suas
provocagoes, que faria na sequéncia uma “fala violenta”, com a qual nenhum de nés concordava, e que
problematizariamos depois. As provocagoes foram pronunciadas em ordem crescente de provocacao: “Nao
era facil esse exercicio? Como assim? Vocés nao conseguiram resolver? Por que? Vocés nao entenderam
a defini¢ado? Ou vocés nao sabem multiplicar por 27”.

Para acrescentar & tensdo das provocagdes, apresentamos uma prova muito mais simples para a

proposicao, que nenhum participante havia pensado:

n n n 2
népar=>§EZ=>n'(§>EZ=>7€Z=>n é par.

n ~ . . , s . . . ~ .
Como “n” e “5” sdo inteiros, o produto deles também é inteiro. Continuando a provocagao, dissemos

que, desde o inicio, bastava multiplicar por “n” para concluir a prova, o que deveria ser algo “6bvio” de
2

n n
se pensar, dado que estamos partindo de “5” e precisamos chegar em “7”.

Sabemos que a dificuldade para a qual apontamos nao é particularidade do grupo de participantes
da nossa Oficina. Em nossa experiéncia com mais de cem estudantes universitarios, ingressantes ou
veteranos, de diversos cursos de exatas do IME-USP, com quem aplicamos esse exercicio, quase todos
apresentaram dificuldades similares 4s que mencionamos aqui. Para nés, isso evidencia o que Fischbein
(1994) ressalta sobre a importancia do desenvolvimento de habilidades procedimentais para se fazer

matemética, e nao apenas do conhecimento do contetido tedrico formalizado.

E uma mera ilusao acreditar que, ao conhecer axiomas, teoremas, provas e definicoes
da maneira como sao expostos formalmente nos livros didaticos, uma pessoa se torna
capaz de resolver problemas matematicos. Existe uma concepgao errénea generalizada
segundo a qual, em matemaética, se vocé entende um sistema de conceitos, vocé espon-
taneamente passa a ser capaz de usa-los para resolver os problemas correspondentes.
Nos precisamos de habilidades, e ndo apenas de compreensao, e as habilidades s6 po-
dem ser adquiridas por meio de treinamento pratico e sistematico. (Fischbein, 1994,

p. 232, grifo do autor, tradugao nossa)3

Essa reflexdo expoe a falacia implicita nas provocagoes, de que a facilidade para se resolver o exercicio

é proporcional & familiaridade que o individuo possui com os conceitos necesséarios para sua resolugao.

* 1t is a mere illusion to believe that by knowing axioms, theorems, proofs, and definitions as they are exposed formally
in textbooks, one becomes able to solve mathematical problems. There is a widespread misconception according to which,
in mathematics, if you understand a system of concepts, you spontaneously become able to use them in solving the
corresponding class of problems. We need skills and not only understanding, and skills can be acquired only by practical,

systematic training. (Fischbein, 1994, p. 232, grifo do autor)
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Os participantes tém, sim, muita familiaridade com todos os contetidos mobilizados na resolugao, mas
nem por isso eles “deveriam saber” resolver o problema nas primeiras tentativas. Para soluciona-lo, é
necessario, como alertamos no inicio da atividade, desenvolver estratégias procedimentais para inferir

afirmacoes no formato “x € Z” imposto pela definigao.

E se o desafio de desenvolver habilidades procedimentais se deve & novidade que a definicao traz
para os participantes, é certo que no contexto da Educacdo Béasica esses desafios serdo instaurados.
Afinal, qualquer definicdo com que um estudante se deparar pela primeira vez seré, para ele, muito mais
nova e sem precedentes do que a definicao alternativa de paridade da tarefa estudada é nova para os

participantes da Oficina.

Entretanto, ndo é simples reconhecer a falacia da provocacao que fizemos. Pelo contrario, é muito facil
convencer um estudante de que ele é intelectualmente insuficiente, especialmente quando trabalhamos
com provas mateméaticas. Muitos problemas dificeis de serem resolvidos adquirem uma aparéncia de
facilidade depois que se conhece sua resolucao. Essa facilidade a posteriori muitas vezes é assimilada e
reconhecida pelo proprio estudante, e contrastando-a em retrospecto com a dificuldade que enfrentou
para resolver (ou nao) o problema, o estudante se convence de que é incapaz de superar um obstaculo

que ele reconhece como “facil”: como eu pude nado pensar nisso?.

E nem sequer é necessario um provocador externo para que o individuo se convenga de ser intelec-
tualmente insuficiente. A provocagao que pronunciamos na Oficina é uma explicitagao de provocagoes

internas contra as quais aprendemos a lutar em nossa jornada de aprender a aprender Matematica.

O pensamento empirico torna-se claro depois, quando o conjunto de argumentos fica
estabelecido. Ao retomar um passado cheio de erros, encontra-se a verdade num au-
téntico arrependimento intelectual. No fundo, o ato de conhecer da-se contra um co-
nhecimento anterior, destruindo conhecimentos mal estabelecidos, superando o que, no

proprio espirito, é obstaculo a espiritualizacao. (Bachelard, 1996, p. 17, grifo do autor)

Por isso, o arrependimento intelectual que o trabalho com provas e com problemas proporciona nao
é algo a ser evitado, mas sim um tema que deve ser explorado na relagao didéatica. Mais do que nao fazer
provocagoes “violentas” na posicao de educador, como as que simulamos na Oficina, é preciso exercer um
trabalho direcionado ao cuidado emocional com os estudantes. E ndo basta dizer palavras afirmativas
ou mencionar que o erro faz parte da aprendizagem. Também é necessario reconhecer a dificuldade real
dos obstaculos que o estudante enfrenta, que talvez nem ele reconheca, nem nés tenhamos previsto de
antemao, e explicita-la, reforcando aprendizados tanto dos conceitos e procedimentos quanto de natureza

metacognitiva e emocional.

E para reconhecer as dificuldades que o estudante enfrenta, sao fundamentais a pergunta e a escuta.
Pergunta verdadeira, que nao tem intengao de instalar dicas e ideias sorrateiras na mente do estudante
a fim de facilitar sua resolugao do problema, e escuta verdadeira, que procura a empatia e nao se ofusca
pelos pensamentos do que se ird perguntar ou dizer quando seu interlocutor acabar sua fala. Mas também
¢ fundamental o preparo prévio do educador, imergindo nas nuances do problema que sera proposto e
fazendo um trabalho autorreflexivo para conhecer suas proprias dificuldades e observar os obstaculos

que enfrenta em seu processo de resolugao.
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Por dltimo, apresentamos & leitora ou ao leitor uma prova, ligeiramente mais simples que a prova
usual, para a proposicao de que o quadrado de um nimero par é um nimero par, usando a definicao

“n =2k

Se n é par, entao existe k inteiro tal que n = 2k. Multiplicando os dois membros da igualdade por n,

2 e 2,
resulta n” = 2kn. Como kn é inteiro, segue que n”~ é par.

Essa prova nao foi apresentada na Oficina porque na época ainda nao a haviamos concebido. Mas
direcionamos ao leitor ou a leitora uma reflexdo: Quantas vezes vocé ja provou formalmente essa pro-
posicao, no papel ou na mente, antes ou durante a leitura desta secao? Vocé alguma vez pensou em
provar formalmente a proposicao referida dessa maneira, ou de uma maneira diferente da usual? Se nao,
por que? Vocé concorda que essa prova ¢ um pouco mais simples do que a prova usual da proposicao,
elevando os dois membros ao quadrado e argumentando que 4% = 2(2k:2) e que 2k” & inteiro? Se sim,
entdo por que ela ndo é mais disseminada?

Para dar continuidade a essa reflexdao e expandir o debate, apresentamos no Apéndice A as provas

relativas aos itens (b) e (c) da Tarefa 1.



4

Tarefa 2 - Provas da
desigualdade triangular
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4.1 Proposta e Objetivos

A Tarefa 2 ¢ inspirada no trabalho de Oliveira (2023. 90f), que foi um dos ministrantes da Oficina.
A tarefa consiste em uma andlise aberta motivada por trés provas da propriedade da Geometria Plana
conhecida como “desigualdade triangular”. Para simular, neste texto, a experiéncia que os participantes
tiveram na Oficina, as autorias das Provas 1, 2 e 3 sao inicialmente omitidas, e reveladas em um
dos paragrafos finais da secdo seguinte. A seguir, reproduzimos o enunciado da tarefa entregue aos

participantes.

Analise cada uma das provas da propriedade da desigualdade triangular apresentadas a sequir
e comente se, para vocé, a prova estd completa, € convincente, contém erros ou lacunas, €
clara, € rigorosa, e o que mais julgar pertinente.

Prova 1

Seja ABC' um triangulo. Prolongamos o segmento BA'até um ponto D de tal forma que
AD = AC, formando o tridngulo ACD iso6sceles.

D Como ACD é isésceles, os angulos ACD e ADC' sao
” congruentes. Portanto, o dngulo BC'D é maior do que
/\ o angulo ADC'; e, como DCB é um tridngulo, sendo o
angulo BC'D maior do que o angulo BDC', e o maior
/ \ lado opoGe-se ao maior angulo, entdao, DB > BC.

A7 \ Mas, DA = AC; portanto, BA + AC > BC. Do mesmo
modo, entdo, podemos provar que AB + BC > CA, e

\ que BC+CA > AB.
B Portanto, esta provado que dois lados de todo tridngulo,

tomados juntos, é maior que o lado restante.

Prova 2
1. Triangulo Equilatero (todos os lados sao iguais: AB = BC' = AC)

A Queremos mostrar que qualquer lado do tridngulo equilatero é
menor do que a soma dos outros dois lados.
Vejamos a soma AB + BC.
Como todos os lados sao iguais, entao BC' = AC.
Logo, temos que AB + BC = AB + AC > AC.

Assim, mostramos que o lado AC' é menor que a soma dos outros dois.

2. Triangulo Isoésceles (AB = AC e os dois angulos da base BC' sao iguais)

A

Vamos separar em dois casos: (1) quando os lados iguais sdo maiores
do que a base, e (2) quando a base é maior do que os lados iguais.
Para o primeiro caso (AB = AC > BC), temos que AB + BC > AC
e AC+ BC > AB.

B C  Sabemos também que AB > BC e AC > BC, entdo AB + AC > BC.
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Para o caso de a base ser maior que os lados iguais (BC > AB = )
AC), temos que AB + BC > AC e BC + AC > AB. B&C
Agora, para mostrar que a base é menor do que a soma dos dois lados iguais (AB+AC >

BC(C) é necessario usar outro argumento. Do ponto A é tragado um segmento até o ponto

D no lado BC, de forma que AB = BD, formando o tridngulo isésceles ABD.

Portanto os 4ngulos BAD e BDA sao iguais. Entao podemos chamar:

A

¢BAD = £BDA = «,
¢ABC = £ACB = 83,
2CAD =,
2CDA = 6.

Temos que a + 0 > o +~. Logo, § > 7.

Portanto AC > DC', e somando AB nos dois lados da desigualdade, temos: AC + AB >
AB + DC. Mas como AB = BD, temos AC' + AB > BD + DC = BC'. Assim, fica
provado que AC' + AB > BC.

3. Tridngulo escaleno (todos os lados sao diferentes)

Neste caso, basta seguir os mesmos raciocinios dos casos anteriores.

Prova 3
Em um triangulo ABC, o segmento BC, por exemplo, é o caminho mais curto de B para C,

logo BC' é menor que BA + AC.

A compilagao de Oliveira (2023. 90f) é provocadora & medida que incita a comparagdo do rigor
empregado em cada prova e provoca reflexdes sobre a legitimidade das justificagbes apresentadas, es-
pecialmente com relagdo & Prova 3. A omissdo das autorias das provas foi uma estratégia para evitar
que a posigao social (status) de seus autores influenciasse as opinides dos participantes sobre a vali-
dade de seus argumentos. Isso abre a possibilidade de estarmos discutindo sobre provas produzidas por
criangas, estudantes de Ensino Médio, graduandos, professores, mateméticos profissionais, ou até pelos
ministrantes da Oficina.

Os principais objetivos da Tarefa 2 sao:
1. discutir sobre a validade e importancia de justificativas intuitivas;

2. compreender o rigor como um conjunto de regras consensuais em processo constante de adaptagao;

(§

! Os autores das provas apresentadas nesta se¢do utilizam a notagao “ AB”, por exemplo, para denotar tanto o segmento
de reta cujas extremidades sdo os pontos A e B (ente geométrico, conjunto de pontos), quanto a medida numeérica da
distancia entre os pontos A e B (comprimento do segmento, medida). A distingdo entre uma ou outra acepcao deve ser

feita pelo contexto.
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3. problematizar a submissao da Matematica da Educagao Basica sob as normas de rigor da Mate-

maética académica.

Nossa intencao inicial na adaptacao dessa tarefa era promover um debate entre os participantes sobre
aspectos linguisticos da producdo de provas mateméticas, e portanto apenas o Objetivo 1 foi previsto
em nossa preparacao. Para nossa felicidade, os participantes nos surpreenderam com questoes ainda
mais sofisticadas, tocando em aspectos metalinguisticos e estruturais da prova matemaética — o que nos
motivou a formular e agregar & lista de objetivos os itens 2 e 3. Em vista dessas questoes inesperadas,
durante a conducao das discussoes, lancamos mao de alguns conceitos e referenciais tebricos que nao
haviamos planejado introduzir, o que conferiu uma maior espontaneidade para o ambiente da Oficina.

Na redacao do relato apresentado na secao seguinte, percebemos que o assunto da estruturacao de
teorias matemaéticas, essencial para o trabalho com provas, exige bastante abstragao para ser tematizado
e comunicado. Por esse motivo, alguns trechos do texto tomam uma dimensao mais filoséfica e podem ser
mais dificeis de se compreender & primeira leitura. Esforcamo-nos, entdo, para permear com exemplos
e analogias as exposicoes mais densas, e reforcar as questoes motivadoras e conclusoes parciais que
possam auxiliar na compreensdo das ideias. Aos leitores que se interessarem pelo tema, incentivamos
que persistam na leitura até o fim, para alcancar os resultados da discussao apresentada, onde sugerimos
um caminho para o trabalho com provas na Educagao Basica que nado esteja subordinado as restrigoes
do formalismo académico, e oferecemos um direcionamento para a pergunta “como saber o que eu posso

ou ndo posso usar numa demonstragao?”.

4.2 Relato de experiéncia da Tarefa 2

Ao final do primeiro dia da Oficina, fornecemos aos participantes o material contendo o enunciado
e as provas da Tarefa 2, para que pudessem lé-lo durante o restante do dia e inicidssemos as discussoes
no segundo e ultimo dia de Oficina.

Retomamos a Oficina abrindo espago para discutir sobre as provas contidas no material, e muitos
participantes mostraram-se especialmente interessados em discutir a Prova 3, como esperavamos. Para
garantir que todos tivessem compreendido as Provas 1 e 2, enfatizamos suas passagens principais e
esclarecemos as duvidas mencionadas.

Vale destaque a ressalva de um professor participante sobre a propriedade de que “o maior lado opoe-
se ao maior angulo”, utilizada explicitamente na Prova 1, e implicita na Prova 2. O professor pontuou que
a propriedade nao é verdadeira, porque, em um tridngulo equilatero, nao ha lados ou angulos maiores
ou menores. Para ele, a propriedade se aplicaria apenas a tridngulos escalenos. Também foi criticada a
Prova 2 por nao apresentar o argumento completo do tltimo caso, que completamos na lousa em dialogo
com os participantes.

Quando passamos para a discussao da Prova 3, sentimos a atengao da sala se intensificar. Ouvimos
comentarios elogiando a simplicidade da terceira prova, por esclarecer a proposicdo em muito menos
palavras que as outras duas, mas essa opinido nao foi unanime. Alguns participantes apontaram que a
propriedade utilizada depende da desigualdade triangular, e por isso nao pode ser usada para prova-la. A
prova nao s6 dividiu opinides entre os participantes, como também desestabilizou seus proprios critérios

de rigor matemético. As dividas sobre as provas 1 e 2 eram dividas de interpretagdo e compreensao
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de argumentos, mas a Prova 3 nao gerou esse tipo de duvidas, com as quais todos nés ja estavamos
acostumados. As duvidas geradas eram de natureza metalinguistica, e pareciam muito mais latentes,
especialmente para os professores da Educacao Béasica: S¢ isso € suficiente? Estd correto? Se meu aluno

fizer um argumento como este, posso dizer que estd certo? Eu posso provar assim em sala de aula?

Um participante que cursava Ensino Médio em Instituto Federal fez entdo uma pergunta que, para
nos, toca no cerne do problema: A propriedade de que “o menor caminho entre dois pontos € um segmento

de reta” € um arioma? — em sua interpretacao, a prova é legitima caso a resposta seja afirmativa.

Antes de iniciarmos uma anéalise mais aprofundada, salientamos que vamos tratar do aspecto estru-
turante da prova na teorizacao da Matematica, na funcdo que a prova desempenha em sistematizar o
conhecimento matemético, algo que as experimentacoes empiricas e a intuicao pura nao sao capazes de
realizar (De Villiers, 1999, p. 20).

Nosso olhar se distancia ligeiramente da prova especifica em questdo e passa a enxergar 0 escopo
maior da estrutura da teoria em que ela se insere, como se estivéssemos folheando um livro-texto que
apresenta formalmente uma teoria matematica. Observamos, por exemplo, o fluxo de encadeamento dos
teoremas (teorema A é usado para provar o teorema B, que é usado para provar o teorema C). Como se
estivéssemos algando voo e olhando para o chao, quanto mais nos distanciamos, mais elementos adentram
nosso campo de visao, e menos detalhes enxergamos. Afastando-se ainda mais, podemos ver desde a base
axiomatica da teoria — assumindo que se trata de uma teoria axiomatizada — até seus teoremas finais,
e alcancamos o limite de altitude para essa teoria — se subissemos mais, talvez avistdssemos outras. A
essa distdncia, nossa preocupagao nao estd em questoes minuciosas da linguagem, como a clareza e a
precisao dos argumentos formais, ou a adequagao das propriedades usadas na prova de uma proposicao,
que seriam preocupacgoes mais locais, de quem estd com os pés no chao, como estavamos durante a
Tarefa 1. Em vez disso, preocupamo-nos com aspectos mais globais, por exemplo, com a assertividade do
encadeamento tedrico, evitando provar proposigoes “desnecessérias’; com o acimulo de conhecimentos,
desde a base axiomatica, que culmina nos teoremas principais da teoria; com a escolha precisa das
defini¢Oes, hipoteses e axiomas, a fim de facilitar o percurso dedutivo até os teoremas principais; e com
problemas de circularidade no encadeamento de teoremas (teorema A é usado para provar o teorema
B, e o teorema B é usado para provar o teorema A, o que prova que os teoremas A e B s@o logicamente

equivalentes, mas nao valida nenhum dos dois, do ponto de vista formal).

Na perspectiva de alguns dos participantes, para avaliar a validade da Prova 3, seria necessério
consultar livros como Os Elementos de Euclides a fim de verificar se a propriedade de que “o menor
caminho entre dois pontos é o segmento de reta que os conecta’ é um axioma, ou ao menos, se é

demonstrada antes da desigualdade triangular.

Mas porque subordinar a avaliagao de provas produzidas por ou para estudantes da Educacao Basica
do século XXI a sistematizacio tedrica euclidiana do século III a.C.? E necessario importar regras
estruturais externas para organizar logicamente as praticas mateméaticas auténticas da Educagao Basica?
Para nos, isso revela um tipo de subordinagao ao rigor empregado nas produg¢oes matemaéticas a nivel
académico, cujos objetivos, de estruturagao ampla das teorias formais, ndo atendem as prioridades
de aprendizagem para a Educacao Bésica, que incluem o descobrimento, a verificacao e a busca por

explicagoes.
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Embora alguns elementos de verificagdo estejam obviamente presentes aqui [na fungao
sistematizadora da proval, o objetivo principal claramente néo é “verificar se certas
afirmagodes sao realmente verdadeiras”, mas organizar proposicoes individuais nao lo-
gicamente relacionadas, que ja sao conhecidas como verdadeiras, em um todo coerente
e unificado. Devido & perspectiva global fornecida por tal simplificagao e unificagao,
h& também, é claro, um elemento distinto de iluminagao presente quando a prova é
usada como um meio de sistematizacao. Neste caso, no entanto, o foco recai sobre a
iluminacao global em vez da local. Portanto, é falso afirmar na escola, ao provar afir-
magoes autoevidentes, como que os dngulos opostos de duas retas que se intersectam
sdo iguais, que estamos “nos certificando”. Os matematicos estdo, na verdade, muito

menos preocupados com a veracidade de tais teoremas do que com sua sistematizagao

em um sistema dedutivo. (De Villiers, 1999, p. 21, grifo do autor, tradugao nossa)z

A fim de propor e justificar um caminho alternativo & subordinagdo da Matemaética da Educacao
Basica ao rigor da Matemaética académica, vamos iniciar uma nova reflexdo. Na Tarefa 1, provamos a
proposicao de que o quadrado de um ntmero par é um namero par utilizando a definicdo de paridade e a
propriedade de que o produto de nimeros inteiros é um nimero inteiro. Dessa forma, a prova produzida
nao é garantia absoluta da veracidade da proposigao, mas sim um condicionamento desta a validade da
propriedade utilizada na prova. Se calhar de nao ser verdade que o produto de inteiros é inteiro, a prova
produzida cai por terra e nao hé garantia de que a proposicao provada é verdadeira.

Podemos, entao, tentar provar a propriedade de que o produto de ntimeros inteiros é inteiro. Defini-
mos o produto de inteiros como o resultado de iteragoes sucessivas da operagao de adigcao de inteiros, e
utilizamos a propriedade de que a soma de niimeros inteiros € um namero inteiro. Assim, condicionamos
a propriedade da multiplicagao de inteiros — e, consequentemente, a proposicao de que quadrado de um
ntmero par é par —, a propriedade da adigao de inteiros. Mas como justificar esta propriedade? Também
podemos definir a soma de inteiros como o resultado de iteragoes sucessivas da operagao de sucessao,
isto é, de tomar o sucessor, somar 1 (com um cuidado para adigdes com parcelas negativas), e utilizar
a propriedade de que o sucessor (ou antecessor) de um ndmero inteiro é inteiro. Mas qual é a garantia
de que essa propriedade vale?

Essa regressao de justificacbes pode terminar com o estabelecimento dos Axiomas de Peano, que
postulam, de uma maneira simplificada, que o “sucessor” de um “ntmero natural” (ambos termos in-
definidos) é um “nimero natural”. Mas a regressao ainda pode continuar. Podemos dar mais um passo
para tras e definir a operacao de sucessdo e o conjunto dos nimeros naturais a partir dos Axiomas de
Zermelo-Fraenkel para a Teoria de Conjuntos. E o que nos impede de retroceder ainda mais e criar uma
axiomatizacao ainda mais abstrata que define os termos indefinidos da Teoria de Conjuntos (“conjunto”

e “pertence”) e que sirva como base para provar os Axiomas de Zermelo-Fraenkel?

2 Although some elements of verification are obviously also present here, the main objective clearly is not “to check
whether certain statements are really true”, but to organize logically unrelated individual statements that are already known
to be true into a coherent unified whole. Due to the global perspective provided by such simplification and unification,
there is of course also a distinct element of illumination present when proof is used as a means of systematization. In this
case, however, the focus falls on global rather than local illumination. Thus, it is in reality false to say at school when
proving self evident statements such as that the opposite angles of two intersecting lines are equal, that we are “making
sure”. Mathematicians are actually far less concerned about the truth of such theorems, than with their systematization

into a deductive system.
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O ponto é que, ao que tudo indica, esse tipo de regressao aristotélica da cadeia de justificagbes, em
busca pela causa primeira das coisas, nao parece ter fim (ou melhor, inicio), e por isso néo é possivel livrar
a Matematica de suas “lacunas”. Sempre que justificamos uma afirmacao utilizando uma propriedade,
essa propriedade passa a ser a nova afirmagcao injustificada — preenchemos uma lacuna abrindo outra. A
menos, talvez, das provas exaustivas e das tautologias da Légica — como “se A, entdo A” —, toda prova
precisa se embasar em alguma afirmacao nao justificada, seja ela uma ideia implicita, um consenso, uma
conjectura, uma propriedade autoevidente ou um axioma. Nesse sentido, as lacunas sao parte essencial
da Matemaética, ao passo que os axiomas, em sua inquestionabilidade, sao um recurso que utilizamos
para preenché-las artificialmente, quando nao queremos nos preocupar com o abismo infinito de cadeias
de causalidade que possam anteceder nossos teoremas.

Poe-se entao sob uma nova perspectiva a pergunta do participante, “isso é um axioma?”. Um axioma,
a principio, nao “¢”. Axiomas sao forjados e, por meio de convengoes sociais, se tornam. Um axioma s6
é axioma porque um grupo de pessoas decidiu que o “axioma” é axioma — assim como “uma prova s se
torna uma prova apds o ato social de aceita-la como prova”, citando a méaxima de Manin (1981, p. 104,
traducdo nossa)’

E assim como as lacunas fazem parte da esséncia da Matematica, a necessidade de recorrer a meca-
nismos artificiais, intuitivos, consensuais ou implicitos para preenché-las também é essencial, & medida
que esses mecanismos oferecem um ponto de partida para as argumentagoes, permitindo-nos “parar de
olhar para tras” e seguir em frente, no sentido da dedugao e dos desdobramentos da teoria.

Mas o que interpretamos nas falas dos participantes da Oficina, e que se alinha com nossas percepgoes
da formacao inicial de professores, é que aquilo que entendemos como essencial na Matemética — as
lacunas e a necessidade de preenché-las — nao recebe a devida explicitacao, e perde seu posto. Numa
inversao de papéis, um conjunto de axiomas — arbitrariamente escolhidos para preencher artificialmente
as lacunas essenciais da Matematica — é eternizado nos livros-texto e passa a ser aprendido como se
fossem essenciais, como se fossem os axiomas verdadeiros, como se nao houvesse outras possibilidades
estruturais distintas daquela que se tornou hegemonica.

Freudenthal (1973), diante do dilema de sua época entre ensinar ou ndo axiomadtica nas escolas,
critica a mera apresentagao estatica de axiomas prontos e compreende a aziomatiza¢cdo como um aspecto

essencial da Matemética académica.

A axiomaética deve ser ensinada nas escolas? Se for ensinada da forma como tem sido
em grande parte dos projetos nos ultimos anos, eu digo que nao. A axioméatica pré-
fabricada nao é mais um objeto de ensino do que a matematica pré-fabricada em geral
[no sentido de que uma é tao inadequada quanto a outral. Mas o que é considerado
essencial na axiomatica pelo matemético adulto, quero dizer, a axiomatizacao, pode

ser um objeto de ensino. (Freudenthal, 1973, p. 451, traducao nossa)4

S A proof only becomes a proof after the social act of accepting it as a proof. (Manin, 1981, p. 104)

* Should axiomatics be taught in schools? If it is taught in the form it has been in the majority of projects in the last
few years, I say “no”. Prefabricated axiomatics is no more a teaching matter in school instruction than is prefabricated
mathematics in general. But what is judged to be essential in axiomatics by the adult mathematician, I mean axiomatizing,

may be a teaching matter. (Freudenthal, 1973, p. 451)
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Mais do que isso, o autor alerta que alguns estudantes na Educacao Basica ainda nao sao capazes
de assimilar uma teoria por completo, desde seus fundamentos até seus resultados principais, e por isso
propde que a axiomatizagao, como uma organizacdo global da estrutura teérica, nao é uma abordagem

adequada para os contextos mais iniciais de aprendizagem.

Estamos novamente de volta a [questdo da] axioméatica, mas acho que agora podemos
distinguir mais claramente o que a axiomatica significa. Um texto matemético pode
comegar com axiomas porque é matematica pronta. A matemaética enquanto atividade
nunca faz isso. Em geral, o que fazemos quando criamos e aplicamos a matematica é
uma atividade de organizagao local. Os iniciantes em matematica nao podem fazer
mais do que isso. Todo professor sabe que a maioria dos alunos s6 consegue produzir
e entender cadeias de dedugao curtas. Eles nao conseguem compreender provas longas
como um todo, e muito menos conseguem ver uma parte substancial da matemaética
como um sistema dedutivo. Somos sortudos se conseguirem aprender a organizar
localmente um campo matematizavel da realidade ou uma parte da propria matema-
tica, porque isso é exatamente o que eles precisarao no cotidiano e em sua profissao.
Organizar localmente nao é uma atividade deficiente, ilicita ou desonesta
em matematica. E uma atitude amplamente aceita pelo matematico adulto na ma-
temaética pura ou aplicada, embora ele nunca publique tais exercicios. Nenhum dos
varios sistemas axiomaticos da geometria jamais foi usado para encontrar ou provar
afirmacoes geométricas, caso elas sejam necessarias em algebra ou em analise. E muito
complicado e o caminho dos axiomas até os teoremas importantes ¢ muito longo. A
prova é substituida pela firme convicgao de que ela pode ser feita, mas fazé-la dificil-
mente vale a pena. Fica-se satisfeito com a organizagao local, dentro dos limites de um
horizonte de evidéncias em constante mudanga. (Freudenthal, 1973, p. 461, traducao

-
nossa, grifo nosso)’

Essa reflexao suscita um caminho alternativo a subordinagdo da Matemética da Educagao Bésica
ao rigor da Matemética académica. Em vez de recorrer as estruturas formais para decidir sobre a
legitimidade de uma prova matematica contextualizada na Educacao Basica, podemos comegar avaliando
apenas a coeréncia interna das argumentagoes — isto é, dos argumentos em uma prova e das relagoes
logicas entre eles. Nesse sentido, nao nos preocupariamos em trabalhar com uma organizagao global,

da teoria como um todo, mas apenas com organizagoes locais (Freudenthal, 1973), com encadeamentos

® We are again back at axiomatics, but I think we can now more clearly distinguish what axiomatics means. A mathe-
matical text may start with axioms because it is ready-made mathematics. Mathematics as an activity never does so. In
general, what we do if we create and if we apply mathematics is an activity of local organization. Beginners in mathematics
cannot do more than that. Every teacher knows that most pupils can only produce and understand short deduction chains.
They cannot grasp long proofs as a whole, and still less can they view a substantial part of mathematics as a deductive
system. We are lucky if they can learn to organize locally a mathematizable field of reality or a piece of mathematics itself,
because this is just what they will need in everyday life and in their profession. Organizing locally is not a deficient or
illicit or dishonest activity in mathematics. It is a generally accepted attitude of the grown-up mathematician in pure and
applied mathematics even though he would never publish such exercises. None of the various axiom systems of geometry
has ever been used to find or to prove geometrical statements if they are needed in algebra of analysis. It is much too
complicated and the road from the axioms to important theorems is much too long. The proof is superseded by the firm
conviction that it can be done but that it is hardly worthwhile. One is satisfied with the local organization up to a changing

horizon of evidence. (Freudenthal, 1973, p. 461)
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dedutivos apropriados ao grau de maturidade dos estudantes. E, conforme os estudantes amadurecerem,
podemos introduzir perguntas que ampliem ligeiramente seus olhares para algumas questoes tedricas
estruturais — das provas em uma teoria e das relagoes logicas entre elas.

Livrando-se do fantasma da base axiomatica externa e do encadeamento tedrico hegemodnico, ou-
tros recursos podem ser desenvolvidos na sala de aula, até pelos estudantes, para embasar justificagoes,
como o uso de exemplos, de figuras, de conjecturas, de teoremas autoevidentes nao provados, de afir-
magoes equivalentes ao que se pretende provar, entre outras solugoes criativas que muitas vezes nao sao
valorizadas — ou sequer permitidas — na Matematica escolar.

Se uma prova nada mais é do que o condicionamento da validade de uma certa proposi¢ao a validade
das propriedades utilizadas em sua justificagdo (a menos, talvez, de provas exaustivas e de tautologias
logicas), por que seria um problema embasar-se em uma conjectura ou uma proposi¢ao autoevidente
nao provada? Qual é o problema de realizar justificativas a partir de exemplos?

E verdade que exemplos e figuras podem enganar nosso senso intuitivo, ¢ verdade que uma deducéo
circular nao valida nenhuma de suas afirmacdes, e é claro que conjecturas podem ser falsas. Mas, por
outro lado, toda prova produzida é tinica e agrega um conhecimento novo a quem a produz e a quem a lé,
especialmente quando submetida a uma anélise critica colaborativa, sobretudo quando contém erros. Por
exemplo, um encadeamento circular de proposigoes garante sua equivaléncia (condicionada, entretanto,
as propriedades utilizadas nas provas que compoem essa cadeia) e pode abrir espago para discussoes
estruturais da teoria (“Se provamos o Teorema A usando o Teorema B, e provamos o Teorema B usando
o Teorema A, o que podemos concluir sobre a validade de cada teorema?”); exemplos e figuras podem
ser esclarecedores e germinar suas generalizagoes; e conjecturas plausiveis e teoremas autoevidentes
foram utilizados amplamente na histéria da Matematica, e podem, tais como os axiomas, ser assumidos
verdadeiros para encaminhar outras investigagoes, agilizando o processo para se alcangar resultados

tedricos mais fortes, distantes da base axiomaética.

A matematica experimental, ou seja, a matemética da descoberta livre, € muito mais
importante do que aquela confinada aos axiomas impostos pelo professor ou autor do
livro didatico, e ndo ha razdo para afirmar que ela seja menos rigorosa. (Freudenthal,

1973, p. 150, tradugao nossau)G

Desde que se tenha clareza das suposigoes que se faz, que se conheca os “riscos” de poder estar
assumindo afirmacgoes falsas, e que se tenha criticidade para avaliar as consequéncias de suas escolhas
tedricas, para nos, é completamente legitimo produzir Matemética a partir de organizagoes locais. E
sendo essa uma producao auténtica do individuo, consideramo-la muito mais madura do que a mera
assimilacao de estruturas teodricas pré-fabricadas.

Nao se trata de uma autorizacao para validar irrestritamente qualquer tentativa de argumentacao,
mas sim de um apelo para que nés nos autorizemos a produzir matemética com liberdade e autonomia
intelectual, e para que cultivemos essa liberdade em sala de aula. Nao se trata de abrir mao do rigor,

mas sim de nos permitirmos ajusté-lo de forma que faca sentido para os estudantes, com os estudantes.

0 Experimental mathematics, that is, the mathematics of free discovery, is much more important than that which
is confined to axioms imposed by the teacher or textbook author, and there is no reason to claim that it is any less

rigorous. (Freudenthal, 1973, p. 150)
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Trata-se de ter liberdade para abrir mao dos antigos dogmas matematicos estruturais, quando forem
um empecilho para a autonomia, e permitir que as teorias sejam desenvolvidas autenticamente a cada
semestre sob uma nova estruturacao, que pode ou nao se assemelhar aos livros-texto de Matematica.

As consideragoes que fizemos nesta se¢ao sdo um misto de ideias que discutimos na Oficina — algumas
das quais haviamos planejado, outras surgiram espontaneamente — com reflexbes posteriores que a
discussao, ainda presente em nossas mentes, nos proporcionou. Em nossa percepc¢ao, os participantes
receberam nossas sugestoes — de exercer a autonomia da Matemaética da Educacao Basica em relacao
a Matematica académica praticando organizacgdes locais — com ar de surpresa e um certo entusiasmo.
Muitos disseram que nunca haviam pensado que poderiam se desvencilhar das estruturas tebricas formais
dos livros-texto de Matemética.

As criticas que alguns participantes fizeram & Prova 3, na dire¢ao de invalida-la por nao se enquadrar
na estrutura tedrica esperada, nao pareciam emergir de conhecimentos préprios da pratica docente dos
participantes, fundamentados nas experiéncias e reflexdes em sala de aula. Pelo contréario, os proprios
participantes admitiram estar reproduzindo discursos que incorporaram na formacgao inicial.

Nao afirmamos aqui que os professores universitiarios que contribuem para a formagao inicial de
professores tendem a enxergar com maus olhos produgoes matematicas como a Prova 3. A depender do
contexto, é possivel que defenderiam veementemente a legitimidade dessa prova, tao simples e elegante.
Entretanto, a auséncia ou superficialidade de discussdes na formagao inicial — tal como apontaram os
participantes — sobre validagao, rigor, formalismo e o processo de producao de provas em geral, desfa-
vorece um aprofundamento critico sobre o assunto pelos professores. E ao estudar no Ensino Superior
uma matemética apresentada como um produto formal pré-fabricado, e ndo como um processo vivo, e
vivenciar praticas avaliativas que enxergam somente o critério do rigor formal, o dogma formalista cria
rafzes no olhar dos professores — felizmente, no contexto dos participantes da Oficina, essas raizes nao
eram profundas.

Nosso tltimo argumento em defesa da legitimidade das trés provas estudadas foi a revelagdo de
seus autores. A menos de traducdo e ligeiras adaptacdes para tornar a linguagem mais acessivel, a
Prova 1 foi proposta por Euclides de Alexandria (Euclides, 2009, p. 112); a Prova 2, por Heron de
Alexandria (Marcén; Segui, 2013, p. 4); e a Prova 3, por Adrien-Marie Legendre (Legendre, 1809,
p. 11). Os professores ficaram muito surpresos com a diversidade de ideias e estruturas empregadas nas
diferentes provas, todas produzidas por mateméticos de renome. Apesar de sabermos que nosso critério
de validacao de uma prova nao deve se pautar pelo fato de um matematico renomado té-la produzido ou
nao, o argumento é imediatamente aceito. Afinal, ninguém quer ser o professor que invalida uma ideia
de Adrien-Marie Legendre.

Retomando a pergunta feita pelo participante na Tarefa 1, “Como saber o que eu posso ou nao posso
usar numa demonstracao?”’, diante de todas essas discussoes, talvez a maneira mais adequada de encarar
esse dilema seja modificando a pergunta. Em vez de perguntar “eu posso supor isso?”, uma pergunta
mais alinhada com os valores da autonomia intelectual, da liberdade e da autenticidade do pensamento
seria a autorreflexao “eu quero supor isso?”. Nessa mentalidade, o individuo deve conciliar permissoes
e proibigoes que julgue adequadas para seu contexto matematico e seus objetivos de aprendizagem e
produgao de conhecimento. Uma abordagem mais permissiva pode trivializar o problema e inibir maiores
aprendizagens (como assumir, no item (a) da Tarefa 1, que o produto de niimeros pares é par), ou pode

agregar um novo ponto de vista para o esclarecimento da proposi¢ao (como a Prova 3 da Tarefa 2).
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Uma abordagem mais restritiva pode ser demasiado cansativa e laboriosa, ou pode gerar 6timos desafios
intelectuais.

Talvez os mais fortes sinais de maturidade e proficiéncia em Matematica, tanto para estudantes
quanto para professores, sejam a autonomia de tomar suas proprias decisOes tedrico-estruturais e a
criticidade de avaliar as consequéncias tedricas de suas escolhas. Evidentemente, o cultivo da autonomia
e da criticidade nao é algo simples, e exige pratica e reflexdo. Com isso em mente, propusemos na Oficina
a Tarefa 3, de cardter aberto e investigativo, que, além de ser ttil em contextos de formacao continuada

de professores, pode ser aplicada também em sala de aula.



5

Tarefa 3 - Somando
numeros consecutivos
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O enunciado da terceira e tltima tarefa realizada na Oficina é o seguinte:

“Alguns nameros naturais podem ser expressos como soma de nimeros naturais consecutivos, por

exemplo, 6 =1+2+3 e 7 =3+ 4. Investigue esses nimeros.”

Um dos objetivos dessa tarefa é proporcionar a experiéncia — e o desafio — de produzir matemética
liwremente, sem direcionamentos prévios, sem pontos de partida pré-determinados, e sem restrigdes

quanto ao tipo de inferéncia considerada vélida.

Para nos, a condugao dessa tarefa foi um momento muito prazeroso de aprendizagem individual e
coletiva com os participantes, apesar das limitagoes de tempo terem impossibilitado maiores discussoes
no campo da Educagdo Matematica. Assim, em vez de relatar neste texto as conclusées matematicas que
os participantes obtiveram, optamos por oferecer & leitora ou ao leitor a oportunidade de conduzir suas
proprias investigagoes a partir do enunciado da Tarefa 3, para que possa fazer suas proprias descobertas

e exercer sua autonomia matematica!

Além de poder ser utilizada como tarefa formativa para professores e licenciandos, acreditamos
que esta proposta possui potencial para aplicagao em sala de aula com pouca ou nenhuma adaptagao.
Caso a leitora ou o leitor deseje utiliza-la em contextos educacionais, apresentamos a seguir sugestoes
que podem orientar sua condugao. Essas sugestoes foram elaboradas com base em nossa experiéncia
aplicando essa tarefa no Ensino Superior (Licenciaturas e Bacharelados) e em formagoes continuadas de

professores que ensinam Matematica (da Educagao Infantil ao Ensino Médio).

Recomendamos, primordialmente, que o docente que se propuser a aplicar esta atividade ja a tenha
realizado de forma individual, familiarizando-se com as dificuldades que os estudantes provavelmente
enfrentardo. As sugestoes aqui reunidas podem, inclusive, subsidiar esse momento inicial de preparagao

do professor.

E comum que os participantes sintam-se desorientados no inicio da investigacdo, devido a auséncia
proposital de comandos tradicionais como “calcule” ou “justifique”. Para investigar — ou seja, para
descobrir propriedades acerca de um objeto de estudo, neste caso o conjunto de niimeros expressos
como soma de naturais consecutivos —, é muito util saber formular perguntas. A pratica investigativa
consolida-se na busca por respostas a questionamentos que se modificam e se refinam conforme as
descobertas avancam (Bachelard, 1996). O motor desse processo é, portanto, a persegui¢ao da propria

curiosidade, aspecto que, para nos, deve ser explicitado aos estudantes.

Ainda assim, elaborar perguntas pode nao ser uma tarefa simples nos momentos iniciais. A curio-
sidade precisa ser cultivada e, para isso, a observa¢do é um recurso importante. Os estudantes podem
utilizar exemplos ou casos particulares (como 7 = 3 + 4), organizando-os da maneira como desejarem
na tentativa de encontrar padroes. Caso demonstrem inseguranca diante da infinitude de possibilidades
para o inicio da investigacao, sugerimos que, em vez de oferecer restrigoes prontas (como “comece pelos
nameros pares”), o professor acolha essa dificuldade na dimensao emocional: “Realmente, a infinitude
de caminhos possiveis pode inibir o comec¢o da caminhada, principalmente quando nao sabemos qual
deles levara a algo interessante. Mas todos os caminhos trilhados trazem novos conhecimentos, mesmo
aqueles que parecem nao levar a lugar algum. Qualquer caminho é valido; vocé s6 precisa se manter em

movimento, cultivando sua curiosidade.”
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Sugerir um caminho especifico contraria, em nossa visao, o principio da autonomia, devendo ser
utilizado apenas como ultimo recurso do docente para auxiliar o estudante: “Gostaria que eu sugerisse
algumas perguntas investigativas?”.

Quando um padrao for percebido — por exemplo, em uma sequéncia de cinco elementos —, é
necessario estimular no estudante tanto a verbalizacao dessa descoberta na forma de uma conjectura
quanto a necessidade intelectual de valida-la (Harel, 1998). Para isso, o docente pode indagar se a
regularidade se mantém para o sexto, sétimo, décimo ou centésimo elemento e, enfim, questionar a
validade para todos os casos. Se o estudante estiver convicto da generalizagdo e a pergunta “Serd que
o padrao se mantém?” nao surtir efeito, uma abordagem eficaz para estimular a busca por explicagoes
é questionar: “Por que o padrao se mantém?”. E mesmo que o padrao ndo se mantenha e possa ser
refutado, recomendamos que as intervengoes sejam as mesmas, sem dar a entender que a conjectura
esta incorreta, permitindo que o erro seja descoberto de forma auténoma pelo estudante.

Assim que uma pergunta investigativa for respondida, o professor pode instigar o proximo passo,
questionando qual serd o novo alvo da investigacao: “Qual a préoxima pergunta que quer tentar respon-
der?”. A qualquer momento, os alunos tém a liberdade de modificar sua pergunta e “pivotar” o rumo do
trabalho.

Por fim, quanto ao formato da atividade, costumamos propor que os estudantes investiguem primeiro
individualmente, e posteriormente abrimos espago para o compartilhamento de descobertas em grupo
ou com toda a turma. Esse formato, contudo, é flexivel e deve ser adaptado pelo docente conforme o

perfil da turma e a metodologia com que esta habituado.
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Os participantes da Oficina demonstraram grande interesse e entusiasmo em discutir sobre provas
matematicas e sua utilizagdo na Educagao Basica. Juntamente com esse interesse, muitos expressaram
que ainda enfrentam insegurancas significativas, dizendo que nao se sentem confiantes em produzir
uma demonstragdao do inicio e tecendo criticas sobre a falta de discussoes aprofundadas acerca desse
tema na formagao inicial. Esse desafio se manifestou também em dividas sobre o que constitui uma
argumentacao rigorosa, e sobre o que pode ou nao ser assumido em uma prova matematica — que geraram
longas discussoes com ainda mais entusiasmo e engajamento.

Notamos que os participantes carregavam algumas concepgoes restritivas do que é ou nao “permitido”
fazer em uma prova matematica, que enfatizavam as regras de rigor e as “proibi¢ées” da Matemaética
académica, opondo-se as preocupacoes com o desenvolvimento da autonomia e da criticidade dos estu-
dantes. Mas essas concepgoes nao foram defendidas veementemente pelos participantes; pelo contréario,
nao demorou para que elas fossem desconstruidas e ressignificadas. Segundo reflexoes dos proprios par-
ticipantes, elas eram mera reprodugao de discursos apreendidos na formacao inicial. Problematizando a
subordinagao da Matemaética da Educagao Béasica a Mateméatica académica, procuramos, na Tarefa 2,
oferecer uma “saida” com base em Freudenthal (1973), apresentando algumas diretrizes para a concepgao
de um rigor matematico proprio dos contextos escolares.

As longas discussoes e anéalises apresentadas neste texto nao se devem, em nossa opinido, a comple-
xidade das tarefas em si, mas & complexidade do trabalho com provas em geral, que envolve aspectos
epistemologicos, filosoficos, culturais, e emocionais relacionados & producao matemética — afinal, o exer-
cicio da Tarefa 1 poderia ser resolvido na lousa em poucos minutos, sem gerar dividas e nem discussao. E
para acessar essa riqueza tematica, percebemos que ¢é preciso, por um lado, imergir nas nuances técnicas
e tedricas da tarefa e das tentativas de resolugao e, por outro, abstrair do contexto especifico reflexoes
criticas acerca do fazer matematico — fazendo alusao a distingao de Garnica (1995) entre leitura técnica
e leitura critica.

Consideramos que essa dualidade entre técnica e critica pode servir como um pardmetro simples
para professores da Educacao Basica que estejam empenhados em abordagens que utilizem provas
mateméticas como ferramentas de ensino e de aprendizagem.

Outro aspecto importante da escolha das tarefas motivadoras é a acessibilidade dos conceitos uti-
lizados no enunciado. E perfeitamente possivel desenvolver argumentos elegantes, estruturas logicas
complexas, analises metalinguisticas sofisticadas e problemas extremamente desafiadores a partir de
conceitos matemaéticos elementares. Em nossa percepgao de outras experiéncias, desafiar um estudante
dentro de sua familiaridade, utilizando apenas conceitos que ele ja tenha assimilado por completo, des-
perta mais engajamento do que propor um desafio que utilize conceitos novos ou recém-ensinados, que
ainda nao tenham sido totalmente assimilados.

Vale ressaltar que o desafio por si s6 nao é garantia de uma boa experiéncia didatica com provas
matematicas. Pelo contrario, tanto no contexto da formagao de professores quanto na Educacao Bésica,
diante de tentativas de resolucao “fracassadas”, a experiéncia com desafios pode ter o efeito oposto
daquele desejado, afetando a autoestima e a autoconfianca dos integrantes, sejam eles professores ou
estudantes. Por isso, consideramos que o uso didatico de desafios deve ser feito com responsabilidade.

De acordo com Mead (1934, apud Matos (1992, p. 132)), “toda a experiéncia é mediada pela inter-
pretacao”, no sentido de que os significados dos objetos e acontecimentos nao estao postos em si mesmos,

mas lhe sdo conferidos pelas pessoas. Nessa perspectiva, consideramos que é a interpretacdo do fracasso,
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e nao o fracasso em si, que afeta o individuo. Por isso, no trabalho com desafios, em particular com
provas matematicas, é necessario — e, talvez, suficiente — ressignificar o fracasso.

O “fracasso” — ou dificuldade, ou erro — precisa ser acolhido e interpretado como oportunidade
para aprendizagem. Especialmente entre professores de Matemética, as dificuldades que experienciamos
ao tentar produzir ou analisar uma prova podem ser uma maneira de nos conectarmos com nossos
estudantes a um nivel tanto cognitivo quanto emocional, procurando encontrar, em nés mesmos, os

obstaculos que enfrentam.
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Neste Apéndice, apresentamos demonstragoes para os itens (b) e (c) da Tarefa 1. Recomendamos
fortemente a leitura da Segao 3.2 ("Relato de experiéncia da Tarefa 1’) antes de consultar este texto,
porque acreditamos que o conhecimento prévio dessas respostas pode enfraquecer a experiéncia cognitiva
e emocional que buscamos construir neste e-book. Recomendamos também que, antes de ler as resolugoes
aqui apresentadas, o leitor ou a leitora se esforce tentando provar sozinho(a) as duas proposigoes, com
as duas defini¢oes abordadas, a fim de vivenciar e refletir sobre as dificuldades e possiveis estratégias
associadas ao processo de produgao de provas. Nao demonstraremos aqui a proposi¢ao do item (a),
porque, ao longo da Secao 3.2, apresentamos quatro provas dessa proposi¢ao — duas para cada defini¢ao
de paridade. Para facilitar a comparacao das demonstragoes feitas sob as diferentes defini¢oes, utilizamos
uma formatagao em duas colunas.

Por tltimo, encorajamos que a leitora ou o leitor reflita sobre outras provas possiveis para as propo-
sigoes (a), (b) e (c¢) com base em diferentes definigoes de paridade, especialmente as menos formalizadas,
como “um numero par é aquele que termina em 0, 2, 4, 6 ou 8”, “um namero par é aquele que esta na
tabuada do 2”7, “um ntmero par é aquele que pode ser agrupado em parzinhos” ou “um nimero impar é
aquele que nao é par”.

Enunciados:

Seja n um namero inteiro.
. ~ 2, . ~ L ~
(a) Mostre que se n é par, entdao n~ é par. [Este item nao serd provado nesta segao.]
L. ~ 2,
(b) Mostre que, se n é impar, entdo n” é impar.

2, . < ..
(c) Mostre que, se n” é impar, entdo n é impar.

Definicoes usuais: Definicoes nao usuais:
Definicao 1: Dizemos que um niimero inteiro n é | Definicdo 1: Dizemos que um nimero inteiro n é
n
par se existe k € Z tal que n = 2k. par se o é inteiro.
Definicao 2: Dizemos que um niimero inteiro n é | Definicdo 2: Dizemos que um nimero inteiro n é
. -1
impar se existe k € Z tal que n = 2k + 1. fmpar se i 5 é inteiro.
Demonstragoes:
b1) Como n é impar, existe k € Z tal que n = |by) n é impar,
2k + 1.
2 2 n-
n=2k+1=n"=(2k+1) =—5 €L
=’ = 4k> + 4k + 1 n—1\2 n2 —om 41
2 2 = 7, = ———€Z
=n"=2(2k" +2k) + 1. 2 4
Como k é inteiro, entao 2k* + 2k & inteiro. Por- n®—2n+1 n®—2n+1
) = 2. —4 el = —2 EZ
tanto, n”~ é impar.
n®—2n+1 S|
= +tn—-1€Z= €7
2 2
2, .
= n” é impar.
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bs) (Outra demonstracao) Como n é impar,

existe k € Z tal que n = 2k + 1.

n=2k+1=nn+1)=02k+1)(n+1)
=>n2+n=2k:n+2k:+n+1
=n?=2%kn+2%k+1

=n’=2-(kn+k)+1.

Como k e n sao inteiros, entdao kn + k é inteiro.

2, .
Portanto, n” é impar.

bs) (Outra demonstragao) n é impar,

n—1

2

n—1

2

=

eZ:( )~(n+1)EZ

n- -1

4

2, .
€ Z = n" é impar.

¢) (Independente da definicdo adotada) Suponha por absurdo que n nao seja impar. Entao n é par*,

logo, pelo que foi provado no item (a), segue que n’é par. Como, por hipotese, n’é impar, resulta que

2, . . , ..
n” é simultaneamente par e impar, o que é absurdo**. Portanto, n & impar.

A leitora ou o leitor pode tentar justificar as passagens destacadas com asteriscos. Ha diversas ma-

neiras de formular essas justificativas, e a seguir apresentamos algumas delas.

Para justificar as afirmagoes dessa prova destaca-
das com asterisco, podemos assumir o Teorema
da Divisao Euclidiana, que garante que, dados a
e b inteiros positivos, existem ¢ e r Unicos tais
que a = bg+7r e 0 <r <b (interpretamos que q e
r s@o0, respectivamente, o quociente e o resto da

divisao de a por b).

* Na divisao de n por 2, existem ¢ e 7 tais que
n=2¢+re0=<r <2 Sen nao é par, entao
r # 0, e resulta que r = 1. Segue que n = 2¢q + 1,
e portanto n é impar. Em outras palavras, todo

nimero inteiro é par ou impar.

** Se n é simultaneamente par e {mpar, entao,
pelas definigoes, existem k e [ tais que n = 2k
en = 2l + 1, mas isso contradiz a unicidade do

resto da divisao de n por 2, e portanto é absurdo.

Analogamente a coluna da esquerda, podemos as-
sumir uma versao equivalente do Teorema da Di-
visao Euclidiana: dados a e b inteiros, existe um

a—rTr
5 EZeO=<r<hb.

dnico r inteiro tal que

2

* Dado n natural, existe r inteiro tal que €
ZeO=<r<2.

Logo, r =0 our = 1.

Portanto, n é par ou n é impar (se n nao é par,

entdo n é impar).

** Se n é simultaneamente par e {mpar, entao,
n c7z n—1 c 7 L n n-—1
5 e —5 - Logo, 3 5

segue que 5 € Z. Absurdo. (Ou, simplesmente,

€ 7, e

podemos utilizar a unicidade garantida pelo teo-

rema).
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