I"O N
" 'N‘“
(NN
JNS

|

\

7¢ Simpdsio Nacional da
Formacao do Professor

\ f de Matematica

N
OO

GEOGEBRA DISCOVERY NO
ENSINO DE MATEMATICA

abordagens e praticas

Celina Aparecida Almeida Pereira Abar
Daniel Mendes Inacio de Souza
Marcio Vielra de Almeida

Wdl ANPMat

Associacdo Nacional dos Professores
de Matematica na Educac¢do Basica




GEOGEBRA DISCOVERY NO
ENSINO DE MATEMATICA

abordagens e praticas



Associagao Nacional dos Professores de Matematica na Educagao Basica

Presidente:

Marcela Luciano Vilela de Souza
Vice-Presidente:

Ana Luiza de Freitas Kessler

Diretores:

Aroldo Eduardo Athias Rodrigues
Raquel Bodart

Sumaia Almeida Ramos

Viviane de Oliveira Santos

7° Simposio Nacional da Formacao do Professor de Matematica

Comissao Organizadora:

Ana Luiza de Freitas Kessler
Anderson Yassuhiro Afuso

Aroldo Eduardo Athias Rodrigues
Carlos Eduardo de Oliveira
Cecilia Pereira de Andrade

Elen Viviani Pereira Spreafico

Graziele Souza Mozer

Comité Cientifico:

Antonio Cardoso do Amaral

Ana Luiza de Freitas Kessler
Bernadete Angelina Gatti

Eliana Souza

Erika Botelho Guimaraes Rijo Alves
Fabio Luiz Borges Simas

Gilberto Januario

Comité Editorial:

Alzenira da Silva Leao

Antonio Cardoso do Amaral

Aroldo Eduardo Athias Rodrigues
Evanilson Landim Alves

Gladson Octaviano Antunes

José Fernando Santos Rodrigues Junior
Josieli Fatima Tonin Pagliosa

Lino Marcos da Silva

Leonardo Barichello

Marcela Luciano Vilela de Souza
Marcelo Firer

Raquel Oliveira Bodart

Samuel Rocha de Oliveira
Sumaia Almeida Ramos

Viviane de Oliveira Santos

Joao Frederico C.A. Meyer
Marcela Luciano Vilela de Souza
Marcelo Firer

Victor Augusto Giraldo

Viviane de Oliveira Santos
Walcy Santos

Yuriko Yakamoto Baldin

Marcela Luciano Vilela de Souza
Michel Cambrainha de Paula
Nickson Deyvis da Silva Correia
Renata Magarinus

Rita Santos Guimaraes

Roberto César Cucharero Peregrina

Vitor Gustavo de Amorim

Viviane de Oliveira Santos



> \ 7¢ Simposio Nacional da
’ Formacao do Professor
N\ <« de Matematica

GEOGEBRA DISCOVERY NO
ENSINO DE MATEMATICA

abordagens e praticas

Celina Aparecida Almeida Pereira Abar
Daniel Mendes Inacio de Souza
Marcio Vieira de Almeida

1% edicao
2026

Rio de Janeiro

o4l ANPMat



GEOGEBRA DISCOVERY NO ENSINO DE MATEMATICA: ABORDAGENS E
PRATICAS

Copyright (©) 2026 Celina Aparecida Almeida Pereira Abar, Daniel Mendes Inacio de Souza e Marcio
Vieira de Almeida

Direitos reservados pela Associagao Nacional dos Professores de Matematica na Educacao Basica.
A reproducéo nao autorizada desta publicagdo, no todo ou em parte, constitui violacao de direitos
autorais. (Lei 9.610/98)

Projeto grafico: Gabriel Brasil Nepomuceno

Producgao editorial: Editora Pi

www.editorapi.com.br | contato@editorapi.com.br | +-55 21 97748-7208

Distribuigao: Associagao Nacional dos Professores de Matematica na Educagao Bésica

www.anpmat.org.br | editoraanpmat@anpmat.org.br

ISBN: 978-65-88013-43-4

Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicagao (CIP)
(Camara Brasileira do Livro, SP, Brasil)

Abar, Celina Aparecida Almeida Pereira

Geogebra discovery no ensino de matemética
[livro eletrdnico] : abordagens e préaticas /
Celina Aparecida Almeida Pereira Abar, Daniel
Mendes Inédcio de Souza, Marcio Vieira de
Almeida. -- Rio de Janeiro : Associacédo Nacional
dos Professores de Matemdtica na Educacdo Basica -
ANPMat, 2026.

PDF

Bibliografia.
ISBN 978-65-88013-43-4

1. Educacédo matemdtica 2. Geogebra
3. Matemdtica - Estudo e ensino 4. Professores -
Formacdo profissional I. Souza, Daniel Mendes
Inédcio de. II. Almeida, Marcio Vieira de.
III. Titulo.

26-397375.0 CDD-510.7

indices para catalogo sistematico:

1. Educacdo matematica 510.7

Aline Graziele Benitez - Bibliotecaria - CRB-1/3129


https://www.editorapi.com.br
mailto:contato@editorapi.com.br
https://wa.me/5521976369137
http://www.anpmat.org.br
mailto:editoraanpmat@anpmat.org.br

Sobre os autores




Mestre em Educagao Matemética pela Pontificia Universidade Ca-
tolica de Sao Paulo (2024) e graduado em Licenciatura em Matemaética
pela Universidade Presbiteriana Mackenzie (2021). Atua como Professor
Assistente de Matematica do Ensino Fundamental IT no Colégio Vértice

e como Professor de Matemaética do Ensino Médio e de Itinerarios For-

Daniel Mendes Inacio de mativos no Colégio Octagon (2022-2023). Tem experiéncia na area de

S Matemética, com énfase em Formagao de Professores, atuando princi-
ouza

palmente nos seguintes temas: Matematica no Ensino Fundamental II e
daniel mendes0802@hotmail.com ) ) ) o ) )

Ensino Médio, Tecnologias Digitais para o Ensino da Matematica e pro-

cessos de ensino e aprendizagem de Matematica no Ensino Fundamental

e Ensino Médio.

Doutor em Educagao Matemaética pela Pontificia Universidade Cato-
lica de Sao Paulo (2017) e graduado em Licenciatura em Matemética pela
Universidade de Sao Paulo (2009). Atua principalmente nos seguintes
temas: tecnologias digitais no ensino de Matematica, pensamento com-
putacional, inteligéncia artificial e formagao de professores. Foi professor

visitante, entre 2022 e 2024, no Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e

Tecnologia de Sao Paulo (IFSP), campus Sao Paulo, onde atuou no Pro-

grama de Mestrado Profissional em Matematica em Rede (PROFMAT). Marcio Vieira de
E professor do Programa de Pés-Graduacio em Educacio Matematica Almeida
da PUC-SP. Atualmente, ¢ professor do Instituto de Matematica e Es- ~ marcioalmeidasp@gmail.com

tatistica da Universidade de Sao Paulo (IME-USP).

Doutora em Logica Matemética pela Pontificia Universidade Catolica
de Sao Paulo (1985). Possui graduacao em Licenciatura e Bacharelado
em Matematica e mestrado em Matemética pela Pontificia Universidade
Catolica de Sdo Paulo (1979). E especialista em Tecnologias Interati-
vas Aplicadas & Educagao (PUC-SP, 2000), em Design Instrucional para
Educagao On-Line (UFJF, 2007) e em Entornos Virtuales de Aprendi-
zaje (OEIL 2010). Atua no Programa de Po6s-Graduagao em Educagao

Celina Aparecida Matematica da PUC-SP. Seus projetos de pesquisa em desenvolvimento
Almeida Pereira Abar  abordam tecnologias digitais, realidades virtual e aumentada, ensino hi-
abarcaap@gmail.com brido, contexto STEM e STEAM e Inteligéncia Artificial. E coordenadora

do Instituto GeoGebra de Sao Paulo e editora da Revista do Instituto

Internacional GeoGebra de Sdo Paulo.


mailto:daniel_mendes0802@hotmail.com
mailto: marcioalmeidasp@gmail.com
mailto:abarcaap@gmail.com

ario

L4

Sum




iv Sumario
Sobre os autores ii
Prefacio e
Agradecimentos xii
1 Introdugao 1
2 Aporte teorico 4
3 Sobre o GeoGebra e o GeoGebra Discovery 6
4 Conhecendo, investigando e utilizando o GeoGebra 12
4.1 Atividades do primeiro dia . . . . . . . ... 14
4.1.1 Construgao do Quadrado . . . . . . . . .. 15
4.1.2 Construcao de um Hexdgono Regular . . . . . . . .. .. ... ... ... . ... 16
4.1.3 Circulo Circunscrito a um Triangulo . . . . . . . . ... ... ... ... .. .. 17

4.1.4 Visualizar o Teorema “todo triangulo inscrito em uma semicircunferéncia é retan-
gulo” L Lo e 19
4.1.5 Construgao de Tangentes a um Circulo . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... 20
4.2 Atividades do segundo dia . . . . . . .. ... 21
5 Consideragoes finais 35
Referéncias 38



Lista de Figuras




Vi

Lista de Figuras

© 00 N O Ot = W N

[N R R N N N i e e e T e T e o e T
T W N B O © 0 J O Ut = W N —= O

Exemplo de utilizagdo do botao “More...” no comando Relation do GeoGebra Discovery . 8
O comando Relation do GeoGebra Discovery . . . . . . ... .. .. .. ... ...... 10
Resultado do comando Relation do GeoGebra Discovery . . . . . . ... ... ... ... 10
Um dos momentos do minicurso realizado no 7° Simpésio Nacional . . . . . . . ... .. 13
Outro momento do minicurso realizado na 7° Simposio Nacional . . . . . . . . ... ... 14

Auxilio para a construgao da prova do teorema sobre tridngulos inscritos em um semicirculo 19

Figura fornecida no enunciado da atividade . . . . .. .. ... ... ... ... ..... 20
Proposta de construcao apresentada aos participantes. . . . . . . .. ... ... 21
Construgao do lugar geométrico indicado na proposta 1 . . . . . . . .. ... ... ... 22
Construgao do lugar geométrico indicado na proposta 2 . . . . . . . .. ... ... ... 23
Construcao das curvas epicicloides, para valoresn=2en=6 . . .. ... ... ..... 23
Explorando a janela CAS . . . . . . . . . . 24
Resolvendo equagoes considerando cada uma das incégnitas da equagao 822 =6-m-z+m> =0 25
Construgao da Atividade 1, sem os resultados do comando Discover . . . . . . . ... .. 27
Construgao da Atividade 1, com os resultados do comando Discover . . . . . . . . . . .. 27
Construgao da Atividade 2, sem os resultados do comando Discover . . . . . . . ... .. 28
Construgao da Atividade 2, com os resultados do comando Discover . . . . . . ... . .. 28
Construgao da Atividade 3, com os resultados do comando Relation . . . . . . . . . ... 29
Construgao da Atividade 3, com os resultados do comando Relation(f,i) . . . . .. ... 30
Primeira parte da construgdo da Atividade 4. . . . . . . . . . ... 31
Segunda parte da construgdo da Atividade 4 . . . . . . . ... L. 31
Construgao do ponto médio F sobre o lugar geométrico eq! criado . . . . ... .. ... 32
Utilizando o comando relagao Relation(c, g) na Atividade 4 . . . . ... ... ... ... 32
Resultado final da Atividade 4 . . . . . . . . . ... 32

Lugar Geométrico a partir da atividade 5 . . . . . . . .. .. ... 33



Lista de Quadros




viii

Lista de Quadros

© 00 N O Ot = W N

—_ =
)

Resumo das ferramentas disponiveis no GeoGebra Discovery . . . . . . . . .. ... ... 9
Propostas de Atividades para a exploracao de quadrilateros com o GeoGebra . . . . . . 17
Questdes relacionadas a exploracao do circuncentro de um tridangulo com o GeoGebra . . 17

Propostas de atividades para a exploracao do comando CentroDoTridngulo com o GeoGebra 18

Proposta para a resolugao de uma equagao no GeoGebra . . . . . . . . .. ... ... .. 25
Explorando Parametros de um polinébmiode grau 2 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 25
Enunciado da primeira atividade utilizando o GeoGebra Discovery . . . . . . ... ... 26
Enunciado da segunda atividade utilizando o GeoGebra Discovery . . . . . . . . .. . .. 27
Enunciado da terceira atividade utilizando o GeoGebra Discovery . . . . . . . . .. . .. 29
Enunciado da quarta atividade utilizando o GeoGebra Discovery . . . . . ... .. ... 30

Enunciado da quinta atividade utilizando o GeoGebra Discovery . . . . . ... .. ... 33



Prefacio




X Prefacio

A evolugao das Tecnologias Digitais da Informagao e Comunicagao (TDIC) e sua crescente incor-
poracao nas mais variadas atividades tornaram essas inovacoes fundamentais também para a pratica
docente, principalmente no contexto do ensino da Matematica. E dificil conceber que um professor con-
siga desenvolver um trabalho de qualidade nos dias de hoje sem utilizar novos recursos tecnolégicos para
dar suporte a suas atividades. O processo de formagao e atualizagao deve ser continuo e acompanhar o
desenvolvimento constante das tecnologias.

Assim, com o intuito de capacitar professores para um novo cenério em sua pratica docente, o Insti-
tuto GeoGebra Internacional de Sao Paulo (IGISP) ofereceu este minicurso, para o 7° Simposio Nacional
da Formacao do Professor de Matemaética (promovido pela ANPMat - Associagao Nacional dos Profes-
sores de Matematica na Educagdo Basica), realizado nas dependéncias da Universidade de Campinas
(UNICAMP), cujo principal objetivo foi que o professor desenvolvesse habilidades para ensinar, com
qualidade, contetdos de Geometria e Algebra, incorporando novos recursos tecnologicos a sua pratica
docente.

O programa do minicurso permitiu aos professores o acesso as estratégias de ensino e de aprendizagem
com o uso do GeoGebra, com suporte em teorias e pesquisas utilizadas como base para a préatica docente.
O suporte tedrico foi a teoria da Génese Instrumental de Pierre Rabardel, considerando as dimensoes
de instrumentacao e instrumentalizagao.

Para a exploragao desses contetudos, utilizou-se o GeoGebra e o GeoGebra Discovery, escolhidos por
serem de livre acesso e por possibilitarem a completa realizacao das atividades propostas.

Os participantes eram professores do Ensino Fundamental ou Médio, que ja possuiam alguma fa-
miliaridade com os conceitos algébricos e geométricos pertinentes ao Ensino Bésico e faziam uso do
computador. Os professores foram envolvidos em um contexto de aprendizagem com propostas de pro-
blemas, formulacao de hipoteses e tomadas de decisao em um didlogo permanente com a realidade de
seu cotidiano da sala de aula.

O objetivo deste e-book é oferecer, por meio de algumas propostas de atividades realizadas no
minicurso, orientagoes pedagogicas para a criagao de um ambiente dindmico no processo de ensino e de

aprendizagem da Matematica a pratica docente de seus leitores.

Celina Aparecida Almeida Pereira Abar
Daniel Mendes Inacio de Souza

Marcio Vieira de Almeida
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2 1. Introducao

O Instituto GeoGebra Internacional de Sao Paulo (IGISP), criado em 2011, esta sediado no Pro-
grama de Pos-Graduagao em Educagao Matematica da Pontificia Universidade Catoélica de Sao Paulo
(PUC-SP) e ativo nas dependéncias da Faculdade de Ciéncias Exatas ¢ Tecnologias da mesma Uni-
versidade. A linha de investigacao, Tecnologias da Informacao e Educacdo Mateméatica, do programa
de poés-graduagao acima, é objeto de pesquisa do grupo Tecnologias Digitais na Educacao Matematica
(TecDEM), do qual, na proposta aqui apresentada, a autora é coordenadora e os outros autores sao
participantes. Por um lado, as pesquisas desse grupo objetivam compreender as dificuldades existentes
na pratica de docentes de Matematica no uso das tecnologias, em especial das tecnologias digitais. Tais
dificuldades dizem respeito a transposicao didatica dos saberes a ensinar e as possibilidades oferecidas
pelas tecnologias, em especial o GeoGebra, para criar estratégias didaticas que permitam aprimorar e
dinamizar o processo de construgao do conhecimento matemaético por parte de professores e alunos. Por
outro lado, a digitalizagao traz para a Educacao Matemética novas ferramentas que requerem um novo
curriculo, um novo design de tarefas, e uma maior interagdo com outras disciplinas.

De acordo com Abar (2011, p. 14-15):

[...] na era digital, ndo incorporar as tecnologias no processo educacional, é conde-
nar a marginalidade todas as pessoas que nao tenham a competéncia para utilizar os
instrumentos tecnologicos que lhe possibilita o vinculo com a sociedade.

Importante observar que apenas a existéncia das tecnologias que permitem o rapido
acesso as informagoes e & comunicac¢ao nao garante a construcao do conhecimento e de
uma sociedade preparada para seu uso. Isso depende das pessoas e nao das tecnologias
utilizadas. Neste aspecto é que se sobressai o papel das tecnologias na educacao: que seu
uso seja direcionado & construgao do conhecimento e & formacao de pessoas competentes
para a inser¢cao em uma sociedade cada vez mais tecnoldgica. Deste modo o uso das
tecnologias na educacao nao ¢ um fim em si mesmo e sim um instrumento para o
desenvolvimento cognitivo.

Também é essencial ter o entendimento de que se as tecnologias forem utilizadas
simplesmente para transmitir informagoes, ja elaboradas, no processo de aprendizagem,
elas estarao a servico de uma fungao pedagogica tradicional sem possibilitar nenhuma

inovagao ou mudancas por parte dos sujeitos envolvidos.

Assim, para incorporar as tecnologias digitais na pratica dos professores, é necessario que conhecam
ou manipulem equipamentos tecnolégicos e tenham uma formacao inicial e permanente, possibilitando

que desenvolvam a capacidade de buscar, usar e gerar informacoes.

E preciso buscar informacgoes, realizar cursos, pedir ajuda aos mais experientes, enfim,
utilizar os mais diferentes meios para aprender a se relacionar com a inovagao e ir
além, comegar a criar novas formas de uso e, dai, gerar outras utilizacoes. Essas novas
aprendizagens, quando colocadas em pratica, reorientam todos os nossos processos de

descobertas, relagoes, valores e comportamentos (Kenski, 2007, p. 44).

Cada nova tecnologia que surge precisa ser aprendida, por meio de iniciativa prépria ou por meio de
cursos e a ajuda dos mais experientes.

Esse e-book esta dividido em quatro capitulos além desta Introdugdo. No Capitulo 2, apresenta-se
o aporte tedrico da Génese Instrumental de Pierre Rabardel, que orientou a construcao das atividades

em suas dimensoes de instrumentacao e instrumentalizagao.



No Capitulo 3, sao apresentados os recursos tecnoldgicos GeoGebra e GeoGebra Discovery utilizados
no desenvolvimento das atividades do minicurso.
As atividades do minicurso, realizadas ao longo de dois dias, sdo descritas no Capitulo 4. O e-book

é concluido com as Consideragoes Finais, as Referéncias e os Agradecimentos.
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No contexto das formagoes de professores pode-se considerar a teoria Génese Instrumental, de Ra-
bardel (1995), a qual orienta os procedimentos de formagoes desenvolvidas ressaltando duas dimensoes
que devem ocorrer para que haja desenvolvimento cognitivo e consolidagao dos conhecimentos adqui-
ridos: a instrumentacgao, adaptacao de um usuario a um artefato e a instrumentalizagdo, adaptagao do
artefato para ser utilizado no decorrer de uma atividade situada.

A instrumentagao, segundo Rabardel (1995), a adaptagdo do usuario a um artefato, podendo ser
material ou ndo, ocorreré pelos meios que agimos, os esquemas de utilizacdo. A instrumentacio é uma
descoberta das propriedades intrinsecas de um artefato. No caso dessa proposta, na dimensao da instru-
mentagao, o artefato é o software GeoGebra, que seré apresentado e utilizado no minicurso durante o
qual as investigagoOes iniciais permitirdo um conhecimento sobre o software por meio de seu menu, suas
ferramentas, seus comandos e suas janelas.

Na instrumentalizacao ocorre um processo no qual o usuério adapta, aprimora, modifica ou utiliza as
propriedades do artefato para atender as suas necessidades a partir do conhecimento que adquiriu sobre
o artefato. A instrumentalizacio vai acontecendo & medida que o usuério vai se aprofundando no uso do
instrumento. Ocorre, assim, a génese instrumental, o artefato se configurando como um instrumento, por
meio dos esquemas de utilizagao necessarios, e considerando seu desenvolvimento durante a formacao.

Verificou-se, no desenvolvimento da formagao, a Génese Instrumental na evolugdo dos participantes
ao utilizarem o GeoGebra como artefato e foi possivel observar os esquemas de utilizagdo que foram
mobilizados ou construidos ao longo de suas agoes durante o trabalho com as atividades propostas.

Segundo Rabardel (1995), o processo de formagao de instrumentos sugere a necessidade de algum
tempo de observacao para a compreensao do fenémeno e a identificagao de esquemas. Desse modo, em al-
gumas atividades desenvolvidas pelos participantes e com autorizagao deles, identificaram-se estratégias

utilizadas no contexto da génese instrumental.
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O GeoGebra' considerado como um Sistema de Geometria Dinamica (DGS —Dynamic Geometry
Software), ¢ um software de codigo aberto e livre na internet e foi desenvolvido pelo austriaco Markus
Hohenwarter, em sua tese de doutorado em 2001. De acordo com Hohenwarter e Preiner (2007), é
um software que inclui Geometria Dinamica (DGS) e Sistema de Algebra Computacional (Computer
Algebra System — CAS), sendo denominado, pelos autores, como um software de Matematica Dinamica
(Dynamic Mathematics Software — DMS), para o ensino e aprendizagem de Matematica, e que pode ser

utilizado da Educacao Basica até o nivel Superior.

Como possuiu codigo aberto e gratuito (ndo para fins comerciais), o GeoGebra se faz presente
em mais de 200 paises, sua equipe de desenvolvedores apresenta constantes atualizacoes e, conforme
Botana et al. (2020), contribui com estudantes, professores e pesquisadores, para estudos no contexto

de diferentes areas, em especial, da Educacao Matemética.

Os Sistemas de Geometria Dindmica podem ser considerados ferramentas apropriadas e tteis por
oferecerem, a partir de sua concepgao, possibilidades de visualizagdo geométrica e experimentagao al-
gébrica para todos os niveis de ensino, pois combina geometria, adlgebra, tabelas, graficos, estatistica e

calculo em uma tnica aplicagao.

Atualmente, DGS modernos incluem recursos que permitem a descoberta, verificacao automética e
matematicamente rigorosa de teoremas geométricos que podem ser exploradas no GeoGebra Discovery,
uma versao experimental do GeoGebra, que possui recursos de raciocinio automatizado (Kovacs; Recio;
Vélez, 2018).

Segundo Souza (2024), o GeoGebra Discovery é uma versao experimental do GeoGebra lancada em
2021, que incorpora ferramentas avancadas e permite auxilio no desenvolvimento de demonstracao de
teoremas. Essa versdo possibilita verificar conjecturas, provas e propriedades em construgoes geométri-
cas, combinando os recursos de Geometria Dinamica (DGS) e de um Sistema de Algebra Computacional
(CAS).

Alguns recursos bésicos de raciocinio automatizado estao disponiveis no GeoGebra, versoes 5 e 6; no
entanto, outros comandos podem, apenas, ser encontrados no GeoGebra DiscoveryQ, também disponivel

em tablets e smartphones.

Entre suas principais inovagoes estao as Ferramentas de Raciocinio Automéatico (ART, sigla em
inglés para Automated Reasoning Tools), que incluem comandos como Relation, LocusEquation, Prove,
ProveDetails, Discover, Compare e Envelope. Esses comandos permitem ao usudario criar, verificar e

refutar conjecturas geométricas de forma automatica, aprimorando o raciocinio matemaéatico.

Os novos comandos denominados de Automated Reasoning Tools (ART) dados por um botao no
Menu (% Discover) e na Linha de Entrada, permitem que o usuario automaticamente conjecture, descubra

e prove declaragoes sobre diferentes elementos de uma determinada construgdo geométrica.

O conjunto de ferramentas ART, até o momento, é composto das ferramentas e comandos denomina-
dos de: Relation, LocusEquation, Prove e ProveDetails, Discover e Compare, que permite a comparagao
entre comprimentos de segmentos (desigualdades) e ShowProof, que fornece ao usuario um certificado

de prova na janela CAS.

: Disponivel em: www.geogebra.org.
? Disponivel em: http: / /autgeo.online/geogebra-discovery/.
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A ferramenta Relation, existente na versao oficial do GeoGebra, retorna com respostas numeéricas,
afirmando ou nao, a possibilidade de as relagoes entre dois objetos ocorrerem. Na versao atual, o comando
permite verificar, validar ou negar conjecturas geométricas, como também & descoberta de propriedades
relacionadas a determinados objetos, pois carrega um botao adicional, chamado de “More...” na men-
sagem de verificagdo numérica e, ao clicé-lo, é acionado o sistema ART que traduz o objeto geométrico
selecionado em equagoes polinomiais. Como pode ser visto na Figura 1, depois de utilizar o comando

Relation, existe a opgao “More...”:

Relation E

C
b and f are paral_!el MGEE..
(checked numerically)

b does not have the same length as f
(checked numerically)

=3

Figura 1: Exemplo de utilizagao do botao “More...” no comando Relation do GeoGebra Discovery

More...

Fonte: Produgao nossa.

Comando LocusEquation, permite, por meio das ferramentas ART, a descoberta de novos teoremas,
mediante hipéteses complementares que apoiam uma tese, como também, calcula a equacao implicita

de um ponto dada uma propriedade valida.

Os comandos Prove e ProveDetails, disponiveis na versao oficial do GeoGebra, funcionam de ma-
neiras semelhantes, ou seja, o usuério digita o comando e insere a conjectura, obtendo como resposta
verdadeiro (True) ou falso (False).

O comando Discover, ainda, exclusivo da versao experimental do GeoGebra Discovery, busca de
forma automética e combinatoéria, as possiveis relagdoes geométricas envolvendo um determinado ele-
mento & escolha do usuario.

O comando Compare faz a comparagao entre comprimentos do segmento (desigualdades) (Kovacs;
Recio; Vélez, 2020; Kovacs; Recio; Vélez, 2022).

No Quadro 1, apresenta-se uma descri¢ao dos principais comandos do GeoGebra Discovery.

No minicurso oferecido, foi possivel desenvolver algumas atividades envolvendo topicos de Geometria

Plana no GeoGebra Discoveryg. Pode-se destacar que tais topicos envolviam a construgao de poligonos

regulares, colinearidade de pontos, congruéncia de segmentos, pontos notaveis de um triangulo, propri-

* Disponivel em: http: / /autgeo.online/geogebra-discovery/ .



Quadro 1: Resumo das ferramentas disponiveis no GeoGebra Discovery

Comando

Descrigao

Relation(<Objeto>, <Objeto>)
Relation(<Lista>)

Avalia relagoes entre objetos geométricos indicados
(nos pardmetros), como perpendicularidade, parale-
lismo, igualdade ou incidéncia;

Retorna respostas numeéricas confirmando ou refutando
conjecturas e pode acionar as Ferramentas de Racioci-
nio Automatico (ART) para célculos simboélicos mais
detalhados, como, por exemplo, a apresentacao de uma

relacao entre dois objetos.

<Ponto movel>)

LocusEquation(<Expressao Booleana>,

Gera a equagao implicita de um lugar geométrico asso-
ciado a uma propriedade a ser validada.
Util para identificar posicoes especificas de elementos

geométricos para que determinada conjectura seja ver-

dadeira.

Prove(<Expressao Booleana>)

ProveDetails(<Expressao Booleana>)

Verificam se uma expressao booleana, com base nos

objetos descritos, é verdadeira ou falsa;

O comando ProveDetails fornece condigoes adicionais,
como evitar configuracées degeneradas, para garantir

a veracidade da conjectura.

Discover(<Ponto>)

Realiza uma exploragao automética de propriedades

geométricas de um ponto em uma construgao;

Analisa um ponto de uma construcdo geométrica e
identifica possiveis propriedades, como congruéncias,
colinearidades, paralelismos e ortogonalidades nos ob-

jetos da construcao.

Compare(<Expressao>, <Expressao>)

Compara duas grandezas geométricas, apontando desi-

gualdades e possiveis relagoes entre elas;

Verifica relagoes de igualdade ou desigualdade e indica

conexoes matemaéaticas.

Envelope(<Caminho>, <Ponto>)

Recurso que permite determinar a envoltoria de uma
familia de curvas ou retas. Sendo que envoltéria é uma
curva que “envolve” outras curvas ou linhas, represen-
tando o lugar geométrico que toca todas as curvas da

familia em pontos tangentes.

Fonte: Souza (2024).

edades de uma circunferéncia, dentre outros. Como exemplo da utilizaggdo do GeoGebra Discovery, foi

apresentada uma construgao (Figura 1) que faz uso da ferramenta Relation.
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A Figura 2 mostra, como exemplo, uma construgao com trés pontos colineares A, B e C, um ponto
livre O, e os pontos médios D, E e F dos segmentos OA, OB e OC, respectivamente. Na Barra de
Entrada, o comando Relation({D, E, F}) é introduzido para estudar a existéncia, se houver, de alguma

propriedade entre os pontos D, E e F.

€7 Ext _relation_middpoints.ggb - a x

File Edit View Options Tools Window Help Signin

AT N =2l < e

» Algebra X | * Graphics & X
Line 1 AC~
@ :-2.26x+7.34y=-1253
Point

A =(0.37, -1.59)

A= (-0.82, -1.96)

B=(1.77,-1.16)
B, =(6.52,0.3)

C = (4.69, -0.26)
D= (2.88,0.87)

E=(1.43,042)

F=(0.72,0.2)

Input. Felation((D,E.F}) a

Figura 2: O comando Relation do GeoGebra Discovery

Fonte: Kovécs, Recio e Vélez (2020, p. 27).

A parte esquerda da Figura 3 inclui a mensagem de resposta a este comando indicando que os pontos

D, E e F sao, pelo menos para esta figura, colineares.

|44 Relation - O x
Itis generally true that
3 @ D E and F are collinear
\# Relation - (m] X
under the condition:
-
D, E and F are collinear More A, and 81 are not equal
(checked numerically) 7
OK oK

Figura 3: Resultado do comando Relation do GeoGebra Discovery

Fonte: Kovacs, Recio e Vélez (2020, p. 27).

bal

Por fim, ao pressionar o icone “More...”, a Figura 3 apresenta, na janela & direita, informacoes

afirmando que os pontos D, E; F sdo colineares. Com isso pode-se concluir a validade do seguinte
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teorema: “os pontos médios de diferentes segmentos de um ponto a diferentes pontos de uma reta fixa
sao colineares”.

Desenvolvido com base na tese de doutorado de Zoltan Kovacs (Kovacs, 2015) e continuamente
aprimorado por uma rede colaborativa, o GeoGebra Discovery pode ser utilizado tanto na Educagao
Matematica quanto na Matemética Pura, atendendo estudantes, professores e pesquisadores de diversos
niveis.

Souza (2024) adverte sobre a existéncia de uma limita¢do na utilizagdo do GeoGebra Discovery, pois
verificagbes de teoremas e resultados que envolvam medidas de dngulos ainda necessitam de aprimora-

mento como observam Kovacs, Recio e Vélez (2020).

Construgoes que envolvam medidas de &ngulos, no contexto da Geometria Plana, ainda
requerem atualizages a serem incorporadas ao GeoGebra Discovery. Por se tratar de
grandezas nao algébricas, ha a necessidade de aprimoramentos que precisam ser in-
troduzidos ao software, pois “ao combinar observacgoes algébricas e geométricas puras,
teoremas simples sobre a igualdade de ngulos poderao ser facilmente detectados” (Ko-

vacs; Recio; Vélez, 2020, p. 10, tradugdo nossa).

Outras pesquisas realizadas (Souza, 2024; Russo, 2024) indicam que a exploracdo da Matematica
com o GeoGebra é fundamental para o apoio ao entendimento da Matematica por seu aspecto dindmico

ao permitir a animagao das construgoes, revelando suas caracteristicas e propriedades.



4

Conhecendo, investigando
e utilizando o GeoGebra
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A dindmica da formagao, neste minicurso, foi orientada por uma participacao ativa dos professores

nas atividades praticas.

Em um processo de investigacao Estrela (1990), considera a existéncia de cinco etapas procedimentais
essenciais. A primeira etapa trata da recolha de elementos de estrutura que nao decorrem da observacao
direta da investigagao. Na etapa dois, estabelece-se o didlogo com os intervenientes mais diretos no
estudo. Na etapa trés, definem-se os papéis dos investigadores e dos professores e respectivas estratégias
de intervencao. Na etapa quatro, delimitam-se as linhas orientadoras da formacéo e a recolha de dados
e, por fim, na quinta, emerge a avaliacdo, em que se analisam os dados, problematizam-se e analisam-se
0s processos e os produtos obtidos. Assim, em cada uma das cinco etapas propostas por Estrela (1990),
foram inclusas agoes de intervengao de forma a aprofundar o estudo como um todo légico, consistente

e coerente.

O minicurso foi desenvolvido durante 4 horas em dois dias nas dependéncias da Universidade de
Campinas (UNICAMP). Os participantes eram professores do Ensino Fundamental ou Médio que tinham
familiaridade com os conceitos algébricos e geométricos pertinentes ao Ensino Bésico e que ja faziam
uso do computador com acesso & internet. Nos momentos iniciais do minicurso, foram fornecidas as

orientagOes para acesso ou instalagdo e obtengao do aplicativo GeoGebra utilizado.

As Figuras 4 e 5 mostram como o minicurso foi desenvolvido, pois as propostas de atividades eram

projetadas em uma tela do laboratorio.

£F Cecdebis Classic

4 dumeesning e & K

¥,
- & - Sy w
i :

— 22

= SgmentofB, C,21)

o ]
= T.11
® B = Segeerto(C,A 1)
- 1%
o £ = Seg—minfa B 1)
— T4
@ I Medigtsc)
— od.7dx - 6,02y = 0.5
e & Mehatraiag
4760 ¢ .04y = hE
. P hx - GO2y %13
G D = Intermsic(l, gl
— |25 0d1)
o o Cicuoilx A]

. . . . O . P .
Figura 4: Um dos momentos do minicurso realizado no 7° Simpoésio Nacional

Fonte: Acervo pessoal.
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2 AT -
| ¥ Mediat, parg
— Cada lagg g iane
| 3 X ] Qulg
! onto dg lhl&rse;gg D4
2 & duas regsq Mediatr
| ica: A ferrg B 2es
‘ a intersecs Mersecdn ge g ;
1 b £, QIs Qb-,@ .
i 5uc'&55‘“‘3m9nte mj";?qéela Selecione d df: h;r,; Fade ser aplraq,
Y 3 irg 4
| Porveznagy 4 objeto N0 ponty de intersecs mgj.re-s Medatryes
ub com certe T —— o
ABC. 0 em D passangg m”_’_d_%“ué‘—f»{é;a' o
P e o ] 'I.I".ér..?Jrc.

s Use o teste de T e
€ de arrasto pa i e
ra verificar se g5 .
tunstrucio esta comel

Para refletir...

= Modifique sua construgéio par responder as sequintes perguntas:

= O circuncentro de um triangulo pode estar fora do trignguo? Se sim, para

= quais tipos de triangulos isso & verdade?
- * Tente encontrar uma explicagio para o uso de retas mediatrizes para onar o
Circuncentro de um triangulo.
==
n = O

Figura 5: Outro momento do minicurso realizado na 7° Simposio Nacional

Fonte: Acervo pessoal.

4.1 Atividades do primeiro dia

No primeiro dia, foi apresentado o software GeoGebra, bem como seus menus e ferramentas geomé-
tricas bésicas, além das construgoes geométricas fundamentais e suas propriedades, conforme descrito
por Alencar (2012).

O objetivo foi explorar alguns contetidos de Matematica trabalhados na Educagao Basica em Geome-
tria, tais como quadrilateros, tridngulos, circulos, semelhanca de figuras e transformacoes geométricas,
por meio de propostas de atividades desenvolvidas pelos participantes e orientadas segundo as autoras
Abar e Cotic (2014).

Os professores foram estimulados a apresentar propriedades fundamentais no contexto da Geometria
e a formular conjecturas sobre as construgoes executadas.

As atividades foram desenvolvidas em trés modulos seguidas por questoes para reflexdo e foram

expostas por meio de um projetor.

Modulo 1

Nesse modulo, foram dados os primeiros passos na exploragao do GeoGebra, com foco em algumas
construgbes bésicas da Geometria:

Houve uma etapa inicial com o objetivo de auxiliar os participantes a se familiarizarem com a tela e
algumas opgoes de ferramentas do aplicativo GeoGebra. Em seguida, o foco foi capacita-los a produzir

figuras com formatagao e legendas e algumas construgoes geométricas simples. E, por fim, a dltima parte
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almejou capacita-los a realizar duas construgoes fundamentais do desenho geométrico, nas quais foram

apresentados os passos para a construcao de um quadrado e um hexagono.

Abaixo sao descritas duas primeiras construgoes, cujo objetivo foi auxiliar na familiarizagdo dos

participantes que ainda nao conheciam as ferramentas e comandos do GeoGebra. Essas atividades

compuseram o Modulo 1 do curso.

A primeira atividade consistiu na constru¢do de um quadrado, sem utilizar a ferramenta Poligono

Regular, por meio de instrugoes que guiavam seu desenvolvimento.

411 Construcao do Quadrado

Preparacgoes

e Abra um novo arquivo do GeoGebra. p
e Oculte a Janela de Algebra, o Campo de Entrada e os

eixos de coordenadas (menu Exibir). / \
e Altere a configuracao de rotulagem para “Apenas novos ! ]

pontos” (menu Opgoes — Rotular).

A

]
"

Segue um conjunto de instrugoes, com os icones de ferramentas do GeoGebra, que podem ser utili-

zadas para a construcao do quadrado.

1 | «" | Segmento AB entre os pontos A e B.

2 ,'/ Reta b perpendicular ao segmento AB através do ponto B.

3 | (& | Circulo ¢ com centro em B passando por A.

4 >{ Interseccione o circulo ¢ com a linha perpendicular b para obter o ponto de
intersegao C.

5 /‘, Reta d perpendicular ao segmento AB através do ponto A.

6 | ¢ | Circulo e com centro em A passando por B.

7 >{ Intersecione a linha perpendicular d com o circulo e para obter o ponto de inter-
secao D.

8 | I» | Crie o poligono ABCD.
Dica: nao se esquega de fechar o poligono clicando no ponto A apds selecionar o
ponto D.

9 | “= | Oculte os circulos e as linhas perpendiculares.

10 | & | Use o teste de arrasto para verificar se sua construcio esté correta.

Com o teste do arrasto, indicado no Passo 10, o usuario pode verificar que a construcao realizada

mantém determinadas propriedades, como a congruéncias dos lados e a perpendicularidade de lados

adjacentes.

A proxima construgao foi a de um hexagono regular, sem a utilizagao da ferramenta poligono regular.



16 | 4. Conhecendo, investigando e utilizando o GeoGebra

4.1.2 Construcao de um Hexagono Regular

Preparacoes

e Abra um novo arquivo do GeoGebra.

e Oculte a Janela de Algebra, o Campo de Entrada e os
eixos de coordenadas (menu Exibir).

e Altere a configuracdo de rotulagem para “Para todos os

novos objetos” (menu Opg¢oes — Rotular).

Segue um conjunto de instrugoes, com os icones de ferramentas do GeoGebra, que podem ser utili-

zadas para a construcao do hexagono.

1 | (& | Circulo ¢ com centro em A passando por B.

2 | (& | Circulo d com centro em B passando por A.

3 >( Intersegao dos circulos c e d para obter os vértices do hexagono C e D.
4 | (4| Circulo e com centro em C passando por A.

5 >( Intersecao do novo circulo e com o circulo ¢ para obter o vértice E.
6 | (& | Circulo f com centro em E passando por A.

7 >\’ Intersecao do novo circulo f com o circulo ¢ para obter o vértice F.
8 | (& | Circulo g com centro em F passando por A.

9 X Intersegao do novo circulo g com o circulo ¢ para obter o vértice G.
10 | > | Desenhe o hexagono FGDBCE.

11 | “o | Oculte os circulos.

12 | &£ | Exiba os angulos internos do hexagono.

13 | Rk | Use o teste de arrasto para verificar se sua construcao esta correta.

Modulo 2

Neste modulo, foram exploradas a construcgao e classificagao de quadrilateros e tridngulos, bem como
algumas de suas propriedades. Ele foi dividido em quatro momentos.

O primeiro momento consistiu em uma sessao inicial com o objetivo de capacita-los a classificar e
construir quadrilateros. Foram propostas as seguintes atividades apresentadas no Quadro 2.

No segundo momento, foram apresentadas atividades visando & sua capacitagdo para classificar e
construir tridngulos e verificar a congruéncia de tridngulos utilizando o GeoGebra. Para isso, deu-se

inicio com a seguinte construcao:
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Quadro 2: Propostas de Atividades para a exploracao de quadrilateros com o GeoGebra

1. Dados dois pontos A e B como deve ser colocado um terceiro ponto C de modo que se pode construir

um quadrado tendo A, B e C como vértices do mesmo? E um retangulo? E um trapézio isésceles?

2. Desenvolver as seguintes construgoes
(a) dado um segmento AB, construir um quadrado em que uma de suas diagonais é o segmento AB.

(b) construir varios quadrilateros: um quadrado, um retangulo, um losango, um paralelogramo, um

trapézio e um trapezoide.

3. Construir um quadrilatero qualquer e obter uma classificacao dos quadrilateros de acordo com suas

diagonais (quadrado, retangulo, losango, romboide, paralelogramo, trapézio, trapezoide).

Fonte: Producao dos autores.

4.1.3 Circulo Circunscrito a um Triangulo
Preparacoes

e Abra um novo arquivo do GeoGebra.

e Oculte a Janela de Algebra, o Campo de Entrada e os

eixos de coordenadas (menu Exibir).

e Altere a configuracao de rotulagem para “Para todos os

novos objetos” (menu Op¢oes — Rotular).

1| I» | Triangulo arbitrario ABC.

Mediatriz para cada lado do tridngulo.

w
X|x

Ponto de intersecao D de duas retas mediatrizes.

Dica: a ferramenta “Intersecao de dois objetos” nao pode ser aplicada a intersecao
de trés retas. Selecione duas das trés mediatrizes sucessivamente ou clique no
ponto de intersecao e selecione uma reta por vez na lista de objetos que aparece

nessa posicao.

4 | ) | Circulo com centro em D passando por um dos vértices do tridngulo ABC.

5| %k | Use o teste de arrasto para verificar se sua construcio esta correta.

Foram feitas as seguintes questoes relacionadas & construcéo, que sdo apresentadas no Quadro 3.

Quadro 3: Questoes relacionadas & exploragao do circuncentro de um tridngulo com o GeoGebra

Modifique sua construgao para responder as seguintes perguntas:
e O circuncentro de um tridngulo pode estar fora do triangulo? Se sim, para quais tipos de tridngulos

isso é verdade?

e Tente encontrar uma explicagao para o uso de retas mediatrizes para criar o circuncentro de um

triangulo.

Fonte: Producao dos autores.
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No terceiro momento, o objetivo foi capacita-los a identificar e verificar a semelhanca de triAngu-
los, bem como a realizar duas construcoes béasicas do desenho geométrico que sdo necessarias para as
transformagdes geométricas. No ultimo momento, buscou-se capacité-los a identificar e construir al-
guns pontos notéaveis de um tridngulo, além de explorar propriedades da Geometria Plana. Em todos
os momentos, foram utilizadas as ferramentas do GeoGebra para auxilid-los na verificacao de algumas
conjecturas matematicas plausiveis.

Segue a atividade na qual é apresentado o comando CentroDoTridngulo que permite construir os

pontos notaveis de um tridngulo qualquer.

Quadro 4: Propostas de atividades para a exploracao do comando CentroDoTriangulo com o GeoGebra

Obter os quatro pontos notaveis de um tridngulo (circuncentro O, baricentro G, ortocentro H e incentro
I), escondendo na construgao todos os objetos, exceto o tridngulo ABC e os pontos notéaveis, como aparece

na seguinte imagem:

« H
Index n Center
1 Incenter
2 Centroid

3 Circumcenter

4 Orthocenter

LN

Nine-point center

Usar os comandos

e TriangleCenter(<Point>, <Point>, <Point>, <Number>)

o CentrodoTrigngulo(<Ponto>, <Ponto>, <Ponto>, <Nimero>)

Tentar responder as questoes a seguir movimentando os vértices do triangulo:

1. Descobrir se os quatro pontos notaveis podem estar alinhados. Quais condigbes sdo necesséarias

para que isso acontega?

2. Dos quatro pontos, ha alguns que sempre estao no interior do tridngulo independentemente do tipo

de triangulo. Indicar quais sao estes pontos.

3. E possivel que alguns desses pontos notaveis possam estar localizados sobre um lado do triangulo?

Descrever quando isso ocorre e em que condigoes.

4. Como um vértice pode coincidir alguns desses pontos notaveis? Indicar de que ponto ou pontos se

tratam e descrever se ha alguma relagao com o tipo de tridngulo construido.

5. Podem coincidir os quatro pontos notéaveis? O que acontece, neste caso, com o tridngulo?

Fonte: Producao dos autores.

Outra atividade esta relacionada a verificagao do seguinte resultado: todo tridngulo inscrito em uma

semicircunferéncia é retangulo.
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4.1.4 Visualizar o Teorema “todo triangulo inscrito em uma semicircunferéncia é re-
tangulo”

Preparagoes

e Abra um novo arquivo do GeoGebra.
e Oculte a Janela de Algebra, o Campo de Entrada e
os eixos de coordenadas (menu Exibir).

e Altere a configuragao de rotulagem para “Para to-

dos os novos objetos” (menu Opgoes — Rotular).

1| «" | Segmento AB.

2 | {* | Semicirculo através dos pontos A e B.
3 | «* | Novo ponto C no semicirculo.

Dica: Verifique se o ponto C realmente esta no arco arrastando-o com o mouse.
4 Crie o tridangulo ABC em sentido anti-horério.

BV

Crie os angulos internos do tridangulo ABC.

Dica: Clique no meio do poligono.

6 | & | Arraste o ponto C para verificar se sua construcao esta correta.

Tarefa

Tente elaborar uma prova grafica para este teorema.

Dica. Na Figura 6 foi criado o ponto médio O do segmento BC e o raio OA como um segmento.
Lembre-se: 180° = 2ABC + 2ACB + 2BAC.

A Figura 6 ilustra a demonstracdo do fato de que o angulo 2BAC é reto ao se considerar uma
circunferéncia de diAmetro BC e centro em O. O ponto A pertence & circunferéncia, e os segmentos
AB e AC formam o triangulo ABC. Tracando o segmento AO, decompomos o angulo £BAC em dois
angulos, o e . Como OA = OB = OC (raios da circunferéncia), os tridngulos AOB e AOC sao isosceles,
o que implica que os dngulos na base em B e C também sao, respectivamente, o e 5. Assim, a soma dos
angulos internos do triangulo ABC pode ser escrita como o + (a+ 8) + 8 = 180°, donde se conclui que

a+ 4 =90°. Portanto, 2BAC é um angulo reto, como queriamos demonstrar.

LBAC =a+ 3=90°

B O C

Figura 6: Auxilio para a construcao da prova do teorema sobre triAngulos inscritos em um semicirculo

Fonte: Producao dos autores.
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Modulo 3

No terceiro médulo, foram explorados os circulos, com o objetivo de identificar e verificar algumas de
suas propriedades e fazer construgoes de poligonos inscritos e circunscritos. Este médulo foi dividido em
trés momentos: no primeiro, desenvolveu-se uma parte inicial, cujo objetivo foi capacita-los a identificar e
verificar algumas propriedades dos circulos, assim como explorar seus componentes bésicos. No segundo
momento, foram trabalhadas algumas construcoes para identificar propriedades relacionadas as cordas,
arcos e angulos centrais de um circulo. Por fim, foram realizadas construgoes de poligonos inscritos e
circunscritos em um circulo, com o objetivo de identificar suas propriedades.

A seguir, apresenta-se uma atividade trabalhada para o desenvolvimento do segundo momento.

4.1.5 Construcao de Tangentes a um Circulo

Com a visualizagado da imagem abaixo tente representar as retas tangentes ao circulo que passam

pelo ponto C.

Figura 7: Figura fornecida no enunciado da atividade

Fonte: Producao dos autores.

Preparacoes

e Abra um novo arquivo do GeoGebra.

e Mostre a Janela de Algebra e o Campo de Entrada, bem como os eixos de coordenadas (menu

Exibir).

1] A=(00) Crie o ponto A.
Dica: certifique-se de fechar o paréntese.

2| (3,0) Crie o ponto B.
Dica: se vocé nao especificar um nome, os objetos serao no-
meados em ordem alfabética.

3 | ¢ = Circulo(A, B) Circulo com centro em A passando por B.
Dica: circulo é um objeto dependente.

41 (5,4) Crie o ponto C fora da circunferéncia c.
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Arquivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

S |B% 12 (o] & B AN 163
~ Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagio
==l fov I fCw

Objetos Livres
~® A=(0,0)

® B=(3,0)
- @ C=(5,4)

Objetos Dependentes
D=(25,2)
® E=(-056,295)
® F=(2.75,-1.19)
® a=64
® b: -1.05x +5.56y = 16.97
® c:x*+y*=8
L]
°
0]

d: (x- 257 +(y - 27 =10.25
e: 5.19x - 2.25y = 16.97
bjetos Auxiliares

Enfrada:

Figura 8: Proposta de construgao apresentada aos participantes

Fonte: Producgao dos autores.

Nota: O GeoGebra distingue entre objetos livres e dependentes. Enquanto objetos livres podem ser
modificados diretamente usando o mouse ou o teclado, objetos dependentes se adaptam as mudancas
de seus objetos parentais. Portanto, é irrelevante de que forma (mouse ou teclado) um objeto foi criado
inicialmente!

Nesta se¢ao, foram exibidas algumas atividades desenvolvidas no primeiro dia do minicurso voltado
a integracao do software GeoGebra no ensino de Geometria. Inicialmente, foi exposta a estrutura do

minicurso, detalhando os trés médulos iniciais:

1. O Médulo 1 abordou a introdugao ao GeoGebra, incluindo familiarizagdo com suas ferramentas e
a realizacao de construcoes basicas, tais como quadrados e hexagonos, com énfase na verificagao

de propriedades geométricas;

2. No Modulo 2, os participantes foram orientados na classificacdo e construcao de quadrilateros e
tridangulos, analisando propriedades como congruéncia, semelhanga e pontos notaveis dos tridngu-

los;

3. O Moédulo 3 tratou dos circulos, explorando suas propriedades e a construgao de poligonos inscritos

e circunscritos.

Foram propostas reflexdes sobre os conceitos geométricos por meio de questoes e atividades praticas.
As ferramentas do GeoGebra desempenharam um papel central no desenvolvimento das atividades desse

primeiro dia, incentivando o raciocinio geométrico e a formulacao de conjecturas.

4.2 Atividades do segundo dia

No segundo dia, foi possivel investigar algumas ferramentas algébricas basicas do GeoGebra com

a utilizacdo da Janela CAS; sistemas de coordenadas; familia de func¢oes e estudo dos polinémios;
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contetdos iniciais da trigonometria e alguns teoremas; lugar geométrico; areas e aplicacoes Geométricas

e Algébricas.

Os participantes verificaram que equagoes e coordenadas poderiam ser inseridas diretamente na area
de comando e a possibilidade de exploracao de variaveis vinculadas a niimeros, vetores e pontos. A dupla
apresentacao geométrica e algébrica dos objetos estudados no GeoGebra possibilitou o tramite natural
da geometria sintética (baseada em propriedades geométricas) para a geometria analitica (baseada em
equagoes algébricas).

Com relagdao ao GeoGebra Discovery, foram explorados alguns comandos da versao experimental,

como Relation e Discover.

As atividades foram estruturadas em trés moédulos, cada um seguido de questoes para reflexdo, sendo

expostas em uma tela por meio de um projetor:

Moédulo 1

Neste moédulo, por meio de resultados envolvendo objetos matemaéticos, foi feita uma introdugao ao
conceito de lugar geométrico, explorando as facilidades do programa GeoGebra para a sua construgao.
Um Lugar Geométrico é um conjunto de infinitos pontos em um plano que satisfazem a uma ou mais

propriedades. Construir um lugar geométrico consiste em definir posi¢goes de elementos geométricos a

partir de determinada propriedade.

1. Obter o lugar geométrico descrito pelo ponto médio D de uma corda AB quando o ponto B se

movimenta ao longo de uma circunferéncia.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[N 2
K| BY 1 2|[o)| ) P AN 2
» Janela de Algebra X |+ Janela de Visualizagdo
® 0 =(2.8854723607988, 2.155795605724 AC~
C=(6,2)
c: (x - 2.8854723607988) + (y - 2.155795
A =(5.7664449619725, 3.349341397639 B

L]

L]

® B =(2.0279254891681, 5153989737042 c

® £=4.1512990108456

® D=(3.8971852255703, 4.251665567341, \
L]

lg1 = LugarGeométrico(D, B)

>

< > |

Entrada;

Figura 9: Construcao do lugar geométrico indicado na proposta 1

Fonte: Producao dos autores.

2. Considere o ponto A de uma circunferéncia e um ponto exterior B. Seja P o ponto de intersecao da

reta tangente & circunferéncia no ponto A e da reta perpendicular & tangente anterior construida pelo

ponto B. Encontre o lugar geométrico do ponto P quando A percorre a circunferéncia.
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

| BR 12 (O] () 2 NN [ 3

b Janela ﬁe .i\igé'bra g |- Jéneia &e'VisuaIizac'ﬁo X
® 0=(-1.34,0.48) A C~
B, =(-1.88,2.9)

® c:(x+1.34] +(y - 0.48) = 6.148
® A=(-1.6395461002105, -1.9813557511763)

® B =(2.2488584031085, 0.004121930285)

® f:y=.0.121699636498x - 2.1808879155937

® g:y=8.2169514123083x - 18.4746383012188
® P =(1.9540031463431, -2.4186893882197)

@ |g1 =LugarGeométrico(P, A)

Entrada:

Figura 10: Construgao do lugar geométrico indicado na proposta 2

Fonte: Producao dos autores.

3. Construa curvas chamadas epicicloides utilizando controles deslizantes. Para essas curvas, siga os

seguintes passos:

Construa uma circunferéncia c1, escondendo os pontos usados para sua construgdo. Obtenha sobre
ela um ponto C; em seguida, construa uma nova circunferéncia c¢2 com centro em C e raio fixo.

Sobre esta nova circunferéncia c2 obtenha um ponto D.
Defina um controle deslizante entre 2 e 10 com incremento de uma unidade.

Ative as animagoes autométicas dos pontos C e D e em propriedades do ponto D, acesse a aba

Algebra e escreva o valor do controle deslizante como velocidade de animacéo do ponto D.
Observe o que acontece com o ponto D.
Mude a cor do ponto D e ative seu rastro.

E, finalmente, verifique que figuras sao obtidas movendo o controle deslizante que define a veloci-

dade da animagao do ponto D.

Fonte: Producao dos autores.

Na Figura 11, sao apresentadas algumas curvas denominadas epicicloides, com os seguintes valores

de controle deslizante, n = 2 e n = 8, respectivamente.

~Janela de Visualizagao ~ Janela de Visualizagdo
C - o [

Figura 11: Construgao das curvas epicicloides, para valores n =2 en =6

Fonte: Producao dos autores.
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Modulo 2

Foram exploradas neste moédulo possibilidades de trabalhar algebra no GeoGebra, com auxilio da
Janela CAS, estabelecendo definigoes, propriedades e explorando os diferentes registros de representagao

(linguagens: natural, simbdlica e grafica).
A primeira atividade foi a seguinte: Resolver a equacao 2z = sen(z — 1).

Ao utilizar o comando Solugoes, da Janela CAS, nao é apresentada uma solugdo exata da equagao.
Na Figura 12, tem-se o resultado da Janela CAS e a representacao grafica das funcoes reais f(z) = 2z
e g(z) = sen(x — 1), que sdo definidas por meio das duas funcdes que correspondem a cada um dos
membros da equagao. Com a representacao grafica das fungoes é possivel verificar se ha uma solugao.
Nota-se que ha uma raiz no intervalo [—1,0] que pode ser obtida com a ajuda do comando Calcu-
larSolugoesNumericamente, e configurando o GeoGebra para apresentar 15 casas decimais para uma

aproximacao da solucio de 2z = sen(x — 1).

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

= | v 3= Mol ™ == sz, y

; Jaﬁela de'ﬁ\\_gebra Xl |~ Janela de Visualizacéo
® f(x) = 2x I AC~

® g(x) = sen(x — 1)

| * Calculo Simbdlico (CAS) = X g 1
4 | Solucdes(2x=sen(s-1)) ‘\ /\
- {7} 3 3 /1 2 3 4\
CalcularSoluc@esNumericamente(2"x=sen(x-1))

- {—0.4987011335178}

Entrada: ¥

Figura 12: Explorando a janela CAS

Fonte: Producao dos autores.

A proxima atividade esta apresentada no Quadro 5 e nela se utiliza o comando Resolver(<Equagao
em x>), no qual o pardmetro ¢ uma equagao cuja variavel é a letra x. Se for solicitado que o GeoGebra
resolva uma equacao em que variavel ndo seja x, é necessario utilizar o comando Resolver(<Equagao>,

<Variavel >), no qual o parametro <Variavel> é indicado pelo usuério.

Na proxima atividade (Quadro 6), pode-se verificar a explora¢ao dos pardmetros de um polindmio

de grau 2, dado na forma az® + bx + c.
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Quadro 5: Proposta para a resolugao de uma equagao no GeoGebra

Resolver, com relagao a cada uma das variaveis, a equagao: 8z —6-m -z +m” = 0.

Vamos analisar a equacao sob duas perspectivas complementares: primeiro, considerando m como paré-
metro e x como incognita, isto é, uma equagao quadratica em x; em seguida, reescrevendo-a como uma
equacao quadratica em m, tomando x como pardmetro fixo. Essa dupla abordagem permite explorar
diferentes interpretacoes algébricas e condigoes sobre as solugoes.

Para resolver a equacao para cada uma das variaveis, basta escrever a equagao indicando a variavel em

relagao & qual se deseja obter a solugao, como mostrado na imagem a seguir:

» Calculo Simbdlico (CAS) X

Resolver(8x"2-6"m*x+m*2=0)

2 | Resolver(8x"2-6"m*x+m"2=0,m)

- {m=2x,m=14x}

Figura 13: Resolvendo equacoes considerando cada uma das incégnitas da

equagéo8x2—6~m-x+m2=0

Fonte: Producao dos autores.

Quadro 6: Explorando Paradmetros de um polindémio de grau 2

Preparacgoes
e Abra um novo arquivo do GeoGebra.
e Mostre a Janela de Algebra e o Campo de Entrada, bem como os eixos de coordenadas (menu
Exibir).
Instrucoes
1. Entrada do Polinémio: f(z) = a *272 + b *z + ¢
2. Na Janela de Algebra, clique com o botdo direito em cada um dos parametros e selecione “Exibir

Objeto”, entdo, os controles deslizantes serdo exibidos na Janela de Visualizagao.

3. Altere o valor do pardmetro a movendo o ponto no controle deslizante com o mouse. Como isso
influencia o grafico do polinémio? O que acontece com o grafico quando o valor do parametro é
(a) maior que 1,
(b) entre 0 e 1, ou
(¢) negativo?
Relate suas observacoes.

4. Altere o valor do pardmetro b. Como isso influencia o grafico do polinémio?

5. Altere o valor do parametro c¢. Como isso influencia o grafico do polinémio?

Fonte: Producao dos autores.

Nesta secao, apresenta-se uma parte das atividades realizadas no minicurso com o uso do GeoGebra

para explorar conceitos matematicos. Neste segundo dia de atividade, foram exploradas ferramentas
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algébricas bésicas, sistemas de coordenadas, familias de fungoes, estudo de polinémios, trigonometria
inicial, teoremas e construgoes geométricas. A dupla representacao geométrica e algébrica foi destacada,

facilitando a transicao entre a Geometria e a Algebra.

Modulo 3

Neste modulo sao apresentadas atividades nas quais foram utilizados comandos exclusivos do Geo-
Gebra Discoveryl.

Algumas das atividades desenvolvidas na oficina utilizaram como referéncia, em sua respectiva con-
clusao, a propriedade sobre o segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo. Muniz
Neto (2013) enuncia a proposi¢ao que relaciona uma base média relativa a um dos lados de um triangulo

da seguinte forma:

Seja ABC um tridngulo qualquer. Se MN ¢é a base média de ABC relativa & BC, entao
MN || BC. Reciprocamente, se pelo ponto médio M do lado AB tragarmos a paralela
ao lado BC, entao tal reta intersecta o lado AC em seu ponto médio N. Ademais, em

um qualquer dos casos acima, tem-se: M N = %BC.

A primeira atividade, apresentada no Quadro 7, utiliza o comando Discover do GeoGebra Discovery.
Na Figura 14, apresenta-se a construgao, e na Figura 15, exibe-se o resultado da aplicagado do comando

Discover(G), incluindo os elementos adicionais inseridos pelo GeoGebra Discovery.

Quadro 7: Enunciado da primeira atividade utilizando o GeoGebra Discovery

Atividade 1. Explorando o comando Discover
Seja ABCD um quadrilatero e E, F, G e H os pontos médios dos segmentos AB, AC, CD e BD,
respectivamente. Prove que EFGH é um paralelogramo. Na entrada digite Discover(G) e identifique as

propriedades que validam a prova.

Fonte: Producao dos autores.

Com os elementos adicionais apresentados na Figura 15, é possivel verificar que o segmento GH é
paralelo ao segmento BC, conforme o Teorema da Base Média no tridngulo BCD. De forma anéloga, é
possivel verificar que o segmento EF também é paralelo ao segmento BC, pelo Teorema da Base Média
aplicado ao tridngulo BAC. Logo, é possivel concluir que GH é paralelo ao segmento EF, pelo fato
de os dois serem paralelos a BC. Logo, pela dupla aplicagao do teorema da base média nos triangulos
considerados, obtemos que EF || BC e GH || BC, donde EF || GH. Além disso, como ambos os
segmentos correspondem & metade de BC, segue que EF é congruente a GH. Portanto, o quadrilatero
EFGH possui um par de lados opostos paralelos e congruentes, o que implica que é um paralelogramo.
Adicionalmente, o GeoGebra Discovery possibilita explorar uma propriedade do paralelogramo, que diz
respeito a congruéncia dos segmentos opostos. A congruéncia entre os dois segmentos decorre do Teorema
da Base Média, pois as medidas dos segmentos sao iguais a FF = GH = %BC’. De forma analoga, é
possivel concluir que os segmentos EF e GH sao paralelos e congruentes. Dessa forma, o conjunto de

ART possibilita explorar a definicdo de um paralelogramo e uma de suas propriedades (Souza, 2024).

! Disponivel em: http: / /autgeo.online/geogebra-discovery/ .
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&) 44> 00 £ N =+

Q@ Aa=(-3) =
@ s=(1 :
@ c=059

@ p=(s-3

O ql = Poligono(A, B, C,D)

— 345

a = Segmento(A,B,ql
@ { )
— 4.12

® b = Segmento(B, C,q1)
- 5

c = Segmento(C, D, ql)

— 7.62

® d = Segmento(D, A, ql)

—- 8

Figura 14: Construgdo da Atividade 1, sem os resultados do comando Discover

Fonte: Producao dos autores.

Discovered theorems on point G

Sets of parallel and perpendicular lines:
- AD[EHIFG
« BC|EFIGH
Congruent segments:
« CG=DG
- EF=GH
« EH=FG

Figura 15: Construcao da Atividade 1, com os resultados do comando Discover

Fonte: Producao dos autores.

No Quadro 8, expoe-se o enunciado da segunda atividade.

Quadro 8: Enunciado da segunda atividade utilizando o GeoGebra Discovery

Atividade 2. Construa um quadrilatero qualquer ABCD e os pontos médios PQRS dos respectivos
lados. Na entrada digite Discover(P). Leia as informagoes disponibilizadas na janela aberta. O que se

pode afirmar sobre o quadrilatero PQRS? Que informacoes na janela aberta permitem comprovar sua

afirmacao?

Fonte: Produgao dos autores.

Na Figura 16, apresenta-se a construcao da Atividade 2 e na Figura 17 é o resultado da aplicacao

do comando Discover(P), com os elementos adicionais inseridos pelo GeoGebra Discovery.
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=p/
b=S5 to(B,C,ql

® egmento(B, C, q1)
— 4.43

® ¢ = Segmento(C,D, ql)
- 5.65

® d = Segmento(D, A, ql)
- 5.99

® P = PontoMédio(a)
— (-6.76, 0.08)

® Q = PontoMédio(b)
. (-6.72, -2.64)

® R = PontoMédio(c)
~ (-2.81, -3.17)

Figura 16: Construcao da Atividade 2, sem os resultados do comando Discover

Fonte: Producao dos autores.

Discovered theorems on point P

Sets of parallel and perpendicular lines:
+« ACIPQIRS
« BDIPS|QR
Congruent segments:
A « AP=BP
« PQ=RS
« PS=QR

Figura 17: Construgao da Atividade 2, com os resultados do comando Discover

Fonte: Producao dos autores.

Com os elementos adicionais apresentados na Figura 17, é possivel verificar que o segmento PQ
é paralelo ao segmento AC, conforme o Teorema da Base Média no tridngulo BAC. Analogamente,
o segmento SR é paralelo a AC, utilizando o Teorema da Base Média no triangulo DAC. Como os
segmentos PQ e SR sdo paralelos a AC, conclui-se que PQ é paralelo a SR. O mesmo raciocinio pode
ser estabelecido com os segmentos PS e QR. Logo, PQRS é um paralelogramo. A Janela de Resposta do
GeoGebra Discovery também apresentou informagoes relativas & congruéncia de segmentos, indicando
que possuem a mesma medida. Assim, ao relacionar o Teorema da Base Média de um tridngulo com as

informacoes fornecidas pelo software, pode-se afirmar que PQ = SR = %AC . A mesma constatagao pode
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ser encontrada para o outro par de segmentos. Portanto, é possivel concluir que os pares de segmentos
PQ e SR; PS e QR sao paralelos e congruentes.

A terceira atividade é apresenta no Quadro 9.

Quadro 9: Enunciado da terceira atividade utilizando o GeoGebra Discovery

Atividade 3. Construa um tridngulo qualquer e as medianas dos respectivos lados. Construa dois segmen-
tos, um que liga um dos vértices e o ponto de intersecdo das medianas e o outro a respectiva mediana.

O que se pode afirmar sobre as propriedades entre esses segmentos? Que informagbes na janela aberta

permitem comprovar sua afirmagao? Para isso utilize o comando Relation(<Objeto>, <Objeto>).

Fonte: Producao dos autores.

Na Figura 18, é apresentado o resultado mostrando a relagao entre o segmento que une um dos
vértices e o ponto de interse¢ao das medianas (denotado por i) e a respectiva mediana (denotada por
f) na qual esse segmento esta contido. Nesse caso, foi utilizado o comando Relation da seguinte forma:
Relation(i, f). O comando Relation poderia ser utilizado da seguinte forma: Relation(f, i), apresentado

a seguir na Figura 19.

F = PontoMédio(b)

o Relagao
— (-2.49, 2.92)
: E geralmente verdadeiro que:
f = Segmento(A, D) - iefsdo paralelas
(@) sob a condigao
— 6.86 « AeB s3o diferentes
. E geralmente verdadeiro que:
= Segmento(B, F g . i=(23)-f
® ¢ E (8:F) A sob a condigao
- 6.67 « aconstrugdo nao & degenerada
@ h = Segmento(E, C)

-+ 8.6

® G = Intersecdo(f, g)
— (-4.06, 1.35)

- i = Segmento(A, G)
— 458

° j = Segmento(G,D)
-+ 2.29

Figura 18: Construgao da Atividade 3, com os resultados do comando Relation

Fonte: Producao dos autores.
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F = PontoMédio(b)

@ Relacao
— (-2.49, 2.92)
: E geraimente verdadeiro que:
f = Segmento(A, D) . feisdo paralelas
sob a condigdo
— 6.86 « AeB sao diferentes
: E geraimente verdadeiro que:
= Segmento(B, F : . f=(32) 1
@ & & ( ' ) A sob a condigdo
— 6.67 « aconstrugdo nao € degenerada
P h = Segmento(E, C)

— 8.6

- G = Intersegio(f, g)

— (-4.06, 1.35)

® i = Segmento(A, G)
— 4.58

P j = Segmento(G, D)
- 229

Figura 19: Construgéo da Atividade 3, com os resultados do comando Relation(f, 1)

Fonte: Producao dos autores.

Para a quarta atividade foi proposta a reciproca do teorema: em um tridngulo, o segmento que

une aos pontos médios de quaisquer dois lados é paralelo ao terceiro lado e metade da medida de seu

comprimento e enunciada como segue:

Quadro 10: Enunciado da quarta atividade utilizando o GeoGebra Discovery

Atividade 4. Se um segmento de reta é paralelo a um lado de um tridngulo e tem a metade do compri-

mento do lado, entao esse segmento une os pontos médios dos outros dois lados do tridngulo.

Fonte: Producao dos autores.

A proposta para o desenvolvimento da Atividade 4 foi explorar o comando LocusEquation ou Equa-

c¢aoDoLugarGeométrico. Considerou-se no tridngulo ABC, o ponto médio D e outro ponto qualquer

(E) em qualquer um dos outros lados do triangulo (Figura 20). Tem-se a seguinte pergunta: onde deve

estar esse ponto (E) para que propriedade seja valida? Para ser respondida utilizou-se o comando:

Equa¢aoDoLugarGeométrico(<Expressao Booleana>, <Ponto Mével>) e os seguintes passos:

a.

b.

construir o tridngulo ABC criando automaticamente segmentos a, b e c.
usar a ferramenta Ponto Médio e criar o ponto médio D do segmento a.
colocar um ponto arbitrario E sobre o segmento b, com a ferramenta Ponto.
criar o segmento f que une D e E, com a ferramenta Segmento (Figura 20).

No GeoGebra Discovery, pode-se verificar qual é a exigéncia de E para ter o segmento f paralelo ao
segmento ¢, para isso utiliza-se o comando Equac¢aoDoLugarGeométrico(<Expressao Booleana>,
<Movendo Ponto>), em que a expressao booleana serd c || f (c paralelo a f), e o ponto mével
é o ponto E que esta sobre o segmento b. Para isso, deveré ser digitado o seguinte comando no
Campo de Entrada do GeoGebra:

EquagioDoLugarGeométrico(f || ¢, E)
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f. A curva implicita eq!, destacada na Figura 21, serd computada e plotada, e parece ser um tnico

ponto.
g. Arraste os objetos livres e conjecture que E deve ser o ponto médio de b.
h. Para confirmar essa conjectura, crie o ponto médio F do segmento b sobre a marcacao obtida eq?!
(Figura 22).
i. Faga os objetos E, f e eql invisiveis, escondendo-os, com a ferramenta Exibir/ Esconder Objetos.
j. Construa o segmento g por D e F.

k. Use o comando Relation({Objeto), (Objeto)) para comparar c e g, digitando no Campo de Entrada
Relation(c, g).
Em seguida, aparecerd uma janela com informacgoes indicando que ¢ e g sdo paralelos e que isso

)

foi verificado de forma numérica (Figura 23). Quando se clica na palavra “Mais...”, na janela pop-up,
0 GeoGebra Discovery fornece uma resposta simbolica indicando que os segmentos sao paralelos e que
existe uma relagao entre as medidas de ¢ e g, ou seja, que ¢ = 2g. Essas informagoes sao apresentadas

na Figura 24.

Q A= (354, 261) =N
. A

© B =64 -311)
® C— (22 -241) : E
® tl = Poligono(A, B, C) 5

- 236 c

=5 to(B, C,t1

e ° egmento( )

- 8.63

b = Segmento(C, A, t1) : C
[ ] a D

- 7.63 B

¢ = Segmento(A, B, t1 :
® g (A.B,t1)

- 6.4

Figura 20: Primeira parte da construcao da Atividade 4
Fonte: Produgao dos autores.
=S to(A, B, t1

- egmento(A, B, t1)

- 6.4
® D = PontoMédio(a)

~ (2.1, -2.76)
o E = Ponto(b) "

~ (-1.89, 1.16)
® f = Segmento(D, E)

- 3.93
® eql : EquagdoDolugarGeométrico(f || ¢, E)

— 10000x? + 13400x + 10000y - 2000y = -4589

Figura 21: Segunda parte da construgao da Atividade 4

Fonte: Producao dos autores.
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D = PontoMédio(a)

~ (-0.67, 0.1)

© A
~ (-2.1,-2.76)
E = Ponto(b) E
o ® E
~ (-1.53, 0.85)
® f = Segmento(D, E) c
- 3.65
® eql : EquagdoDolugarGeométrico(f || ¢, E)
— 10000x* + 13400x + 10000y? - 2000y = -4589
aD
F = PontoMédio(b B
® ontoMédio(b)

eql

Figura 22: Construcao do ponto médio F sobre o lugar geométrico eq! criado

Fonte: Produgao dos autores.

B

Relacéo

c e g sdo paralelas

(verificado numericamente) Mais...

A c ndo possui 0 mesmo comprimento que g Mais

(verificado numericamente)

a

Figura 23: Utilizando o comando relacao Relation(c, g) na Atividade 4

Fonte: Producao dos autores.

Relacéo

E geralmente verdadeiro que:
« Cegsdo paralelas
sob a condicdo
« Ae B sdo diferentes
b E geralmente verdadeiro que
- c=2-g
sob a condicdo
« aconstrucdo ndo é degenerada

Figura 24: Resultado final da Atividade 4

Fonte: Producgao dos autores.
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Na tdltima atividade, foi novamente empregado o comando FquacdoDoLugarGeométrico. Cabe res-
saltar que esse comando permite, por meio das ART, a verificagdo de novos teoremas, mediante hipoteses
complementares que sustentam uma tese, além de calcular a equagao implicita de um ponto a partir de

uma propriedade valida. O enunciado da Atividade 5, encontra-se no Quadro 11.

Quadro 11: Enunciado da quinta atividade utilizando o GeoGebra Discovery

Atividade 5. Sejam os pontos A e B e um terceiro ponto C no circulo ¢ com centro em A e pelo ponto
B. Considere o ortocentro D do tridngulo ABC. Em seguida, utilize o comando FEqua¢aoDoLugarGeo-
métrico|D,C].

Fonte: Producao dos autores.

Esse comando, na Atividade 5, resulta em uma curva estrofoide mais uma reta — aqui a reta corres-
ponde a um caso degenerado do tridngulo quando B = C, mas a reta nao é na verdade uma parte do

locus geométrico. Na Figura 25, é apresentado o resultado.

b = Segmento(C, A, t1)
— 4.5
¢ = Segmento(A, B, 1)
@
— 45
f : Perpendicular(C, ¢;)
@
— -4.46x - 0.6y = -9.16
&  Perpendicular(B, b)
@
— L1.16x + 4.35y = 5.36
h : Perpendicular(A, a)
— 3.3x-3.75y =38
D = Intersegao(f, g)
@
— (1.96,0.71)
@ eql : EquacdoDoLlugarGeométrico(D, C)

— 28904981250000x* + 7777125000000x* y - 2989

Figura 25: Lugar Geométrico a partir da atividade 5

Fonte: Producao dos autores.

Segundo MacTutor (s.d.), a curva estrofoide foi descrita pela primeira vez no trabalho de Isaac
Barrow, em 1670. No entanto, Evangelista Torricelli ja4 havia mencionado essa curva em suas cartas
por volta de 1645, e Gilles de Roberval a descobriu como o lugar geométrico do foco da codnica obtida
quando um plano que corta um cone gira em torno da tangente no vértice do cone. O nome “estrofoide”
(que significa “uma cinta com uma torgao”) foi proposto por Montucci, em 1846.

Neste Modulo 3, do segundo dia do minicurso, o GeoGebra Discovery foi empregado para desenvolver
atividades que exploram propriedades geométricas por meio de comandos especificos dessa versao expe-
rimental. As tarefas incluiram a prova que determinados quadrilateros sao paralelogramos, investigando
paralelismo e congruéncia entre segmentos recorrendo ao Teorema da Base Média de um tridngulo, bem
como explorar propriedades de medianas e lugares geométricos em tridngulos. Além disso, o software
possibilitou a aplicagao do comando Equa¢daoDoLugarGeométrico para determinar uma curva estrofoide

como lugar geométrico relacionado a ortocentros. Essas atividades evidenciam o potencial do software
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para facilitar a visualizagao, validagao e descoberta de teoremas geométricos, promovendo uma aborda-

gem investigativa e dinAmica no ensino da Matematica.
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Esse e-book apresentou atividades desenvolvidas durante o minicurso realizado no 7° Simpésio Na-
cional da Formacao do Professor de Matemaética promovido pela ANPMat, cujo principal objetivo foi
capacitar os professores aprimorando suas habilidades para ensinar, com qualidade, contetidos de Geo-
metria e Algebra, incorporando novos recursos tecnologicos a sua pratica docente por meio da utilizacio
do GeoGebra e do GeoGebra Discovery.

O ensino de Geometria Plana é um dos pilares da Educagao Matemética, sendo seu entendimento
profundo essencial para o desenvolvimento do raciocinio légico dos alunos. No entanto, a abordagem
desse contetido pode ser significativamente aprimorada com o uso de tecnologias digitais.

A utilizagdo do GeoGebra e do GeoGebra Discovery, que incorpora Ferramentas de Raciocinio Auto-
maético, conhecidas como Automated Reasoning Tools (ART), permite que professores e alunos explorem
propriedades geométricas de maneira profunda, visualizando relagoes e verificando propriedades direta-
mente nos softwares, possibilitando verificar conjecturas e realizar provas autométicas em construgoes
geométricas, tornando o processo de ensino mais interativo e dindmico.

No que tange ao minicurso tratado neste trabalho, os participantes realizaram atividades préati-
cas com o software, desenvolvendo construgoes geométricas e utilizando os comandos de raciocinio
automatizado para verificar propriedades e teoremas, mobilizando as dimensoes de instrumentacao e
instrumentalizacao da Génese Instrumental de Rabardel (1995).

Entre os desafios enfrentados, destacam-se as dificuldades iniciais na utilizagdo dos comandos do
GeoGebra e do GeoGebra Discovery e a necessidade de maior tempo de pratica para dominar o software.
No entanto, os professores relataram que o uso das ART facilitou a compreensao de conceitos geométricos
e trouxe novas possibilidades para suas praticas docentes.

O uso do GeoGebra Discovery no ensino da Geometria Plana traz diversas implicagoes didaticas,
pois permite que os alunos explorem propriedades geométricas de forma interativa, visualizando relagoes
que seriam dificeis de perceber em construgoes estaticas.

Os resultados do minicurso evidenciaram que o uso do GeoGebra Discovery e de ferramentas digitais
similares devem ser incentivados em contextos educacionais, como uma forma de enriquecer o ensino da
Matematica e promover o desenvolvimento de competéncias essenciais para o século XXI.

Como indicado por Estrela (1990), as agoes de intervengao ocorridas tiveram como objetivo apro-

fundar o estudo, estruturando-o como um todo légico, consistente e coerente.
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