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Introducao

Perimetro e drea sdo dois conceitos importantes no nosso quotidiano e muito
se aprende de matemadtica ao estudi-los. Com diferentes graus de profundidade,
eles podem ser trabalhados desde os primeiros anos do Ensino Fundamental até os
ultimos anos do Ensino Médio. De inicio, € pertinente fazer com os alunos ativida-
des com muito material concreto, no contexto de nimeros, aritmética e geometria
elementar. Sao atividades tais como calcular perimetro e area de quadrados e re-
tangulos formados com palitos e quadrados de papeldo. Este material ja propicia a
formulacdo de questdes que provocam raciocinios que podem sistematizar conhe-
cimento - por exemplo, ordenar retdngulos de mesmo perimetro usando a variacio
da 4rea ou ordenar retdngulos de mesma drea usando a variagdo do perimetro. De-
pois, é com a linguagem da algebra que se pode aprofundar os questionamentos.
Sdo os problemas que discutem questdes de maximo e minimo, tais como ’dentre
todos os retdngulos de mesmo perimetro, qual o de maior drea?’ ou ’dentre todos
os retingulos de mesma 4rea qual o de menor perimetro?’.

Na oficina, através de diferentes atividades vamos trabalhar com os conceitos
de perimetro e 4rea, em diferentes niveis de escolaridade. Na medida do possi-
vel, vamos tratar de integrar aritmética, dlgebra e geometria. As atividades foram
elaboradas pensando-se na provocagdo da investigacao; dirfamos que, com os alu-
nos, mais importante do que ’vencer’ muitos contetidos e” provocar atitudes que
caracterizam o ’pensar matematicamente’ - testar casos particulares, fazer conje-
turas, buscar regularidades e explicacdes. Vamos usar material concreto: palitos,
corddo, quadrados de papelao e papel quadriculado. Usando o software GeoGebra,
também vamos trabalhar com objetos concreto-abstratos.



Capitulo 1

Os conceitos basicos

Nas atividades vamos falar em perimetro e drea. O foco ndo € em calculos
com unidades de medidas convencionais. Vamos trabalhar com estes conceitos de
forma a explorar, de forma integrada, ideias matematicas no campo da geometria,
dos nimeros e das operagdes, da dlgebra.

O conceito de perimetro diz sobre aspecto unidimensional de um objeto; o
conceito de area diz sobre aspecto bidimensional. Estes conceitos, de forma pra-
tica, estdo muito presentes no nosso dia a dia. Por exemplo, se queremos estimar
a quantidade de cerca para delimitar um terreno, estamos tratando de perimetro;
se queremos estimar a quantidade de piso para pavimentar uma calgada, estamos
tratando de area.

volume

unidade @

perimetro
unidade —

Figura 1.1: Exemplos praticos para perimetro e drea

No que segue, para avaliar perimetro vamos sempre considerar um segmento U
como unidade de comprimento. O quadrado com lado de medida igual a medida do
segmento U vai ser a unidade para avaliar drea. Na figura acima, tem-se a indicagdo
destas trés unidades de medida.

Os diferentes itens das Atividades 1 e 2 sugerem um gradativo aprofundamento
matemadtico, a medida que o universo numérico do aluno se amplia bem como sua
capacidade de abstracdo. E isto que vamos procurar discutir, no que segue. O
préprio modo de usar o material concreto reflete o avango nos diferentes campos
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8 CAPITULO 1. OS CONCEITOS BASICOS

numéricos - de inicio sdo os nimeros naturais, depois os racionais e finalmente os
nimeros reais.



Capitulo 2

Atividade 1

2.1 Itema)

Usando palitos inteiros construa diferentes retingulos de mesmo perime-
tro. Calcule a area dos retangulos, organize os resultados e diga sobre o que
vocé observa.

Perguntas:

1. Fixado o ndmero de palitos p (perimetro do retdngulo), como determinar to-
das as possibilidades de retangulos com lados de medidas inteiras? Quantos
sdo os retangulos?

2. Por que nessa atividade o perimetro é sempre um nimero par?

3. Ao construir todas as possibilidades de retdngulos de mesmo perimetro p,
0 que se pode observar quanto as dreas? E possivel obter um quadrado de
perimetro p?

4. Se diminuimos a restricdo quanto ao uso do palito, permitindo que ele seja
quebrado em metades, ter¢os, quartos,etc ...

(a) o que acontece com a colecdo de retdngulos de mesmo perimetro p?
Nesta colecdo tem-se o quadrado?

(b) ordene os retangulos de acordo com a variacdo da drea. E possivel
obter um retangulo com area menor do que 0,5? Menor do que 0,1?
Nesta colecdo, qual € o retangulo de maior area?

2.1.1 Comentarios

Algumas perguntas que podem aprofundar o trabalho e que exigem raciocinios
generalizadores no campo dos nimeros naturais (a serem colocadas de acordo com
o nivel de escolaridade dos alunos):
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1. quantos s@o os diferentes retdngulos de perimetro p ? Aqui € preciso iden-

tificar a sequéncia de pares de nimeros inteiros (x,y) tal que x + y = b

2
?
2. para que valores de p , tem-se o quadrado como um dos possiveis retingulos
? Aqui € preciso identificar a sequéncia dos multiplos de 4.

Como trabalhar a atividade acima com o Geoplano Virtual (arquivo ggb)? O
que muda em relagdo ao uso dos palitos?

a=12
‘*.
b=12 .

Perimetro de ABCD = 16 <
Area de ABCD = 16

Perimetro de EFGH = 16
Area de EFGH = 15 ..

Figura 2.1: Atividade 1 — a)

Com palitos quebrados pode-se construir retdngulos com lados de medidas ra-
cionais e agora a colecdo de retdngulos ¢ infinita. Outras perguntas que podem
ser colocadas sdo: € possivel ter-se um nimero impar como medida de perimetro?
Existe um retangulo de drea mdxima? Existe um retdngulo de 4rea minima ?

2.2 Itemb)

Se em lugar de fixar o perimetro com um certo nimero de palitos, é usado
um cordao para delimitar perimetro, como fica a colecio de retangulos? Fi-
xada uma unidade de comprimento (pode ser o proprio palito), existe um re-
tangulo com lado medindo ’raiz quadrada de 2’? Existe um retingulo de area
maxima? Existe um retingulo de area minima?

2.2.1 Comentarios

Ao introduzir o trabalho com o material concreto ’cordao’, estamos ampliando
as possibilidades de medidas para os lados do retdngulo. Agora estamos no campo
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dos nimeros reais e os lados dos retangulos podem ter medidas irracionais.

O uso do papel quadriculado, nesta atividade, pode ajudar na andlise da vari-
acdo das dreas dos diferentes retdngulos. Fixando-se um dos vértices em um dos
pontos da malha quadriculada e usando-se a delimitacdo dada pelo corddo, obtém-
se diferentes retdngulos, com lados que ndo estdo mais, necessariamente, sobre a
malha quadriculada. Na figura tem-se uma sequéncia de retingulos de perimetro
18, ainda com lados sobre a malha quadriculada.

Figura 2.2: Atividade 1 — b)

2.2.2 Perguntas

1. Como incluir na sequéncia um retdngulo com lados com medidas racionais
e ndo inteiras?

2. Como incluir na sequéncia um retangulo com um dos lados medindo ’raiz
quadrada de dois’? O teorema de Pitdgoras pode ajudar a encontrar segmento
com tal medida de comprimento! E também outros segmentos com medidas
irracionais!

A espiral na figura 2.3 mostra como se pode construir, de forma concreta,
todas as raizes quadradas de niimeros naturais - e aqui tem-se uma colegdo
infinita de irracionais. A sequéncia é formada por sucessivos tridngulos
retdngulos, sendo que o primeiro deles (o menor) tem catetos medindo 1 e
nos demais tem-se sempre um dos catetos também com medida 1.
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Figura 2.3: Espiral

3. Na malha acima com a colecio de retangulos de perimetro 18, vé-se que
vértices dos retdngulos estdo alinhados. Isto é mesmo verdade? Se for o
caso, como explicar esta propriedade?

4. Calcule a 4rea da sequéncia de retangulos que estd na malha e ordene os
resultados. O que se observa? E possivel incluir na sequencia um retangulo
de drea maxima ? e um de drea minima?

2.3 Item )

Usando a linguagem da algebra, encontrar a funcdo que expressa a area
dos retangulos. Faca o grafico da funcao e localize seu ponto de maximo.
Mostre que dentre todos os retingulos de perimetro constante p, o de maior
area é o quadrado. Explique porque nao existe o retingulo de area minima?

2.3.1 Comentarios

Neste item c) estd se trabalhando com conteddo que normalmente é abordado
no Ensino Médio. Em lugar de iniciar a resolucdo encontrando a expressdo da
funcdo, vamos mostrar como este item pode ser também explorado ja no final do
Ensino Fundamental, a partir de uma abordagem qualitativa que faz uso do soft-
ware GeoGebra.

Como estamos considerando retdngulos de perimetro constante P temos que

as medidas x e y dos lados satisfazem a relacdo z + y = g O procedimento no
GeoGebra é:

e escreve-se na janela Entrada do GeoGebra a relacdo x + y = 5, tomando-se
aqui P = 10 e assim obtém-se a curva a ser usada para construir retingulos
de perimetro igual a 10.

-se um ponto X sobre o eixo OX para determinar a base do retingulo; com
reta perpendicular ao eixo OX determina-se o ponto A na reta pontilhada
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x4y = b, este um dos vértices do retangulo; com reta perpendicular ao eixo
QY determina-se mais um vértice do retdngulo, conforme ilustra a primeira
janela de visualizagdo da figura 2.3.1.

X perimetro_constante_otimo.ggb =
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
: O O £ | Njnac =22
X/ | » Janela de Visualizagao 2 X
51
5\6_
.
kS
41 N
N
> A
2 \\
\
i} .
0 2 x4 N6 8 10 12 2 & 8 10 12 14
.
55 S -2
Entrada: x+y=5 1}

O Geogebra informa medidas e assim pode-se fazer o grifico da funcio que
expressa a variacdo da drea em funcdo da base do retangulo, sem que se tenha a
sua expressdo algébrica. Este grafico estd na segunda janela de visualizacdo, na
figura acima. O procedimento é:

e no eixo OX constréi-se o ponto com abcissa igual ao valor da medida da
base do retangulo (a base estd em destaque na primeira janela de visualizagdo
da figura acima)

e no eixo OY constréi-se o ponto com ordenada igual ao valor da 4rea do
retangulo

e com retas perpendiculares aos eixos constréi-se o ponto (G do grifico da
funcdo.

Manipulando o ponto X no eixo O.X, na primeira janela de visualizagdo, vé-se
o retdngulo mudar de drea, sem que o perimetro se altere e € isto que registra o
grifico da funcdo. Abaixo tem-se algumas possibilidades de retingulos e corres-
pondentes pontos no grafico.

Assim, com o GeoGebra pode-se fazer um estudo qualitativo de fun¢des no
contexto da geometria. Os alunos podem explorar relagdes de variabilidade, podem
observar comportamento dos graficos, sem que seja necessario maior uso de conhe-
cimento que depende de desenvoltura com a linguagem algébrica. Para ver mais
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sobre isto, consulte a dissertagdo de mestrado ’Matemadtica dindmica : uma aborda-
gem para o ensino de fungdes afim e quadratica a partir de situacdes geométricas’
(Salin,E. 2014) disponivel em http://www.lume.ufrgs.br/handle/10183/108425.
Agora vamos, finalmente, deduzir a expressao da funcio - € com este conhe-
cimento que se resolve o problema colocado, na sua generalidade. Escolhida uma
unidade de medida de comprimento, conforme muda a medida de uma das dimen-
soes do retangulo, que vamos denotar x, a outra medida y se ajusta de forma a

manter a relagdo z + y = g Esta relacdo estd dizendo que y é funcdo de = , a

saber:

y="2" -z
ST

Assim a drea do retdngulo, dada por A = z.y, pode ser reescrita como:

A varidvel independente x pertence ao conjunto dos nimeros reais; mas se
consideramos o contexto do problema , a variagdo de x é no intervalo [0, L], pois
ela é limitada pela medida da metade do corddo.

Aqui € importante observar que estamos usando a férmula de drea de um re-
tangulo A = z.y agora no universo dos nimeros reais. No geral ndo se discute
na escola porque a férmula também ¢é valida neste universo ampliado de medidas
de lados. No livro Medida e Forma, de Elon Lages Lima, tem-se uma explica que
valida a férmula no conjunto das medidas dadas por nimeros reais.

Voltando a fungio A(z) = =x. <22? - m) , ela é uma fungdo quadritica e estd

escrita de forma a ter-se de imediato as duas raizes , a saber, 0 ¢ 5. Sabendo que
o seu grifico € uma pardbola e que ela estd voltada para baixo, tem-se que o ponto
de drea maxima acontece quando = = P/4. Este é valor médio das raizes e aqui a
simetria da pardbola é também um fato a ser considerado.

Assim, se no ponto de méximo da fun¢do a medida do lado do retingulo é p/4
isto significa que o quadrado € o retingulo de drea médxima, dentre todos aqueles
de perimetro P. Acabamos de responder a pergunta: dentre todos os retdngulos de
perimetro P, qual o de drea maxima ?



Capitulo 3

Atividade 2

3.1 Itema)

Usando quadrados de papelao ou papel quadriculado, construa diferentes
retangulos de mesma area. Calcule o perimetro dos retangulos, organize os
resultados obtidos e diga sobre o se pode observar nos resultados obtidos.

3.1.1 Perguntas

1. Fixado o nimero de quadrados de papeldo (drea A do retangulo), como en-
contrar todas as possibilidades de retingulos com lados de medidas inteiras?

2. Como escolher o valor de A de modo a se obter muitos retangulos diferentes?

3. Tomando um certo niimero de quadrados fixos, € possivel determinar usando
argumentos de aritmética, quantos retdngulos de drea A, com lados de medi-
das inteiras, podemos construir?

4. Ao construir os retingulos com 4rea fixa, o que se pode observar a respeito
dos perimetros dos retangulos construidos?

5. Se diminuimos a restri¢do quanto ao uso do quadrado de papeldo permitindo
que ele seja particionado, em quadradinhos menores:

e como particionar os quadrados de papeldo de modo a obter retangulos
que tenham lados com medidas racionais e ndo inteiras ?

e 0 que acontece com a cole¢@o de retdngulos de mesma drea A ? Nesta
colecdo tem-se o quadrado?

e ordene os retdngulos de acordo com a variacdo de perimetro. E possivel
obter um retangulo com drea menor do que 0, 5? Menor do que 0,17
Nesta colecido, qual € o retdngulo de menor drea?

15



16 CAPITULO 3. ATIVIDADE 2

3.1.2 Comentarios

Para esgotar todas as possibilidades de retangulos que podem ser construidos
com um certo nimero fixo de quadrados de papeldo € preciso analisar as solugdes
inteiras de equagdo z.y = A, sendo x e y as medidas dos lados do retdnguloe A =
nimero de quadrados que foi fixado (aqui € momento para retomar a fatoragdo de
numeros naturais).

O conjunto-solugdo de pares de coordenadas inteiras de uma tal equacio € fi-
nito, o que significa que é finito o nimero de retangulos que podem ser obtidos com
as restricoes 'ter a mesma drea’ e ’ ter lados com medidas inteiras’ . Algumas per-
guntas que podem aprofundar o trabalho e que exigem raciocinios generalizadores,
a serem colocadas de acordo com o nivel de escolaridade dos alunos:

1. quantos sdo os diferentes retangulos de drea A ? Aqui é preciso calcular o
nimero de divisores de um nimero natural!

2. para que valores de A, tem-se o quadrado como um dos possiveis retingulos
? Aqui € preciso identificar nimeros que sdo quadrados perfeitos (por ex.,
2.2,3.3,4.4, ....).

Como antes, as perguntas acima ajudam no trabalho com os nimeros inteiros
no campo da aritmética. Que outras perguntas poderiamos fazer?

Como trabalhar com o Geoplano Virtual (arquivo ggb)? Discutir possibilida-
des.

Perimetro de ABCD = 10 BoEe B oW RS N 5 OB RS

Area de ABCD =6

i wha = i

, .. 3 °. - -
Perimetro de EFGH = 14 E H

Area de EFGH=6 - . L] L L] L] - L] L] - L] -

Ao diminuir a restricdo quanto ao uso do quadrado de papeldo, permitindo que
ele seja particionado, em quadradinhos menores e iguais, os retingulos podem ter
lados com medidas racionais e agora a colecdo de retdngulos € infinita. Tem-se
agora a possibilidade de obter-se sequéncia de retdngulos com perimetro cada vez
maior e drea sempre constante.
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3.2 Itemb)

Se em lugar de fixar a area com um certo niimero de quadrados de pa-
peldo, é usado simplesmente um nimero A positivo, como fica a colecio de
retangulos de area A ? Existe um retangulo de perimetro minimo? Existe um
retingulo de perimetro maximo?

3.2.1 Comentarios

Ao introduzir um niimero A para fixar a medida de drea, em lugar dos quadra-
dos de papeldo, estamos ampliando as possibilidades de medidas para os lados do
retdngulo. Agora estamos no campo numérico dos reais e os lados dos retangulos
podem ter medidas irracionais.

O uso do papel quadriculado, nesta atividade, pode ajudar na anélise da varia-
¢a0 do perimetro dos diferentes retangulos. Fixando-se um dos vértices em um dos
pontos da malha quadriculada e usando-se a delimitagdo dada pelo valor A para
drea, obtém-se diferentes retdngulos, com lados que nio precisam mais, necessari-
amente, estar sobre a malha quadriculada.

Na figura abaixo tem-se uma colecdo de retdngulos com drea igual a 12. Sdo
retangulos ainda com lados sobre a malha quadriculada.

3.2.2 Perguntas

e como incluir na sequencia retingulos um que tenha lados com medidas raci-
onais e drea igual a 12? E com medidas irracionais e drea igual a 127

e na figura com a colecdo de retangulos drea igual a 12, vé-se que vértices dos
retangulos estdo sobre uma curva pontilhada. Isto é sempre verdade? Se for
0 caso, como explicar esta propriedade? Que curva € esta? Aqui tem-se uma
situacdo de relacdo de proporcionalidade inversa que vale a pena discutir
com os alunos.

e calcule o perimetro da sequéncia de retangulos que estdo na malha quadri-
culada e ordene os resultados. O que se observa? E possivel incluir na
sequencia um retangulo de perimetro maximo? e um retangulo de perimetro
minimo?

3.3 Itemc)

Use a linguagem da algebra para encontrar a funcio que expressa o peri-
metro dos retangulos. Faca o grafico da funcao e localize seu ponto de minimo.
Mostre que dentre todos os retangulos de area constante A, o de menor peri-
metro é quadrado.
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-

o
-

3.3.1 Comentarios

Neste item c) estd se trabalhando com contetddo que normalmente é abordado
na universidade, quando com célculo diferencial sdo resolvidos os problemas de
maximo e minimo. No que segue vamos mostra de que forma este problema pode
ser trabalhado ainda na escola. Em lugar de iniciar a resolu¢do encontrando a
expressao da funcdo, vamos mostrar como este item pode ser explorado ja no final
do Ensino Fundamental, a partir de uma abordagem qualitativa que faz uso do
software GeoGebra.

Como estamos considerando retangulos de drea constante A, temos que as me-

didas x e y dos lados satisfazem a relacdo x.y = A. O procedimento no GeoGebra
é:

e escreve-se na janela Entrada do GeoGebra a relacdo .y = 6 , tomando-se

aqui A = 6 e assim obtém-se a curva a ser usada para construir retangulos
de drea igual a 6.

e marca-se um ponto X sobre o eixo O X para determinar a base do retdngulo;
com reta perpendicular ao eixo OX determina-se o ponto A na curva pon-
tilhada x.y = 6, este um dos vértices do retdngulo; com reta perpendicular

ao eixo OY determina-se mais um vértice do retangulo, conforme ilustra a
primeira janela de visualizac¢do da figura abaixo.

O Geogebra informa medidas e assim pode-se fazer o grafico da fungio que
expressa a variagdo do perimetro em funcio da medida da base do retangulo, sem
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o area_constante_otimo.ggb
Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda

k'A,/')rb-@@;m/ [amc 222 ] <3

w7

) Janela de Visualizagédo ) Janela de Visualizagéo 2
|

1

1
6
1

@

ra
R

que se tenha a sua expressdo algébrica. Este grifico estd na segunda janela de
visualizacdo, na figura acima. O procedimento é:

e no eixo OX constréi-se o ponto com abcissa igual ao valor da medida da
base do retangulo (a base estd em destaque na primeira janela de visualizagdo
da figura acima)

e no eixo OY constrdi-se o ponto com ordenada igual ao valor do perimetro
do retangulo

e com retas perpendiculares aos eixos constréi-se o ponto GG do grifico da
funcio.

Manipulando o ponto X no eixo O X, na primeira janela de visualizago, vé-se
o retdngulo mudar de perimetro, sem que a érea se altere e € isto que registra o
grifico da funcdo. Abaixo tem-se algumas possibilidades de retangulos e corres-
pondentes pontos no grafico.

No gréfico da funcdo vé-se que quando = se aproxima de zero, o grafico se
aproxima do eixo OX e quando x se torna arbitrariamente grande o grifico se
aproxima de uma reta; vé-se também que o grifico da tem um ponto de minimo.
Este ponto de minimo informa sobre as dimensdes do retdngulo perimetro minimo,
na cole¢do infinita de retdngulos de érea 6.

3.3.2 Pergunta

Quem ¢€ o retangulo de perimetro minimo? Um palpite: o quadrado?
Para responder a pergunta é preciso deduzir a expressao da fungdo. Escolhida
uma unidade de medida de comprimento, conforme muda a medida de uma das
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dimensdes do retdngulo, que vamos denotar x, a outra dimensdo y se ajusta de
forma a manter a relagdo .y = 6 . Esta relacdo estd dizendo que y € funcio de z ,

a saber:
6
y=-.
x
Observamos que aqui tem-se uma relacio de proporcionalidade inversa : se a
medida = dobra entdo a medida y deve ser dividida por 2 para que o produto x.y se
mantenha constantemente igual a A.
Sendo o perimetro do retangulo dada por P = 2x + 2y , usando a relagdo entre

x ey, suaa expressdo pode ser reescrita como:

P(z) = 22 + 2. <§>

A variavel independente x pertence ao conjunto dos niimeros reais; mas no
contexto do problema tem-se a restrigdo x>0. A fung@o é um quociente de dois
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polindmios, normalmente uma fungdo que nao € estudada na escola. Mas é inte-
ressante observar que se pode fazer um estudo qualitativo da sua varia¢io:

e quando a medida x do lado do retdngulo é muito préxima de zero, a primeira
parcela da expresséo de P(z) também fica préxima de zero e a segunda par-
cela fica arbitrariamente grande. Ou seja, quando x se aproxima de zero no
eixo OX , P(x) assume valores arbitrariamente grandes e assim os pontos
(x, P(x)) do gréfico se aproximam,mais e mais, do eixo OY

e por outro lado, quando a medida x do lado do retingulo aumenta mais e
mais de valor (e isto é possivel), a primeira parcela da expressdo de P(x)
fica arbitrariamente grande e a segunda parcela fica arbitrariamente. Ou seja
quando x tende ao infinito (no eixo OX), novamente P(x) assume valores
arbitrariamente grandes e assim os pontos (X,P(x)) do grafico se aproximam,
mais e mais, da reta y= 2. x (atencdo: € a expressdo de P(x) que informa
porque o seu valor fica cada vez mais préximos de 2x, conforme x se torna
arbitrariamente grande)

Para testar a conjetura feita é preciso mostrar que vale, para qualquer valor de
X, a desigualdade:

P(z)geqP(medidadoladodoquadradodedreaA)

, Ou seja,
gp42 8 Brr2A) o b
x

x

Com algumas manipulacdes algébricas se pode encontrar a resposta para a con-
jetura formulada.

Observacao: as Atividades 1 e 2 trataram da independéncia das grandezas "pe-
rimetro’ e * drea’ . De forma similar, pode-se discutir a questdo da independéncia
das grandezas ’4rea’ e 'volume’, a saber :

e dado um nimero fixo de pequenos cubos, quantos paralelepipedos se pode
montar e como ¢é a variacdo da drea destes paralelepipedos? (Por exemplo,
com 64 pequenos cubos)

e dado um ndmero fixo de quadradinhos, quantas planificagdes de paralelepi-
pedos se pode montar e como € a variagdo do volumes destes paralelepipe-
dos? (Por exemplo com 36 quadradinhos)
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