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Resumo

Definir Fisica Matematica despreocupadamente seria como o conjunto de téc-
nicas e abordagens que dao énfase aos aspectos matemaéticos da Fisica Tedrica cujo
objetivo principal é enriquecé-la com o rigor matemdtico mantendo a compreensao
de modelos e teorias estudadas. E tarefa quase impossivel descrever fendmenos
naturais, sejam eles quimicos, bioldgicos ou fisicos, na sua completeza. Todavia
ao desnudarmos um fendmeno buscamos compreendé-lo e, para isso, buscamos
construir nossas proprias ideias, abstratas ou literais, o que denominamos modelo.

Nesse minicurso estabeleceremos alguns principios basicos inerentes as técnicas
de modelagem e mostraremos como € que eles funcionam em situacdes concretas.
Para isso, modelos simples que representam situagdes reais e usuais serviraio como
ponto de partida para orientar e apreender a técnica seguidos por modelos mais
interessantes que representam fendmenos da Fisica Teérica onde serdo utilizados
conceitos basicos de cédlculo Integral na resolugdo de Equagdes Diferenciais Ordi-
ndrias na obtencdo de algumas equacdes classicas da Fisica.

A teoria abordada nesse minicurso foi cuidadosamente selecionada das fontes de
referéncias bibliograficas elencadas sem que, propositadamente, fossem padroni-
zadas a uma s6 as diversas notacdes adotadas pelos autores.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

“Os estudantes ndo devem aprender pensamentos, devem aprender
a pensar.”
— Autor Desconhecido

O presente minicurso tem o objetivo de apresentar a docentes e alunos de Mate-
madtica que a Modelagem Matematica pode e deve ser um valioso instrumento de
apresentacdo de contetiidos e na resolu¢do de problemas, sejam eles de cardter fi-
sico, quimico, biolégico, financeiro, etc.

No primeiro momento serd apresentado o sequenciamento 16gico de uma Modela-
gem Matematica seguido por exemplos cldssicos com nivel de complexidade baixo.
A seguir serdo propostos problemas que devem ser interpretados e modelados ma-
tematicamente em busca de uma solugéo 6tima.

No segundo momento sera apresentada a modelagem de fendmenos fisicos, ob-
jeto principal do minicurso, onde a dindmica de uma particula serd estudada. Um
problema classico, embora muito elementar, chamado “O Problema de dois cor-
pos” servird como pano de fundo da modelagem de fend6menos interessantes como:
Queda Livre de Corpos, O movimento vertical de um corpo em relagdo a Terra, A
viscosidade do ar, Lancamento a grandes alturas, Movimento de projéteis, Movi-
mentos oscilatérios, Movimento Pendular, entre outros. Apds o que serdo propos-
tos outros problemas como forma de exercicio.

A énfase de todo o minicurso néo se restringird apenas na apresentacdo das mo-
delagens em si mas, principalmente, em como tais conteidos podem e devem ser
aplicados em aulas do Ensino Basico.
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Capitulo 2

CONTEXTUALIZACAO
HISTORICA

O século XVII € particularmente importante na histéria da Matemadtica. Perto do
inicio do século, Napier revelou sua invengao dos logaritmos, Harriot e Oughtred
contribuiram para a notagao e a codificagcdo da dlgebra, Galileu fundou a ciéncia da
dindmica e Kepler anunciou suas leis do movimento planetdrio. Mais tarde, Desar-
gues e Pascal inauguraram um novo campo da geometria pura, Descartes langou a
geometria analitica moderna, Fermat estabeleceu os fundamentos da teoria dos nud-
meros moderna e Huygens deu contribui¢cdes de monta a teoria das probabilidades
€ a outros campos. e entdo, perto do final do século, na esteira preparada por varios
matematicos do préprio século, Newton e Leibniz contribuiram memoravelmente
com a criagdo do Célculo. Podemos ver entdo que muitos campos novos € vastos
se abriram para a pesquisa Matematica durante o século XVII.

2.1 Kepler

Johann Kepler nasceu em 1571 perto da cidade de Stuttgart e estudou na univer-
sidade de Tiibingen. Sua intencdo inicial era tornar-se ministro luterano, mas um
profundo interesse pela astronomia levou-o a mudar seus planos. Em 1594 acei-
tou indicagio para uma cadeira na universidade de Gritz, na Austria. Cinco anos
mais tarde tornou-se assistente do famoso, mas briguento, astronomo dinamarqués-
sueco Tycho Brahe que havia se mudado para Praga como astrénomo da corte do
rei Rodolfo II. Em 1601 Brahe faleceu subitamente e Kepler herdou, além do posto
de seu mestre, sua vasta e muito acurada cole¢do de dados astrondmicos sobre o
movimento dos planetas.

Kepler procurou de maneira infatigavel determinar a natureza e a posi¢ao dessas
Orbitas e como elas sdo percorridas pelos planetas. Depois de muitas tentativas,
feitas quando seus poucos dados eram complementados pela imaginagdo, Kepler
herdou a massa enorme de observacdes muito acuradas feitas por Tycho Brahe
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8 CAPITULO 2. CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

sobre o movimento dos planetas. O problema tornou-se entdo o seguinte: obter
um modelo do movimento dos planetas que se ajustasse exatamente a esse grande
conjunto de observacdes. Tao seguros eram os registros de Brahe que qualquer
solugdo que diferisse das posi¢des observadas por ele, mesmo que apenas por um
quarto de didmetro aparente da Lua, deveria ser descartada como incorreta. Kepler
precisava, entdo, primeiro descobrir com a imaginacdo alguma solucdo plausivel, e
a seguir, com laboriosa perseveranga, empenhar-se em um sem nimero de cdlculos
tediosos para ou rejeitar sua suposicao. Ele fez centenas de tentativas infrutiferas e
preencheu resmas e resmas de papel com calculos, num trabalho efetuado com zelo
e paciéncia constantes durante 21 anos. Por fim, em 1609, viu-se em condicdes de
formular suas duas primeiras leis do movimento planetdrio e, dez anos depois, em
1619, a terceira.

Figura 2.1: Johann Kepler

Essas leis sdo marcos fundamentais da historia da astronomia e da Matematica.
Pois, num esfor¢o para justificd-las, Isaac Newton foi levado a criar a mecanica
celeste moderna. Essas leis sdo:

I. Os planetas movem-se em torno do Sol em trajetérias elipticas com o Sol
num dos focos.

II. O raio vetor que liga um planeta ao Sol varre dreas iguais em intervalos de
tempo iguais.

III. O quadrado do tempo para que um planeta complete sua revolugdo orbital é
diretamente proporcional ao cubo do semieixo maior da orbita.

A descoberta empirica dessas leis, a partir da massa de dados de Brahe, constitui
um dos mais notdveis trabalhos de inducdo jamais feitos na ciéncia.
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2.2 Newton

H4 uma lenda segundo a qual Galileu, ao se retratar e negar o movimento da Terra
publicamente, murmurou para si mesmo: “Nao obstante a Terra continua a mover-
se”. Qualquer que seja a base dessa historia, ela vem a ser como uma espécie de
provérbio, no sentido de que a verdade sempre prevalecerd apesar de todas as ten-
tativas de amordacé-la. E foi o que se passou, pois, o ano de 1642, que assistiu a
morte de Galileu no cativeiro, também assistiu ao nascimento de Newton.

Isaac Newton nasceu na aldeia de Woolsthorpe no dia de natal de 1642, ano do
passamento de Galileu. Filho péstumo de um proprietario agricola, pelos planos
iniciais da familia deveria abracar a mesma atividade do pai. O jovem, porém, reve-
lou grande habilidade para projetar miniaturas mecanicas engenhosas e deleitava-
se com suas experiéncias. Assim, construiu um moinho de brinquedo que triturava
o trigo, transformando-o em farinha, usando como for¢a motriz um rato e construiu
também um relégio de madeira movido a d4gua. Em vista disso sua permanéncia na
escola foi se prolongando.

Figura 2.2: Isaac Newton

E aos 18 anos de idade, ei-lo no Trinity College, Cambridge. Foi s6 nessa altura,
devido a um livro de astrologia que lhe caiu nas maos, que sua atencio se vol-
tou para a Matemadtica. Esse novo interesse levou-o a ler primeiro os Elementos
de Euclides, que achou demasiado 6bvio, e depois La Géométrie de Descartes, que
achou algo dificil. Leu também a Clavis de Oughtred, trabalhos de Kleper e Viete e
a Arithmetica Infnitorum de Wallis. Nao demorou para que ele passasse a criar sua
propria Matematica, primeiro descobrindo o teorema do bindmio generalizado, de-
pois inventando o método dos fluxos, como ele chamava o atual cdlculo diferencial.

Seu Method of Fluxions, embora escrito em 1671, s6 foi publicado em 1736. Para
Newton, nesse trabalho, uma curva era gerada pelo movimento continuo de um
ponto. Feita essa suposi¢do, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador passam
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a ser, em geral, quantidades varidveis. A uma quantidade varidvel ele dava o nome
de fluente (uma quantidade que flui) e a sua taxa de variacdo dava o nome de fluxo
do fluente. Se um fluente, como a ordenada do ponto gerador, era indicada por
1y, entdo o fluxo desse fluente era denotado por ¢ em notagdo moderna esse fluxo

. d . . :
equivale a d—i, onde ¢ representa o tempo. A despeito dessa intromissdo do tempo

em geometria, pode-se excluir a ideia de tempo, admitindo-se que alguma quanti-
dade, digamos, a abscissa do ponto mével, cresca de maneira constante. Essa taxa
de crescimento constante de alguma fluente é o que ele chamava fluxo principal,
podendo o fluxo de qualquer outro fluente ser comparado com esse fluxo principal.
Newton indicava o fluxo de g por §j e assim por diante.

Newton introduziu também um outro conceito, chamado por ele de momento de
um fluente: trata-se do incremento infinitamente pequeno sofrido por um fluente
como z, por exemplo, num intervalo, de tempo infinitamente pequeno o. Assim,
o momento do fluente = é dado por £o. Newton salientou que podemos, em qual-
quer problema, desprezar, os termos que aparecem multiplicados por poténcias de
o0 iguais a ou maiores que 2 e obter assim uma equagdo envolvendo as coordenadas
x e y do ponto gerador da curva e seus fluxos & e g.

Obviamente, os Principia sao a obra-prima de Newton. Nela se encontra a pri-
meira sistematizagdo completa da dindmica e uma formula¢do completa dos prin-
cipais fendmenos de movimento, terrestres e celestes. Mostrou-se o mais influente
e admirado trabalho na histéria da ciéncia.

2.3 Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz, o grande génio universal do século XVII e rival de
Newton na invenc¢do do Célculo, nasceu em Leipzig em 1646. Bastante crianca
aprendeu latim e grego por conta prépria; e aos 12 anos de idade j4 dominava
todo o conhecimento corrente de Matematica, filosofia, teologia e leis publicado
pelos textos da época. Por essa época, ainda menino, comecou a desenvolver as
primeiras ideias de sua Characteristica Generalis, concepg¢do que envolvia uma
Matematica universal, algo que posteriormente iria irromper na légica simbdlica
de George Boole (1815-1864) e, mais tarde, em 1910, nos Principia Mathematica,
grande obra de Whitehead e Russell. Quando, ostensivamente devido a sua pouca
idade, foi-lhe negado o grau de doutor em leis na universidade de Leipzig, ele se
mudou para Nuremberg onde escreveu um ensaio brilhante sobre o ensino de leis
pelo método histérico, dedicado ao eleitor de Mainz. Devido a isso foi indicado
pelo eleitor para uma comissao incumbida de recodificar alguns estatutos. Dai para
a frente, pelo resto de sua vida, Leibniz esteve engajado no servico diplomatico,
primeiro a servigo do eleitor de Mainz e depois, de 1676 até sua morte, a servico
da corte de Hanover.
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Antes de deixar Paris e assumir o rendoso posto de bibliotecario e conselheiro
do eleitor de Hanover, Leibniz ji havia descoberto o Teorema Fundamental do
Calculo, desenvolvido grande parte de sua notacdo para o assunto e estabelecido
muitas das férmulas elementares de diferenciagdo.

Figura 2.3: Gottfried W. Leibniz

Leibniz inventou o seu célculo entre 1673 e 1676. Usou pela primeira vez o sim-
bolo de integral, um S alongado, derivado da primeira letra da palavra latina summa
(soma) em 29 de outubro de 1675. O objetivo era indicar uma soma de indivisiveis.

Algumas semanas depois ele j4 escrevia diferenciais e derivadas como o fazemos
hoje, assim como escrevia [ xdy e [ ydx para integrais. Seu primeiro artigo sobre
o célculo diferencial s6 apareceu em 1684. Nele se define dx como um intervalo
finito arbitrario e dy pela propor¢ao

dy : dx = y : subtangente.
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Capitulo 3

O QUE E MODELAGEM?

Quando se procura refletir sobre uma porcao da realidade, na tentativa de expli-
car, de entender, ou de agir sobre ela — o processo usual é selecionar, no sistema,
argumentos ou parametros considerados essenciais e formalizd-los através de um
sistema artificial: o modelo.

Consideraremos dois tipos de modelo:

e Modelo Objeto é a representacdo de um objeto ou fato concreto; suas carac-
teristicas predominantes sdo a estabilidade e a homogeneidade das varidveis.
Tal representacdo pode ser pictérica (um desenho, um esquema, um mapa,
etc.), conceitual (férmula matematica), ou simbdlica.

o Um modelo tedrico € aquele vinculado a uma teoria geral existente — serd
sempre construido em torno de um modelo objeto com um cédigo de inter-
pretacdo. Ele deve conter as mesmas caracteristicas que o sistema real, isto
é, deve representar as mesmas varidveis essenciais existentes no fendmeno e
suas relagdes sdo obtidas através de hipdteses (abstratas) ou de experimentos
(reais).

Modelo Matemadtico é um conjunto de simbolos e relagdes matemadticas que repre-
sentam de alguma forma o objeto estudado.

Os modelos matemadticos podem ser formulados de acordo com a natureza dos
fendmenos ou situagdes analisadas e classificados conforme o tipo de matemética
utilizada:

i. Linear ou ndo-linear, conforme suas equacdes basicas tenham estas caracte-
risticas;

ii. Estdtico, quando representa a forma do objeto — por exemplo, a forma geo-
métrica de um alvéolo; ou Dindmico quando simula varia¢des de estagios do
fendmeno — por exemplo, crescimento populacional de uma colmeia.

13



14 CAPITULO 3. O QUE E MODELAGEM?

iii. Educacional, quando € baseado em um ntimero pequeno ou simples de supo-
si¢des, tendo, quase sempre, solucdes analiticas. O modelo presa-predador
de Lotka-Volterra € um exemplo tipico de tais modelos.

iv. Estocastico ou Deterministico, de acordo com o uso ou nao de fatores alea-
térios nas equacoes.

Os modelos deterministicos sdo baseados na suposi¢cao que se existem informagdes
suficientes em um determinado instante ou num estdgio de algum processo, entdao
todo o futuro do sistema pode ser previsto precisamente.

Os modelos estocdsticos sdo aqueles que descrevem a dindmica de um sistema
em termos probabilisticos.

Modelagem Matematica € um processo dindmico utilizado para a obtencdo e va-
lidagdo de modelos matemdticos. E uma forma de abstracio e generalizacio com
a finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na
arte de transformar situagdes da realidade em problemas matemaéticos cujas solu-
coes devem ser interpretadas na linguagem usual.

As vantagens do emprego da modelagem em termos de pesquisa podem ser consta-
tadas nos avangos obtidos em varios campos como a Fisica, a Quimica, a Biologia
e a Astrofisica entre outros. A modelagem pressupde multidisciplinariedade. E,
nesse sentido, vai ao encontro das novas tendéncias que apontam para a remogao
de fronteiras entre as diversas dreas de pesquisa.

3.1 Quais os passos da Modelagem?

De modo geral, uma atividade de Modelagem Matemética origina-se em uma situ-
acdo problema e tem como caracteristica essencial a possibilidade de compreender
o cotidiano ou a relacdo com aspectos externos a Matemdtica, caracterizando-se
como um conjunto de procedimentos mediante o qual se definem estratégias de
acdo do sujeito em relacio a um problema.
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ETAPAS DA MODELAGEM

Problema

Fendmeno Real

Formulacio do Problema

Elaboracao do Modelo Matematico

Interpretacio <":< Resolugio do Problema Il:' — Validagio

Figura 3.1: Etapas da Modelagem

i. Inicialmente faz-se uma abordagem, por meio da Matematica, de uma situagao-
problema nio essencialmente matemética.

ii. Buscam-se informagdes sobre o fendmeno, identificam-se e selecionam-se
as varidveis.

iii. Elaboram-se hipéteses, simplifica-se buscando a obtencdo de uma represen-
tacdo matematica (modelo matematico).

iv Resolucdo do problema por meio de procedimentos adequados.

v Andlise da solucdo que implica numa validacdo, identificando a sua aceita-
bilidade ou nao.

Tais procedimentos, ainda que possam ser realizados de forma ndo linear em rela-
¢do a ordem em que sdo apresentados, sdo associados ao que se denomina etapas
da Modelagem Matemdtica.
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3.2 Alguns exemplos elementares de Modelagem Mate-
matica
3.2.1 Distancias inacessiveis

Tales nasceu em Mileto (624 - 548 A.C) passava grande parte do tempo viajando;
em uma de suas viagens para o Egito, passou a ser admirado pelo rei Amasis, por
ter proposto uma estratégia para medir a altura de uma pirdmide, sem escala-la.

Figura 3.2: Pirimide de Quedps

3.2.2 Transformacao da Argila em Tijolos

Visitando uma inddstria cerdmica na zona rural de Teresina um professor descobriu
que a maior producdo dessa € a de tijolos furados. Se as dimensdes de cada tijolo
sdo de 20 x 14 x 9,5 cm e a densidade da argila imida é de 1800 a 2100 kg/m?
quanto de argila (em kg) imida necessitamos para fabricar uma centena de tijolos?

Figura 3.3: Tijolo com Seis Furos

O tijolo de barro vazado, com seis furos, que ao sair da maromba apresenta as
seguintes dimensdes: 22 cm de comprimento por 15 cm de altura, por 10 cm de
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largura, ou o meio tijolo com 12 cm de comprimento pelas mesmas medidas da
largura e altura. Apds o processo de queima as suas dimensdes passam a 20 cm
de comprimento, 14 cm de altura e 9,5 cm de largura. O volume do tijolo verde
é de 3.300 cm? e a sua massa 2,5 Kg, ao passar pelo forno e sofrer o processo de
queima, passa a ter um volume de 2.660 cm? e a sua massa passa a 1,5 kg.

3.2.3 Chaminés

Na Ceramica em questdo existem oito chaminés interligadas através de um canal
no subsolo, controlado por dezesseis registros, e dezesseis fornos do tipo Hoffmam.

O comprimento de cada chaminé em estudo é de 18 metros, sendo 2 metros abaixo
do solo, o que refor¢a a sua base na constru¢do. Nessa chaminé foram utilizados
aproximadamente 25.000 tijolos, 49 sacos de cimento, além de pedra e areia. O
formato da chaminé é de um cone de revolucdo, com didmetro na base de 3 metros
e na “boca” de 1,20 metros.

3.2.4 Controle Biolégico de pragas

Desejamos combater biologicamente uma praga de insetos em uma plantacdo sem
o uso de substancia agroquimicas. Fazer uma Modelagem Matematica do pro-
blema.

A estratégia a utilizar é a seguinte: controlamos a populacdo de insetos fazendo
uma plantagdo inicial da planta atacada com o objetivo de atrair os insetos a serem
combatidos, para posteriormente serem recolhidos.

No caso possivel de se obter resultados positivos, teremos determinado na verdade
o fator de impacto do problema, pois, sem o0 uso de substincias quimicas, o curso
econdmico resulta ser muito confortavel.

Supondo que a regido de plantacio seja um retdngulo de lados, M e N e que a pro-
ducdo da plantagdo seja igual a drea plantada. Nesse ponto estamos simplificando
as hipdteses.
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+
L

Figura 3.4: Terreno

Seja x a largura da faixa ao redor do campo retangular EFGH. Considerando um
campo retangular de dimensdes M = 90 e N = 45 dados em metros, com um per-
centual méximo de perda p = 5%, as dimensdes do retdngulo interior EFGH sdo,
respectivamente, 90 — 2x e 45 — 2x metros.

Figura 3.5: Terreno com plantacio

3.2.5 Contade Agua

Encontrar a fung@o que retorna o valor da conta de 4gua de uma residéncia dada a
tabela de tarifas:
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Tabela de Tarifas

Item 1 - Residencial Social ALyl 130 50
Acima de 10 Cobrar pela Tarifa Residencial ndo Social 50

Até 10 25,73 50

Item 2 - Residencial nao Social 11a25 (25,73 + 4,80 /m? Excedente a 10m®) 50
Acima de 25 (97,73 + 8,28/m? Excedente a 25m?) 50

Até 10 52,84 80

Item 3 - Comercial / Industrial / Ptblica [1fa25 (52,84 + 7,89 /m? Excedente a 10m®) 80
Acima de 25 (171,19 + 9,35/m> Excedente a 25m?) 80

Item 4 - Pequeno Comércio A 10 2572 g0
Acima de 10 Cobrar pela Tarifa Comercial 80

Caligmaros Faixa de Caonsumo Valor (R$) Esgoto
(m?) (%)
12 50

Residencial Nao Social 35,33
Comercial 12 68,62 80
Industrial 12 68,62 80
Publica 12 68,62 80

Vigéncia a partir de: 01/07/2016)

Figura 3.6: Tarifas de Agua

Calcular o valor da conta de d4gua de uma residéncia que consome 28 metros cubi-
cos de 4gua em um més.

Calcular a economia em reais, com a diminuicdo da vazao de todos os pontos de
consumo em 30%.

3.2.6 Dinamica Populacional (Modelo Malthusiano)

A taxa de crescimento de uma populagdo p(t), num instante ¢, é definida por
p(t)/p(t).

Um dos modelos mais simples é aquele em que se supde que a taxa de crescimento
é constante igual a A\. Assim temos a seguinte equacdo que rege o crescimento da
populagdo neste caso:

pP=Ap

Um modelo dessa natureza parece razoavel para descrever a populagcdo de
micro-organismos que se reproduzem por mitose, e para a aplicabilidade em in-
tervalos delimitados de tempo, pois tem solucao:

p(t) = plig)e 1)
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Capitulo 4

EXERCICIOS PARTE 1

Nas questdes abaixo:

.
1i.

1y

2)

3)

Formule e apresente o modelo matemdtico. Caso ndo esteja, coloque na
forma padrao.

Especificar as varidveis, nimero de varidveis e nimero de restri¢des (des-
considerar as restri¢des triviais x € R™).

Certa empresa fabrica 2 produtos P1 e P2. O lucro por unidade de P1 ¢é de
100 reais e o lucro unitdrio de P2 é de 150 reais. A empresa necessita de 2
horas para fabricar uma unidade de P1 e 3 horas para fabricar uma unidade
de P2. O tempo mensal disponivel para essas atividades é de 120 horas. As
demandas esperadas para os dois produtos levaram a empresa a decidir que
os montantes produzidos de P1 e P2 ndo devem ultrapassar 40 unidades de
P1 e 30 unidades de P2 por més. Construa o modelo do sistema de producao
mensal com o objetivo de maximizar o lucro da empresa. (Assumir que as
quantidades podem ser fraciondrias)

Sabe-se que uma pessoa necessita, em sua alimentacao didria, de um minimo
de 15 unidades de proteinas e 20 unidades de carboidratos. Suponhamos que,
para satisfazer esta necessidade, ela disponha dos produtos A e B. Um Kg
do produto A contém 3 unidades de proteinas, 10 unidades de carboidrato
e custa R$ 2,00. Um Kg do produto B contém 6 unidades de proteinas, 5
unidades de carboidrato e custa R$ 3,00. Formule o modelo matemético
das quantidade que deverdo ser compradas de cada produto de modo que as
exigéncias da alimentagdo sejam satisfeitas a custo minimo?

Um fabricante de racdes quer determinar a férmula mais econémica de uma
certaracdo. A composicao nutritiva dos ingredientes disponiveis no mercado
€ 0s seus custos sdo os seguintes:

21
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Ingredientes
Nutrientes Soja | Milho | Cana
Calcio 0,2% 1% 3%
Proteina 50% 9% 0%
Carbo-Hidratos | 0,8% 2% 2%
Custo /quilo 15,00 | 20,00 | 8,00

Figura 4.1: Composicdo Nutritiva/Custos

O fabricante deve entregar 1000 quilos de ragdo por dia e garantir que esta

contenha:
no maximo | no minimo de
1,2% 0,8% Calcio
- 22% Proteina
20% - Carbo-Hidratos

Figura 4.2: Percentual Nutritivo Exigido

4) Um fazendeiro estd estudando a divisdo de sua propriedade nas seguintes
atividades produtivas:

a) Arrendamento - Destinar certa quantidade de alqueires para a plantacdo
de cana de acucar, a uma usina local, que se encarrega da atividade e
paga pelo aluguel da terra R$ 300,00 por alqueire por ano;

b) Pecudria - Usar outra parte para a criagdo de gado de corte. A recu-
peracdo das pastagens requer adubacdo (100 kg/alqueire) e irrigacdo
(100.000 litros de dgua/alqueire) por ano. O lucro estimado nessa ati-
vidade é de R$400,00 por alqueire por ano.

¢) Plantio de Soja - Usar uma terceira parte para o plantio de soja. Essa
cultura requer 200 kg por alqueire de adubos e 200.000 litros de dgua
por alqueire para irrigacdo por ano. O lucro estimado nessa atividade é
de R$500,00 por alqueire por ano.

A disponibilidade de recursos por ano é de 12.750.000 litros de 4gua,14.000
kg de adubo e 100 alqueires de terra. Quantos alqueires deverd destinar a
cada atividade para proporcionar o melhor retorno? Construa o modelo de
decisdo.

5) Um posto de combustivel vende 10.000 litros de dlcool por dia a 1,50 reais
cada litro. Seu proprietério percebeu que, para cada centavo de desconto que
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concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no
dia em que o preco do dlcool foi 1,48 reais, foram vendidos 10.200 litros.
Considerando x o valor, em centavos, do desconto dado no preco de cada
litro, e V' o valor arrecadado por dia com a venda do alcool, entdo qual é a
expressio que relaciona V e z?
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Capitulo 5

O QUE E FiSICA
MATEMATICA?

A Fisica-Matematica caracteriza-se por dar énfase a aspectos matematicos da Fi-
sica Tedrica, visando enriquecé-la com maior rigor matemético, clareza de racio-
cinio e limpeza de argumentos e de premissas, sempre mantendo como objetivo
principal a compreensdo de propriedades e o contetido fisico de modelos e teorias
estudadas.

Quando tratamos de problemas ainda nao solucionados (os “em aberto”), ela retine
as caracteristicas de uma drea de pesquisa, mas quando se destina ao estudo de situ-
acdes ja trabalhadas, torna-se uma disciplina que se constitui alicerce na formagao
de qualquer aluno de Ciéncias Exatas.

Nesse contexto, a modelagem matematica de processos qualifica-se como ques-
tao crucial e serd amplamente utilizada nesse minicurso.

5.1 O problema dos dois corpos

O assunto aqui resume-se a andlise das equagdes que descrevem o movimento de
dois corpos que interagem gravitacionalmente. Para simplificar, vamos supor que
os corpos em questdo sdo esferas homogéneas. Sabe-se que nessas circunstancias
a interacdo se produz como se eles fossem pontuais. Um esquema da disposi¢ao
espacial € ilustrado na figura abaixo.

25
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=Y —1Irg

g

Figura 5.1: O Problema dos Dois Corpos

Sejam Fo e Fyp respectivamente a forca que o corpo 1 exerce sobre o corpo 2, e
vice-versa. Entdo,

Gmim d?r
Flzz—ﬁr:mlﬁ (5.1
Gmims d?ry
F21 = ‘r|3 r = QW (52)

onde G ~ 9,67 x 10" "' Nm?/kg? é a chamada constante de gravitagio universal.
Como as equagdes estdo acopladas, vamos introduzir as novas varidveis:

) . miry + mar
Raio vetor do centro de massa do sistema: R = ———~
mi + mg

Posic¢ao relativa entre 0s corpos: r = ry; — 79
Em termos dessas novas varidveis podemos escrever

mor mar

=R+ ery =R —

m1 + ms m1 + ms

Supondo que as massas nfo variam com o tempo temos que:

d’R
— =0 5.3
72 (5.3)
d’°R Gmims
= - 54
L e r (5.4
Onde p = % € denominada “‘massa reduzida do sistema”.
mi mo

Isso quer dizer que o centro de massa do sistema estd animado de um movimento
retilineo e uniforme e, caso ele esteja inicialmente em repouso, em repouso havera
de continuar.
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Por outro lado, o movimento relativo dar-se-4 como se uma massa de valor igual a
w estivesse sendo acionada pela forca de interacdo entre os corpos de massa m; e
ma. As equacdes, assim, estio separadas e, poderemos fazer algumas conjecturas.
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Capitulo 6

MODELANDO FENOMENOS
FISICOS CLASSICOS

A exemplo da Geometria Euclidiana, a Mecanica Newtoniana também possui suas
nog¢des primeiras e seus axiomas para sua formalizacdo e funcionamento enquanto
ciéncia dedutiva. Essas nog¢des primitivas e esses axiomas (leis fisicas) sdo esco-
lhidos visando obter um modelo matematico adequado e representativo dos fend-
menos reais.

Vamos inicialmente introduzir as grandezas cinemadticas. Consideremos o movi-
mento de uma particula no espaco R3.

O vetor posigdo da particula no instante ¢ serd designado por: X (t) = (x(t),y(t), 2(t)).
O vetor velocidade é a derivada X (t) = (i(t), 9(t), 2(t)) do vetor posi¢io.
O vetor aceleracio é a derivada X (t) = (i&(t), 5(t), (t)) do vetor velocidade.

Supondo que uma particula de massa m tenha seu movimento causado por um
campo de forgas em R3, designado por F(x) = (f1(z,y, 2), fo(x,y, 2), f3(z, 5, 2)).

A segunda lei de Newton estabelece a conexdo entre a aceleracdo da particula e
a forca que produz o movimento:

mX =F

Que pode ser apresentada de modo mais geral por

i () = F

Onde se supde que a massa possa variar com o tempo.

29
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A primeira lei de Newton diz que, sem a acdo de forcas, uma particula ndo pode
mudar seu estado de repouso ou de movimento. Essa lei € uma consequéncia ime-
diata da segunda pois se F' = 0, entdo integrando a expressdo anterior obtemos
X = C = vetor constante. Logo, se no instante ¢ = 0, 0 corpo estd em repouso
X(0) = 0, entdo X (t) = 0 para todo ¢. Se no instante ¢t = 0, X(0) = C # 0,
entdo

X(t)=Ct+ X(0)
Ou seja, a trajetéria da particula € retilinea, com velocidade constante.
A terceira lei de Newton, diz que, quando duas particulas exercem forgas entre si,

essas forcas sdo iguais em mddulo, tém direcdo da reta que as une e t€m sentidos
0postos.

6.1 Queda livre de corpos

OSfF--------—-----P
~ .
= =
N e
—

Figura 6.1: Corpo em Queda Livre

No caso especifico em que um dos corpos seja a Terra e o outro muito menos mas-
sivo do que ela (My = 6,024 x 10**kg), a massa do segundo, em relacdo ao
primeiro, serd desprezivel. Com isso R ~ r3 e , como p =~ mq, a Terra ficard “pa-
rada” enquanto que o movimento do corpo de massa m; vai responder a equacio
(5.4).

Considerando essas como nossas hipdteses de trabalho vale destacar também que:
1. O fendmeno objeto de estudo ficara restrito as “leis classicas”.

2. A Terra (bem como o corpo em questdo) serd considerada uma esfera perfeita
e homogénea na sua constitui¢ao.

3. A origem do nosso sistema ficard atrelada ao centro de massa da Terra e
ignoraremos seus movimentos.
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4. Um de nossos eixos (digamos o x) ficard na direcio do movimento e no
sentido do vetor de posi¢ao relativa do corpo em relag@o ao centro de massa
da Terra.

5. A distancia do corpo relativa a superficie da Terra serd considerada insigni-
ficante se comparada com o raio dela (R ~ 6,4 x 103km)

6. Forcas de atrito serdo desconsideradas.
7. A massa dos objetos considerados permanecerd inalterada.

Sob esse conjunto de hipdteses, sdo suficientes duas leis (e ainda assim simplifica-
das) para descrever o problema: a “lei da gravitagdo universal” e a “segunda lei
de Newton”.

Podemos portanto formular:

mdzi . _GMTm
a2~ R%

6.1

Sendo x a distdncia medida em relacdo a superficie da Terra e ja tendo sido feitas
as simplificacdes decorrentes do fato de que x < Rr.

GM
Entdo, definindo g = RiQT e estabelecendo as condig¢des iniciais x(0) = zg e

2'(0) = v(0) = v, obtemos, como solugdo da equacio (6.1),

1
x(t) = xo + vot — ith (6.2)

6.2 Queda de corpos considerando a resisténcia do ar

O senso comum nos sugere que o modelo dado pela equacdo (6.1) ndo pode des-
crever, de um modo geral, o movimento de objetos nas proximidades da superficie
da Terra.

Portanto o que estd faltando para ajustar o modelo, neste caso, é a forca de vis-
cosidade que o ar exerce sobre 0s objetos.

Vamos, portanto, incluir no modelo uma forca de atrito atuando na dire¢do con-
trdria ao movimento, supondo que sua intensidade seja dada por F;,, = —aw, onde

dx . . ~ .
v = — & a velocidade e o € uma constante que depende nao somente do meio

mas, também, das dimensdes, da composi¢cdo e do formato do objeto. Nessas cir-
cunstancias, podemos escrever a equagdo do movimento

d?x dzx

a2 + 55 =9, (6.3)
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o C . . ~
onde 3 = —. Sob as condigdes iniciais definidas anteriormente, a solugdo dessa
m

equacdo é:

g = — (52 + U;) exp(—pPt) + xo + % + % - ?Bt (6.4)

OBS: Convém observar que as equacdes (6.4) e (6.2) terdo que coincidir no limite
quando 3 tender a zero, ja que a equagdo (6.3) se reduz a (6.1) quando 3 — 0.

O problema dos dois corpos também nos leva as equacdes aplicadas a “langamen-
tos a grandes alturas” e a “lancamento vertical de um corpo autopropulsado” que
ndo serdo objetos de estudos desse minicurso.

6.3 Movimento de Projéteis

oy

0x

Figura 6.2: Movimento de um Projétil

O modelo a seguir é dos mais simples que se considera em balistica. Vamos con-
siderar o movimento de uma particula de massa m num plano (z, y) perpendicular
ao solo. Supondo que num instante ¢ = 0 ela sai da origem com uma velocidade
linear vg e num angulo « (angulo de tiro) com a horizontal.

Considerando que nio ha resisténcia do ar e a Unica for¢ca atuando na particula
¢ a da gravidade. Designando por (z(t), y(t)) o vetor posi¢do da particula, temos,
pela segunda lei de Newton:

mi =0 e myj=—mg (6.5)

O vetor velocidade inicial é dado por X (0) = (£(0), %(0)) = (vocosa, vesina).
Logo integrando (6.5) obtemos

z(t) = vocosa e y(t) = —gt + vosinw (6.6)

Integrando (6.6) e usando o fato que a posi¢go inicial da particula é (0, 0), obtemos

z(t) = (vocosa)t e y(t) = (vosina)t — %th (6.7)
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Das expressoes (6.6) e (6.7) podemos obter vérias informagdes sobre o problema.
Por exemplo:

i A trajetdria é uma pardbola:

g 2

- —— 6.8
203 cos?a ©35)

y = (tga)x
ii A altura e a distancia horizontal mdximas atingidas pelo corpo sdo respecti-

vamente
2 2 2

v8Iin o v,

Romaz = ——— € dmas = —2sin2a (6.9)
29 g

iii A duracdo do trajeto do corpo até colidir com o solo é

Yo si
T_ VSINQ
g

iv Variando-se e e mantendo vy constante, a distdncia horizontal mdxima que
pode ser atingida é

2
U

0

Dmaa: =
g

Que corresponde a um angulo o = 45°.

6.4 Movimentos oscilatorios

Entende-se por movimento oscilatério aquele que se realiza no entorno de uma
dada posicdo de equilibrio (ponto no qual a resultante das for¢as é nula). Um dos
casos mais simples, que passaremos a tratar, ¢ o de uma mola em que uma de suas
extremidades esta fixada e a outra estd presa a um corpo cujo movimento deseja-
mos descrever.

A experiéncia comprova que o esforco necessdrio para esticar ou comprimir uma
mola depende da extensdo da deformacdo produzida. Para pequenas deformagdes
(dentro dos limites eldsticos do material), podemos admitir que, esticada ou com-
primida, a mola exerce uma forca elédstica de restauracdo cuja intensidade € pro-
porcional a quantidade esticada ou comprimida.

Nessas circunstancias, vamos considerar 0 movimento no caso de um corpo sus-
penso, desprezando-se as for¢as de atrito e a massa da mola.

Considerando-se como origem do sistema de referéncia a posi¢do do centro de
massa do corpo no caso em que a mola nao estd nem comprimida nem distendida e
denotando-se por y(t) a posi¢do do centro de massa no instante ¢, convencionando-
se que y(t) > 0 se amola estd esticada e y(t) < 0 se estd comprimida. Veja a figura
abaixo.
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L

Yeq = myg/k

z(t)

Figura 6.3: Sistema Massa-Mola

Da segunda lei de Newton obtemos:
d*y

mw =mg — ky (6.10)

onde k£ > 0 € a constante eldstica da mola (constante de Hooke) que depende, den-

tre outras coisas, do tipo do material.

Impondo as condi¢des iniciais y(0) = yo e ¥'(0) = vp, obtemos, como modelo
para a descri¢do do movimento do corpo, a funggo y(t) solugdo de (6.10).

Podemos simplificar a equagéo se considerarmos z(t) = y(t) — % Isto equivale
a redefinir a origem do sistema de coordenadas situando-o agora no ponto de equi-
librio. De fato, y(t) é solugéo de (6.10) com dados iniciais y(0) = yo e ¥’ (0) = vo
se, e somente se, x(t) é solugdo de

d*x

Com dados iniciais z(0) = xp = yo — % e 2/(0) = vp.

A tnica solugdo de (6.11) que satisfaz as condi¢des dadas é:

x(t) = xpcoswt + 2 sinwt (6.12)
w
k ) . 2 , .
onde w = {/ — € denominada frequéncia angular e " = — o periodo das oscila-
m w

coes. Este movimento é chamado de harménico simples. Observe que (6.12) pode
ser expressa na forma z(t) = Asin(wt + 0), com

/ 2
A= x%—i—f}%e(S:arcsin(?)

sendo A denominada amplitude do movimento.

Ainda sobre esse tpico terfamos Oscilacdes amortecidas, o sistema massa-eldstico,
oscilacdes forcadas e fendmenos de ressonincia que nio trataremos nesse mini-
curso.
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6.5 Movimento pendular

Todos os modelos abordados até aqui se referiam a movimentos retilineos, isto é,
movimentos em uma Unica dimensdo. Nessas condicdes, as equacdes decorrentes
se reduziam diretamente ao caso escalar. Entretanto, para a descricdo das osci-
lagcdes de um péndulo, o cardter vetorial da segunda lei de Newton tem que ser
destacado.

Inicialmente vamos estabelecer algumas restricdes além das hipéteses de trabalho
consideradas anteriormente:

1. A distancia do ponto de suspensdo (P) do péndulo em relacdo a superficie da
Terra serd desprezivel em relacdo ao raio da Terra.

2. A haste do péndulo sera considerada um fio rigido e de massa desprezivel.
3. A massa pendular serd considerada pontual.
4. O atrito com o ar serd desprezado.

Nas figuras abaixo estio ilustradas a disposi¢@o das for¢as que atuam sobre a massa
pendular e os vetores que serdo considerados na descri¢do do processo oscilatdrio.

R "

-
- u,

r

1
]
\

(b)

Figura 6.4: Péndulo Simples

Pela segunda lei de Newton, podemos escrever

TH+mg=m (6.13)

dt?
Em seu movimento oscilatério, a massa pendular se desloca sobre um arco de cir-

cunferéncia de raio igual ao comprimento [ do fio e de centro no ponto de suspensdo
P, assim:

up = (cosb, sinf) e ug = (—sinb, cosb).

Tomando-se a derivada em relagdo a 6 em cada componente dos vetores acima
temos
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U dug

— =uge —— = —U.
) "
Se, em dado instante ¢, 6 representa o dngulo entre a aste do péndulo e a reta

vertical passando por P, temos

r = lu,,
T =-Tu,,
mg = (mgcosf)u, — (mgsind)uy.

onde T' = |T'|. Observa-se também que

@_ldur_ldurﬁ_l ﬁ
at " ar T Vae ar T ar

de onde podemos concluir que

d%“__l(cw)Q (2
az = at) az )

Substituindo a expressdo acima em (6.13), temos

(mgcost) — T) — (mgsinf)ug = ml [0"usheta — (6')?u,]

Como os vetores u, € uzheta sdo ortogonais, a equagdo vetorial acima se reduz as
seguintes equacdes:
g

0" (t) + Tsm 6(t) =0 (6.14)

mgcos (B()) +ml (0(t))* = T(t) (6.15)

A primeira equacgdo, que descreve a variagdo do dngulo 6 em funcdo do tempo,
¢ a lei do movimento propriamente dito. Portanto uma vez conhecida a solucdo
da primeira, temos diretamente, a partir da segunda, o médulo da forca de tracdo
como fung¢do do tempo.
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EXERCICIOS PARTE 2

6) Em certas circunstancias, um corpo B de massa m em queda, como o para-
quedista mostrado na figura abaixo, encontra resisténcia do ar proporcional
a sua velocidade v. Use a segunda lei de Newton para encontrar a velocidade
v do corpo em qualquer instante supondo que a direcdo positiva € para baixo.

Figura 7.1: Corpo Caindo com Resisténcia

7) Pela lei da gravitacdo universal de Newton, a aceleracdo de queda livre a
de um corpo, tal como o satélite mostrado na figura abaixo caindo de uma
grande altura, ndo € a constante g. Em vez disso, a aceleracdo a € inversa-
mente proporcional ao quadrado da distincia r entre o centro da Terra e o
corpo.

satélite g4
o)

|

m

superficie
i
Figura 7.2: Satélite
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8)

9)

CAPITULO 7. EXERCICIOS PARTE 2

a) Use o fato de que na superficie da Terra r = R para demonstrar a
constante de proporcionalidade.

b) Use a segunda lei de Newton e a parte (a) para encontrar a distincia 7.

Uma droga € injetada na corrente sanguinea de um paciente a uma taxa cons-
tante de r gramas por segundo. Simultaneamente, a droga é removida a uma
taxa proporcional a quantidade x(¢) de droga presente no instante ¢. Deter-
mine a equagdo que governa x(t).

Um projétil atirado de uma arma tem peso w = mg e velocidade v tangente
a trajetéria de seu movimento. Desprezando a resisténcia do ar e todas as
outras forgas exceto seu peso, encontre o sistema de equacdes que descreve
0 movimento.
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