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Prefacio

Cada minicurso serd composto por 4 aulas sendo 2 horarios com duracio duas
horas distribuidas no periodo de 09 a 11 de dezembro de 2016 e devera corres-
ponder ao nivel introdutério dos cursos do 2° Simpédsio de Formacio do Professor
de Matematica da Regido Nordeste.

Neste minicurso estaremos interessados em explorar configuracdes formida-
veis como esta da figura abaixo:
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Figura 1: Preenchendo um retangulo com triminés
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Capitulo 1

Ladrilhamentos do plano... um
aperitivo

“Por que a geometria me fascina... ou, o que 0s nossos professores
ndo nos contaram.”
— An6nimo dos Santos, ...pediu para se manter incognito

1.1 O problema e a arte de ladrilhar

... hd milhdes de anos a natureza brinca de preencher regides com padrdes de for-
mas que prendem nossa admiracdo com formatos muitas vezes interessantissimos,
a essa arte, vamos chamar genericamente de ladrilhar, ... ela € a especialista maior
nesta arte...

Figura 1.1: Natureza ladrilhando com arte 1
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Figura 1.2: Natureza ladrilhando com arte 2

Figura 1.3: Natureza ladrilhando com arte 2

...tdo brilhantes s@o os ladrilhamentos que o ser humano... um grande copiador
por natureza, procurou, ele mesmo, produzir seus préprios ladrilhamentos - com
bastante sucesso, convenhamos!

ou, mais recentemente
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Figura 1.6: Ladrilhos Contemporaneos

Existem intimeras maneiras de preencher (uma regido d)o plano. Contudo,
quando impomos condicdes de simetria, reduzimos drasticamente o nimero de
possibilidades e entdo, um problema matematicamente honesto que se coloca, con-
siste na busca de classificagdo destes preenchimentos. Por exemplo, se definimos
ladrilhamentos bem-comportados como sendo aqueles que satisfazem as condi-
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coes abaixo:

1. Os ladrilhos devem ser poligonos regulares, de um ou varios tipos.

2. A interse¢do de dois ladrilhos, se existir, é sempre um lado (todo) ou um
vértice.

3. A distribuicdo dos ladrilhos que incidem em cada vértice é a mesma se per-
corrida em um dos sentidos: hordrio, ou anti-horario

Sob as condi¢des acima, € bem conhecida a classificacio destes tipos de ladrilha-
mento (para um detalhamento bastante didético e acessivel deste interessante tema
recomendamos a leitura de [2]): o catdlogo completo deste ladrilhamento esta nas
figuras que seguem:

Lailaataere or dedecdzonos tridngulos Lacrilhamerto por hexigonos
hexigpaos - crecrados quadrados

X XXX

X X X
X X

X X X XXX

XXX XXX

X XX X

€, 0 que serd mais importante para nds, neste minicurso... o ladrilhamento regular
(ladrilhamento bem comportado formado por um unico tipo de poligono)!
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Figura 1.7: ladrilhamentos regulares
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Capitulo 2

Poliminos, parentes e agregados

2.1 Poliminos

2.1.1 Primeira xicara de café - um problema

Comecemos com um problema de olimpiada [1]

Um L— tetrominé € uma figura composta de 4 quadrados 1 x 1 na forma de L, veja

figura a seguir.
POt

Figura 2.1: L— tetrominds

(a) Diga, justificando, se um tabuleiro 8 x 8 pode ser ladrilhado por 16 ladrilhos
da forma L-tretrominds.

(b) Se do tabuleiro 8 x 8 removemos um quadrado qualquer 2 X 2, como na fi-
gura (2.2) o tabuleiro mutilado pode ser coberto por 15 ladrilhos do tipo
L-tretromind?

Figura 2.2: tabuleiro recortado

11
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SOLUCAO
(a) A resposta € sim. Dica: observe que dois L-tretrominds cobrem perfeitamente
um retangulo 2 x 4 do tabuleiro, veja:

(b) A resposta € ndo! No (2.2) temos 30 quadrados unitarios de cada cor. Nessa
pintura, cada L-tretrominé cobre um quadrado unitdrio branco e trés quadrados
unitarios pretos ou trés quadrados brancos e um quadrado unitario preto. Seja x
a quantidade de L-tretrominds cobrindo um quadrado unitdrio branco e trés qua-
drados unitarios pretos. Assim, este tipo de L-tretrominé cobre x + 3x quadrados
do tabuleiro. Seja y a quantidade de L-tretrominos cobrindo trés quadrados unité-
rios brancos e um quadrado unitdrio preto. Assim, este tipo de L-tretromind cobre
3y + y quadrados do tabuleiro. Com isto, somando cada contribuicdo obtemos:

(x 4+ 3z) + 3y + y) = 4z + 4y = 60 ou seja r+y=15

Como 30 quadrados unitdrios pretos devem de ser cobertos, tem-se 3z + y = 30.
Resolvendo estas equacdes, obtemos como solugdo: x = y = 7,5 que nao é um
ndmero inteiro!!! Impossivel!

2.1.2 segunda xicara de café - Poliminds... o que sao? o que podemos
fazer com eles?

Poliminds... enfim, o que é isto?

Poliminds sdo figuras geométricas conexas formadas por quadrados unitarios co-
nectados entre si por arestas comuns. Diversas questdes curiosas podem ser le-
vantadas envolvendo tais figuras! ...Algumas elementares, outras de alta comple-
xidade, outras ainda para as quais ainda se desconhecem respostas!

O pai deste “jogo”, Solomon Wolf Golomb (30 de maio de 1932, a 1 de maio
de 2016) foi um matemadtico norte americano, engenheiro e professor de engenha-
ria da University of Southern California, melhor conhecido por seus trabalhos em
jogos matematicos. Inventou o jogo Cheskers em 1948 e cunhou o nome. Desen-
volveu o jogo de poliminds e pentominds em 1953. Especializou-se em problemas
de andlise combinatdria, teoria dos nimeros, teoria dos cédigos, etc. Seu jogo pen-
tomind inspirou o jogo Tetris ®)(nunca jogou? estd disponivel online, em [5], por
exemplo).
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Figura 2.3: Solomon Golomb... o pai dos Poliminds

Observacao: Com o objetivo de classificar estas figuras (poliminds) identifica-
remos duas figuras sempre que puderem ser sobrepostas através das operagdes:
translagdo, rotacdo ou reflexdo (quer dizer, identificaremos figuras que sejam con-
gruentes, ou isométricas)

Existem 1 monomind, 1 domind, 2 trominds, 5 tetrominds e 12 pentominds, vide
figura abaixo:

U
13

o
T llEB]HIJ

Figura 2.4: monomind, domind,tromind e tetrominé

Exercicio 1 Quantos pentominds existem? Faca uma tabela com todos eles!
Exercicio 2 Mesmas perguntas do Exercicio 1 para os hexominds

Tente primeiro... se estiver muito complicado a lista completa dos pentaminds e
hexaminds encontra-se no Apéndice (4.1)

Exercicio - dificil Para cada nimero inteiro n, diga quantos poliminés de n-células
existem!

2.1.3 Domindés

Iniciamos esta subsecdo com um problema cldssico:
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Um domind é composto de 2 quadrados conectados por uma aresta comum e
possui apenas um formato, o de um retangulo. Dado um tabuleiro de xadrez (ou
damas) com um par de quadrados esquinas opostos retirados, como na figura (2.5)
e uma caixa de dominds, cada um dos quais cobrem exatamente 2 quadrados, é
possivel cobrir este tabuleiro completamente com os dominds (sem deixar qualquer
quadrado livre e sem sobreposi¢do)?

Figura 2.5: Tabuleiro menos dois quadradinhos diametralmente opostos

... pense um pouco sobre esta questdo antes de ler a solucio a seguir!

...pense mais um pouco...

Descobriu? A resposta € negativa!

Por qué? Vamos a uma prova: um tabuleiro tipico de xadrez contém 64-casas de
tons alternadas escuro-claro. Neste tabuleiro cada dominé cobrird exatamente dois
quadradinhos de tons distintos, ou seja, n dominds cobrird um nimero igual de
pecas claras e escuras. Contudo no tabuleiro defeituoso (omitidas as duas pegas)
havera um nimero maior de tons claros (que escuros, ou vice-versa), de modo que
o tabuleiro ndo pode ser totalemente preenchido. Este é um tipico teorema que de
Geometria Combinatorial

2.1.4 Trominés

Problema: E imediato que néio é possivel cobrir um tabuleiro 8 x 8 completamente
com trominds — poliminés de 3 quadrados!!! pois 64 ndo € divisivel por 3. Ao invés
disso perguntaremos: E possivel cobrir o tabuleiro 8 x 8 com 21 trominds e um
monominé (quadradinho s6)?

Vamos estudar caso a caso, as possibilidades:
Primeiramente, suponha que vamos recobrir o tabuleiro com linha-trominéds: 21
linha-trominds;



2.1. POLIMINOS 15

Estratégia:

Colorir o tabuleiro é colorido “patrioticamente” com verde-amarelo-azul (ver fi-
gura a seguir) e observamos que um tromind cobrird um quadradinho de cada cor,
independentemente de onde for colocado. Assim 21 linha-trominds cobrirdo exa-
tamente 21 quadrinhos amarelos, 21 azuis e 21 verdes.

Figura 2.6: Tabuleiro patridtico: verde azul e amarelo

Contudo temos 22 quadrinhos azuis, 21 amarelos e 21 verdes

Veja: se um monomind é posto no quadrinho inferior esquerdo, teremos o restante
do quadro serd composto de 22-azuis, 21-amarelos e 20-verdes, de modo que nesta
configuragdo é impossivel recobrir o tabuleiro por 21 linha-trominds!

Se alguma outra quina tivesse sido coberta com o monomind, poderiamos girar o
tabuleiro até que o monominé se encontrasse na posicao inferior a esquerda, e a
construcdo seria ainda impossivel — todos as quatro quinas sdo simétricas uma a
outra!

O tabuleiro pode ser movido por rotacdo e reflexdo de modo que qualquer quina
seja permutédvel pela outra. Se a constru¢do € impossivel em uma situacio entdo
também o € na outra simétrica a esta!

Argumentos de simetria sdo ferramenta muito poderosa em geometria combinaté-
ria. Por exemplos, por esta razdo se 0 monominé € posicionado em qualquer qua-
dradinho amarelo ou verde entdo a construcdo € impossivel e o mesmo se dando
no caso das pecas em posicdes simétricas.

Assim, as Unicas pecas que ndo sdo excluidas por simetria sdo as azuis a seguir:

Figura 2.7: Tabuleiro vermelho e azul

cuja solugdo é:
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—

Figura 2.8: Uma solu¢do

Quando outro tipo de trominé é considerado, o resultado € surpreendentemente
diferente: nio importa onde no tabuleiro de xadrez um monominé € colocado, os
quadrinhos restantes poderao sempre ser cobertos por 21 L-trominds.

Considere inicialmente um tabuleiro 2 x 2. Independente de onde o monominé é
colocado os outros trés quadrados podem ser cobertos por um L-tromind.

Considere um tabuleiro 4 x 4.Divida-o em quartos cada um dos quais 2 x 2. In-
dependente de onde o monominé € colocado os outros trés quadrados podem ser
cobertos por um L-trominés. Por exemplo, se for colocado no extremo superior
esquerdo, ou se for colocado um monominé em posicao central entdo... ver figura
abaixo:

ou seja pode-se recobrir todo o tabuleiro, excluida uma peca! A figura abaixo
indica como prossegue 0 processo
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2.1.5 Tetrominos

Iniciamos esta se¢io com alguns teoremas desafio. Vocé seria capaz de demonstra-
los? No Apéndice 2 estardo as dicas de alguns deles!

Teorema 2.1.1. Tabuleiros de xadrez sempre podem ser recobertos com linha-
tetrominds, tetrominds quadrados, T-tetrominds ou L-tetrominds

Demonstracdo. Dica:

H

O]

Teorema 2.1.2. E impossivel cobrir todo o tabuleiro ou um iinico eixo (linha) com
tetrominds torcidos

Teorema 2.1.3. E impossivel cobrir o tabuleiro com 15 T-tetraminds e um qua-
drado tetromino.

Teorema 2.1.4. E impossivel cobrir o tabuleiro com 15 L-tetraminds e um qua-
drado tetromind.

Demonstragdo. Dica: Pinte o tabuleiro como na figura seguinte:
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Teorema 2.1.5. E também impossivel cobrir um tabuleiros com um quadrado te-
tromind e qualquer combinagdo de tetrominds linha ou torcidos.

Demonstracdo. Dica: Pinte o tabuleiro como sugerido na figura:

2.1.6 Pentominéds

Como cobrir o tabuleiro com pentominds e quatro quadradinhos?

o ] [
IRIEILE

| [—
Quais sdo as possibilidades quando os quatro quadradinhos formam um quadrado
tetramind. Em quais locais podem se encontrar o centro do tetraminé

onde a parte cinzenta € da forma
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2.2 Ciclo reprodutivo dos poliminés

2.2.1 Autorreplicacao

Um poliminé € autorreplicante se com a justaposi¢cdo de um certo nimero
de pecas idénticas pode-se obter um novo poliminé semelhante em escala maior.
Quais sio os poliminds (sem ser monominds e dominds, que ndo tem graca!) de
um mesmo tipo que se convertem em sim mesmos

A s

Exercicio: Obtenha a lista de todos os pentominds autorreplicantes:

Exemplos:

Observe, contudo, que nem todos os pentominds sdo autorreplicantes: o 9-
mind seguinte ndo € autorreplicante.

Pergunta: Vocé saberia dar exemplos de outros poliminds que nio sejam autorre-
plicantes? Qual € o menor nimero de células de um poliminé que nio seja autor-
replicante?

2.2.2 Heterorreplicacao

Um poliminé € heterorreplicante se com a justaposicdo de um certo niimero de
pecas (ndo mais de mesmo tipo, mas) de mesmo nimero de quadradinhos pode-se
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obter um novo poliminé semelhante em escala maior

!

Z'@@ ]

i

i

@@ﬁ

el
=)
== £
R

%

Vocé saberia formar outros exemplos? De ordens mais baixas ou mais altas?

2.3 Ordem de poliminé6s

Dizemos que um poliminé P tem ordem 7 se n € o nimero minimo de c6-
pias congruentes (idénticas) que podem ser montadas (via translacdo, rotacio e
reflexdo) para formar um retangulo. Para aqueles poliminds que preenchem um
retdngulo ndo definimos ordem.

Exemplos:

ORDEM 1: Um poliminé de ordem 1 € um retangulo!

ORDEM 2: Um poliminé de ordem 2 é um “meio retangulo” ji que duas cdpias
idénticas dele irdo compor um retangulo! Na prética isto significa que duas copias
serdo obtidas uma da outra por uma rotagdo de 180 graus
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==l R ]

5 (0] ] [ [ 2]

...outros exemplos???

o que serd o poliminé de ordem 3?

ORDEM 3:

m

Teorema 2.3.1 (Ian Stewart). Ndo existem poliminos de ordem 3.

De fato a tinica forma de se particionar um polimind trés copias identicas de
uma figura geométrica bem-comportada ¢ se forem 3 retangulos, o qual j4 sabemos
tem ordem 1

ORDEM 4: Existem varias formas de combinar poliminds para formarem retan-
gulos...
...uma delas ¢é através de rotacdes de 90 graus

... outras formas envolvem simetrias de “quatro dobras” do retingulo nele mesmo
(direita-esquerda, baixo-topo) como a seguir:

>

...ou também
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E existem construcdes sistemadticas para poliminds do tipo 4s para todo s

Exemplos:
5 ik
J— u
gt n j
Iy |7
- LT
Y — o5

Heptomind de ordem 76 Hexominé de ordem 92



Capitulo 3

Primos e agregados: os
Politriangulos e os Polihexagonos

3.1 Os primos da familia: os Politriangulos

O pai desta se¢do chama-se Frank Harary:

|
|
|
|
|
|
|
ii

Figura 3.1: Frank Harary

Frank Harary (11 de margo de 1921 a 4 de janeiro de 2005) foi uma matematico
norte americano especialista em Teoria dos Grafos. De fato ele é tido como um
dos pais da moderna teoria dos grafos. Harary foi um grande expositor e que
formou toda uma geracdo de especialistas na teoria dos grafos. Expandiu a sua drea
para outros campos do conhecimento tais como Fisica, Psicologia, Sociologia e até
Antropologia. Dotado de um fino senso de humor, Harary desafiava e entretinha
suas platéias e audiéncias independentemente do nivel de sofisticacdo matematica.
Um truque particular que ele gostava de utilizar consistia em transformar teoremas
em jogos.

Professor Frank Harary, sugeriu considerar o ladrilhamento de regides planas ndo
somente por quadrados, mas também por outras figuras e, neste ladrilhamento, con-

23



24CAPITULO 3. PRIMOS E AGREGADOS: OS POLITRIANGULOS E OS POLIHEXAGONOS

siderar n-ominos para preenchimento de regides planas, as células para comporem
estas figuras (animais) seriam outros poligonos regulares que preenchem o plano,
precisamente: tridngulos equildteros e hexdgonos regulares.

Combinagdes conexas justapostas por arestas de tridngulos serdo chamados ani-
mais triangulares e combinagdes conexas justapostas por arestas de hexdgonos
serdo chamados animais hexagonais! Vamos produzir animais triangulares e he-
xagonais de n-células?

3.1.1 Politriangulos ou poliamantes?

Iremos chamar as combinacdes conexas, justapostas por arestas de tridngulos, de
politridngulos, ou politris (para os amigos), ou ainda, para os intimos, poliamantes!

Os primeiros... com 1, 2, 3 e 4 células, chamados respectivamente de monotriz ou
monoamante, diatriz ou diamante, tritriz ou triamante e tetratriz ou tetramante (0s
nomes travalinguas "tritriz"e "tetratriz'"nos motivam fortemente a utilizar a nomen-
clatura n-amante ao invés de n-triz)

Al & &> | v A
i .., ..

Diversas perguntas podem ser feitas, por exemplo:

Pergunta: E possivel preencher o(s) losango(s) seguintes (3.2) com diamantes?
triamantes? tetramantes? De quantas maneiras? E se for misto triamantes e tetra-
mantes?

Figura 3.2: Losangos triangulados

Vamos fazer um catdlogo dos hexamantes (com 6)?... temos 12 hexamantes:
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Figura 3.3: Os hexamantes

Uma pergunta: Com quais destes hexamantes é possive cobrir o losango (3.2)?

Uma possivel resposta: com todos eles, um exemplo:

Outra pergunta: E possivel preencher a célula hexagonal seguinte com hexa-
mantes? [Observagdo: os 2 dltimos da tltima linha na lista (3.3) nunca poderdo
comparecer em nimero impar. Por que?]

Qual o catdlogo completo dos politris de 7 células? Dica: sdo 24 (vide 4.2)
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3.2 Os agregados da familia: os Polihexagonos

Vamos considerar agora os primos dos poliminds, os polihexagonos, ou para os
amigos, polihexs. As regides a serem consideradas sdo ladrilhadas por hexdgonos
regulares e as figuras elementares (animais hexagonais) a serem justapostas para
ladrilhar tais regides sdo justaposicdes conexas de hexagonos regulares. A seguir
os animais (d€ um nome a cada um deles)

Alguns animais hexagonais (nossos polihexs)
o8 g% B

i EB

P
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&
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O tridngulo hexagonal de lado 7 na figura a seguir contem 28 hexdgonos. Algumas
perguntas:
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Problema 1: E possivel preencher a figura com 7 cépias de um dnico tipo de
tetrahex (é permitido girar)
Problema 2: Esta figura pode ser preenchida com combinagdes dos seguintes te-

trahex?
secchiiect o@ )

Problema 3: Com relagdo ao problema anterior... E se substituirmos os tetrahex

por estes?
@ ’ @ » © % ?

Problema 4: E possivel preencher a figura fazendo uso de exatamente um de cada
um dos sete tipos de tetrahex?
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Apéndice 1

[Lista completa de pentominés e hexominds] Segue abaixo a lista completa dos
pentominds

[ H L]
= T & F
] -
N T
N [
R %0 KK .
A\ w X Y

Figura 4.1: a lista FILIPINO TUVWXYZ de pentominds

E também a lista completa dos hexominds

29
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Y
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Acima, 05 24 hexominds impares

o o pH
S

Acima, 0s 11 hexominos pares

m W g et R
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Figura 4.2: a lista dos hexominds

4.2 Apéndice 2

[Lista completa de heptamantes]
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Figura 4.3: a lista dos hexominés

4.3 Apéndice 3

[Solugdes dos problemas com os polihex]
Solucao ao problema 1: S¢ existe um tipo de tetrahex que recobre o tridngulo

Solucao ao problema 2 Ha 2 possiveis solucdes, uma com simetria central, a outra
nao:

Solucao ao problema 3
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Nao ¢ possivel! Dica: Colorir a figura com 3 cores distintas, como segue! Quantas
cores serdao ocupadas de cada pega? (perceba que cada uma das formas de tetrahex
utilizada neste problema ird cobrir uma célula de cada cor, ndo importando em que
lugar foi posicionada... certo?) Agora tudo se resume a problema de contagem:
quantos a’s existem? quantos b’s? quantos c’s?

Soluc¢ao ao problema 4: Nio é possivel! Apenas uma dica: estude as possiveis
posicdes (ndo equivalente) para o tetrahex em forma de trifélio (simbolo da radio-
logia!) e verifique em cada uma delas a impossibilidade!
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4.4 Apéndice 4

[Folhas para atividades!]
Neste apéndice, as fichas para realizacdo das atividades propostas!

33
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Free Grid Lined Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/gridlined/

Figura 4.4: ficha quadriculada para atividades
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Free Grid Lined Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/gridlined/

Figura 4.5: ficha quadriculada para atividades

A
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Free Grid Lined Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/gridlined/

Figura 4.6: ficha quadriculada para atividades
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Free Triangle Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/triangle/

Figura 4.7: ficha triangulada para atividades

A
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Free Triangle Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/triangle/

Figura 4.8: ficha triangulada para atividades
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Free Triangle Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/triangle/

Figura 4.9: ficha triangulada para atividades

A
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Free Hexagonal Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/hexagonal/

Figura 4.10: ficha de hexagonos para atividades
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Free Hexagonal Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/hexagonal/

Figura 4.11: ficha de hexagonos para atividades
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Free Hexagonal Graph Paper from http://incompetech.com/graphpaper/hexagonal/

Figura 4.12: ficha de hexagonos para atividades
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