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Prefacio

No Ensino Bésico, a justificativa apresentada para o estudo dos nimeros ir-
racionais apoia-se principalmente no fato de que tais nimeros aparecem em for-
mulas para o cdlculo de perimetros, dreas e volumes e com solugdes de equagdes.
Neste trabalho mostraremos como dar um enfoque diferente aos ndimeros irracio-
nais. Apresentaremos situacdes onde algo interessante e ndo 6bvio acontece por-
que um determinado ndmero € irracional. Esperamos que esta nova perspectiva
que articula nimeros irracionais com problemas em geometria seja util aos colegas
professores e aos alunos de licenciatura em Matematica interessados no ensino e
na aprendizagem de nimeros irracionais.



Capitulo 1

Introducao

Os niimeros irracionais sdo apresentados aos estudantes bem cedo, geralmente
no 82 ano do Ensino Fundamental, quando hd a necessidade de ampliar os con-
juntos numéricos para abordar certos conteidos da Matemadtica: o Teorema de
Pitagoras e suas aplicagdes, o célculo do perimetro e da area de circulos e solu-
¢des de equagdes quadraticas. O assunto é normalmente retomado no 12 ano do
Ensino Médio por conta do estudo das fungdes reais elementares que fazem parte
do curriculo deste ano.

Varias pesquisas t&ém apontado para a dificuldade de se ensinar e aprender esse
assunto na escola bdsica e nos cursos de formacao de professores de Matemética.
Neste cenario, um erro frequente detectado entre os alunos é o de eles considera-
rem, por exemplo, que 7 é igual a 3,14 e que /3 é igual a 1,73. Afinal, ao cal-
cularem perimetros, dreas e volumes, o que geralmente se faz, no final, é substituir
7 e v/3 por suas aproximacdes mais conhecidas com uma ou duas casas decimais
apos a virgula. O proprio Simon Newcomb, importante astronomo e matematico,
declarou em 1882 que: "Se a razdo entre a circunferéncia de um circulo e seu di-
ametro fosse escrita com 35 casas decimais, isto seria suficiente para determinar
toda a circunferéncia do universo visivel com um erro ndo maior do que o me-
nor comprimento visivel no mais potente microscépio."Newcomb(1882). Como
nos diz Havil (2012), nos dias atuais, com o avango tecnoldgico, seria necessa-
rio aumentar bastante o nimero de casas decimais de 7 para que a declaragdo de
Newcomb continuasse sendo valida. Ainda assim, segundo Havil, para a maioria
das situacdes préticas, ndo sdo necessdrias aproximagdes de m com muitas casas
decimais. O mesmo acontece frenquentemente com outros nimeros irracionais em
questdes préticas: pode-se substitui-los por uma aproximagio sem maiores proble-
mas (Havil, dd exemplos em Musica e na construgdo de caixas acusticas).

A questdo € que os alunos ndo se deparam com situacdes onde eles precisem
usar o fato de que um determinado nimero ( /3, por exemplo) é irracional.

Em vez de relacionar niimeros irracionais com célculos de perimetros, dreas
e volumes ou solucdes de equagdes como costumam fazer muitos livros didati-
cos, neste trabalho procuramos dar um enfoque diferente aos nimeros irracionais:
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apresentamos varios exemplos onde algo interessante e ndo ébvio acontece porque
um determinado ndmero € irracional. Esperamos que esta nova perspectiva que
articula ndmeros irracionais com problemas em aritmética, combinatdria e geome-
tria seja util a colegas professores do Ensino Bésico e a alunos de licenciatura em
Matematica interessados no ensino e na aprendizagem de nimeros irracionais.



Capitulo 2

Nuameros Irracionais e Geoplanos

O geoplano (geoboard em inglés) é uma ferramenta de manipula¢do para o
ensino de geometria inventado pelo matemético e educador egipcio Caleb Gattegno
(1911-1988). Ele ¢ constituido por uma placa, geralmente retangular, de madeira
ou isopor, com pregos fixados, em torno dos quais se enrolam elasticos coloridos de
borracha, o que permite modelar poligonos cujos vértices sdo representados pelos
pregos (Figura 2.1).

DI YT

Figura 2.1: Um geoplano.
Fonte: The Math Learning Center.

O geoplano tem sido usado no ensino de perimetros, areas, semelhanga e con-
gruéncia de poligonos, angulos, transformacdes geométricas, simetrias e muitos
outros assuntos. Entre as atividades classicas sugeridas para o geoplano esta in-
vestigar quais sdo os tipos de tridngulos que podem ser construidos com ele. Uma
versdo virtual desta atividade construida com a ajuda do software GeoGebra (que
pode, inclusive, ser executada em tablets e smartphones) esta disponivel no ende-
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6 CAPITULO 2. NUMEROS IRRACIONAIS E GEOPLANOS

reco <http://www.geogebratube.org/student/m39903?mobile=true>. (A atividade
completa estd disponivel em <http://www.professores.uff.br/hjbortol/arquivo/2015.
2/icme-13/geoboards.rtf>.) Usando um geoplano (concreto ou virtual), o leitor
ndo terd dificuldade de verificar que € possivel construir um tridngulo retangulo
isésceles, um tridngulo retdngulo escaleno, um tridngulo acutdngulo isdsceles, um
tridngulo acutangulo escaleno, um tridngulo obtusangulo isésceles e um tridngulo

obtusdngulo escaleno.

(a) um tridngulo retangulo isésceles (b) um tridngulo retangulo escaleno (c) um tridngulo acutangulo isésceles
(d) um tridngulo acutingulo escaleno (e) um tridingulo obtusangulo isésceles (f) um tridngulo obtusangulo escaleno

Figura 2.2: Triangulos com vértices em uma malha quadrada.

Uma pergunta que surge, neste contexto, é se € possivel construir um trian-
gulo equildtero no geoplano. Note que o geoplano pode ser modelado através de
uma malha quadrada, isto €, através do conjunto de pontos do plano cartesiano
da forma (4, 7), com i e j inteiros. Assim, em termos matemadticos, perguntar se é
possivel construir um tridngulo equildtero no geoplano é equivalente a perguntar se
existe tridngulo equildtero com coordenadas inteiras. Como veremos no préximo
teorema, a resposta a esta pergunta é ndo, porque /3 é um niimero irracional.

Teorema 1 Ndo existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coor-
denadas inteiras.

Demonstracio (por areas): Suponhamos, por absurdo, que seja possivel construir
um tridngulo equildtero ABC' com coordenadas inteiras: A = (va,ya),B =
(xp,yp) e C = (xc,yc) com T 4, ya, T, YB, TC € Yo nimeros inteiros. Sejam
¢ a medida dos lados desse tridngulo equilatero, C D E'F' o retdngulo com vértices
D = (za,yc), E = (za,yg) e F = (zc,yB) € a,b,c,d,e e f as medidas dos
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Figura 2.3: Nio existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coordenadas
inteiras — o argumento da drea.

Observe que a, b, c,d, e e f s@o nimeros inteiros por se tratarem de diferen-
cas de nimeros inteiros (isto é, diferencas das coordenadas de A, B, C, D, E
e F). Temos também que a drea do retingulo CDEF é um ndmero inteiro por
tratar-se de um produto de nimeros inteiros (a f). Denotemos por S4p¢c a drea do
tridngulo ABC'. Observe que

Sasc = Sepcr — (SBrc + SaeB + Sapc)-

Assim, 2v/3/4 = af — (ab/2 + ¢d/2 + ef/2), de modo que (2V/3 = 4daf —
2(ab + cd + ef). Note que o lado direito dessa equagdo é um nimero inteiro por
tratar-se de somas e produtos entre inteiros. Temos também que ¢? é um ntimero
inteiro, uma vez que 2 = a? + b%. Dai, concluimos que

V3= 4af—2(al;2+cd+ef)

¢ um nimero racional, o que é um absurdo! Portanto, nio existe em R? tridngulo
equilatero com vértices com coordenadas inteiras. m

Uma outra maneira de demonstrar este teorema € utilizando trigonometria.
Demonstracio (por trigonometria): Suponha, por absurdo, que tal tridngulo
equilatero exista. Sem perda de generalidade, suponha um de seus vértices na
origem (ver Figura 2.4) com 0° < 8 < 90° e 5 # 30°.

Seja « = 60° + 5. Ou seja, 60° = o — . Entdo, tg60° = tg(a — ). De-

senvolvendo os dois membros desta equacio, temos que /3 = %. Mas,
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60°

Figura 2.4: Nio existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coordenadas
inteiras.

tgf = y(C)/z(C) € Qe tga = y(B)/x(B) € Q. Temos, portanto uma con-
tradicdo, ja que v/3 é irracional e % é racional. Assim, ndo existe em R?
tridngulo equildtero com vértices com coordenadas inteiras. m

Observacao: Existem outras provas para o Teorema 1 usando diferentes técnicas
(nimeros complexos, determinantes, vetores, o Teorema de Pick). Todas utilizam
o fato de que /3 é irracional.

Corolario 1 Ndo existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coor-
denadas racionais.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que exista um tridngulo equilatero ABC
cujos vértices possuam coordenadas racionais. Neste caso, usando as mesmas no-
tagdes e seguindo os mesmos passos introduzidos na demonstragdo do teorema
anterior, também concluiriamos que

/3 daf —2(ab+ cd + ef)

3 7 )

. . . , . . . 4daf—2(ab+cd
o que é um absurdo, pois v/3 é um niimero irracional e o nimero W

¢ racional (ja que € o resultado de operacdes de soma, subtragdo, multiplicagdo e
divisdo de ndmeros racionais). Outra forma de demonstrar este coroldrio € a se-
guinte: suponhamos, por absurdo, que exista um tridngulo equildtero ABC' cujos
vértices possuam coordenadas racionais. Aplicando uma homotetia adequada, po-
demos ampliar o tridngulo A BC preservando seus angulos, a proporcionalidade de



seus lados e de tal modo que seus vértices possuam coordenadas inteiras. Ou seja,
a partir de um triangulo equildtero com vértices de coordenadas racionais, pode-
mos construir um novo tridngulo equilatero com vértices de coordenadas inteiras.
Mas, como ja sabemos, isso ¢ um absurdo. Portanto, ndo existe em R2 tridngulo
equildtero com vértices de coordenadas racionais. m

Outro tipo de malha que pode ser considerada no plano é a malha isométrica:

. = /31 : V3 i+2j] .
a malha cujos pontos sdo da forma z(%, 3) +34(0,1) = (%, 1), com i e
J nimeros inteiros, ou seja, uma malha formada por justaposi¢cdes de tridngulos
equilateros. Em uma malha isométrica é possivel construir quase todos os tipos

de tridngulos, incluindo o equilédtero (Figura 2.5). Observe que o tnico tridngulo

(a) um tridngulo equildtero (b) um triangulo retangulo escaleno (c) um tridngulo acutangulo isésceles

(d) um tridngulo acutangulo escaleno (e) um tridngulo obtusangulo isdsceles (f) um tridngulo obtusangulo escaleno

Figura 2.5: Triangulos com vértices em uma malha isométrica.

que ndo aparece na Figura 2.5 € o tridngulo retdngulo is6sceles. Como veremos no
préximo teorema, isso acontece novamente porque /3 é um niimero irracional.

Teorema 2 Ndo existe em R? tridngulo retdngulo isésceles com vértices
sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstracio: Suponhamos, por absurdo, que seja possivel construir um tridn-

gulo retangulo isésceles ABC' com vértices sobre os pontos da malha isométrica:

A = (za,y4), B = (zB,ys) e C = (zc,yc), com x4, rp € rc nimeros da
iv/3

forma “%=, 7 inteiro, € com y4, yp € yc nimeros racionais. Sejam ¢ a medida

dos catetos desse tridangulo retangulo isésceles, CDEF' o retangulo com vértices
D = (za,yc), E = (za,yg) e F = (zc,yB) e a, b, ¢, d, e e f as medidas
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8

Figura 2.6: Nio existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices sobre os
pontos de uma malha isométrica — o argumento da 4rea.

dos segmentos CF, FB, BE, EA, AD e DC, respectivamente (Figura 2.6). Na
Figura 2.6 temos que a, d e e sdo nimeros racionais por se tratarem de diferencas
de racionais. As medidas b, c e f sdo nimeros da forma "[ , com ¢ inteiro, por se
tratarem de diferencas de nimeros desse mesmo tipo. Observe agora que a drea do
retingulo CDEF' é dada por: Scpgpr = af. Como a é racional e f € da forma

“/ , entdo Scppr é um nimero da forma r v/3, com r um nimero racional. Note

tambem que a drea do tridngulo ABC € igual a 5, e que as dreas dos tridngulos
ACD,ABFE e BCF sao nimeros da forma s V/3, com s racional. Logo, a soma
das dreas desses trés tridngulos é da forma ¢ /3, com t racional. Uma vez que a
drea do tridngulo ABC é dada por Sapc = Scprr — (Sacp + SaBe + Sper),
segue-se entao que

L VB-tVE=(r—0)Va (+)

Perceba que ¢ = c?+d? = f?+¢? é um nimero da forma (242 23) +d? = % +d?,
ou seja, £2, e, portanto, £? /2 é um ndmero racional. Por outro lado, na equagdo (¥),
temos que (r — t) v/3 é um nimero irracional, pois 7 — ¢ é um nimero racional
(ndo nulo, pois, caso contrdrio, por (k), ¢ seria igual a zero, o que ndo é o caso),
/3 é um nimero irracional e o produto de um niimero irracional por um racional
nao-nulo é um ndmero irracional. Temos assim uma contradi¢cdo! Portanto, nio
existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices sobre as coordenadas de
uma malha isométrica. m
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Corolario 2 (A Vinganga do Tridngulo Equildtero) Néo existe em R? qua-
drado com vértices sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstracio: Suponha por absurdo que exista quadrado com vértices sobre
os pontos de uma malha isométrica. Note que ao tracarmos uma das diagonais
desse quadrado obteremos dois tridngulos retangulos isdsceles com vértices sobre
os pontos da malha isométrica, o que é um absurdo pelo Teorema 2! Portanto, ndo
existe em R? quadrado com vértices sobre os pontos de uma malha isométrica. g

Entre as malhas que podem ser construidas usando-se justaposicdes de poli-
gonos regulares, existe ainda a malha hexagonal, aquela formada por hexdgonos
regulares adjacentes (conforme [2]). E na malha hexagonal? E possivel construir
um tridngulo equildtero? E um quadrado? E fcil ver que é possivel construir um
tridngulo equildtero na malha hexagonal (Figura 2.7). Contudo, como na malha

Figura 2.7: Triangulo equildtero com vértices em uma malha hexagonal.

isométrica, ndo é possivel construir um quadrado. Com efeito: um hexagono regu-
lar de lado igual a 1 é composto por seis tridngulos equilateros de lado 1. Entdo,
se fosse possivel construir um quadrado na malha hexagonal, também seria pos-
sivel construir na malha isométrica. Mas ja sabemos que tal fato € impossivel.
Observagio: Vimos que no plano cartesiano R? ndo é possivel construir um tri-
angulo equildtero com vértices com coordenadas inteiras. E no espago R3? De
fato, € possivel construir um tridngulo equildtero com vértices com coordenadas
inteiras no espaco R3. O tridngulo de vértices A = (1,0,0), B = (0,1,0) e
C = (0,0,1) é equildtero (Figura 2.8): veja que a medida do lado AB ¢ igual
a ||[AB|| = V12 +12+02 = /2. Igualmente, temos que as medidas dos la-
dos AC e BC sio respectivamente iguais a ||AC| = v124+02+12 = /2 e
| BC|| = V02 + 12 4+ 12 = /2. Assim, o triangulo ABC ¢ equildtero.
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2 \

Figura 2.8: Tridngulo equildtero no espago com vértices com coordenadas inteiras.

Durante nossas pesquisas para a realizagao deste trabalho descobrimos que nas
décadas de 70 e 80 havia discriminag@o contra judeus nos exames de acesso ao De-
partamento de Mecénica e Matematica da Universidade Estadual de Moscou. Ju-
deus e outros estudantes "indesejdveis"eram avaliados separadamente por exames
orais, com problemas muito mais dificeis do que eram dados a outros candidatos.
Havia uma lista de problemas "especiais"para esses alunos, que ficou conhecida
como Killer Problems. Alguns problemas tinham intencionalmente perguntas am-
biguas, alguns eram resolvidos com célculos tediosos, e alguns até tinham premis-
sas impossiveis. Havia também uma selecio de problemas especiais cuja solugao
era "simples"e curta, mas muito dificil de encontrar. Um dos problemas que figu-
rava nessa selecdo estd relacionado com o Teorema 1(Figura 2.9).

Problem 8. Is it possible to put an equilateral triangle onto a square grid so that all
the vertices are in corners?

Figura 2.9: Problema selecionado para judeus para acesso ao Departamento de Me-
canica e Matematica da Universidade Estadual de Moscou.
Fonte: Tanya Khovanova e Alexey Radul. Killer Problems. The Ame-
rican Mathematical Monthly, v. 119, n. 10, p. 815-823, 2012.

Esse tipo de problema foi muito importante para os examinadores, porque tais
problemas ajudaram a proteger o departamento de recursos e queixas. No caso de
um escandalo internacional supondo que o povo judeu estava sendo discriminado
por terem que resolver problemas que eram muito dificeis, alguns desses problemas
e as suas solugdes de cinco linhas poderiam ser apresentadas.



Capitulo 3

Numeros Irracionais e Epiciclos

Dizemos que um ponto P descreve um movimento epiciclico se sua posi¢ao ao
longo do tempo pode ser descrita pela combinagdo de dois movimentos circulares
uniformes da seguinte maneira: o ponto P descreve um movimento circular com
velocidade angular constante ws sobre uma circunferéncia C'y de raio 5 > 0 e cen-
tro .S, e o ponto S, por sua vez, descreve um movimento circular com velocidade
angular constante w; sobre uma circunferéncia C de raio r; > 0 e centro em O.
Supondo, sem perda de generalidade, que O = (0,0) e que, no instante ¢ = 0,
S = (r1,0) e P = (r; +12,0), a posi¢do (z(t), y(t)) do ponto P, em fungdo do
tempo ¢, é dada por (Figura 3.1):

x(t) = ricos(wit) + racos(wat), G.1)
y(t) = risen(wit) + rosen(wat). '
yA

0
,‘4 R O 0 ricos(wit)

Figura 3.1: Movimentos epiciclicos.

13
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A Figura 3.2 descreve alguns exemplos de trajetérias de movimentos epicicli-
cos para diversos valores dos pardmetros 71, wi, r2 € Wo.

g

®)r1 =1,5,w; = 2;7r9 = 0,7; wy = 4 (cardioide).

©r1=2,w =170 = 2wy = —1. Dry =2;u, :\/5;7“2:1;’(1)2:1.

Figura 3.2: Trajetdrias de alguns movimentos epiciclicos.

Uma atividade virtual, também construida no GeoGebra, € encontrada em <http://
www.geogebratube.org/student/m41370?mobile=true>, onde o aluno pode trocar
os valores de 71, ro2, w1 € wsy € ver como funciona um movimento epiciclico.

Quando r; = 79, wiw2 < 0, a trajetéria do movimento epiciclico € chamada
de rosicea porque sua forma € similar a pétalas de flores (Figura 3.3).Aqui, o es-
tudante pode investigar como os parametros 71, 72, wi € we determinam o nimero
de pétalas - a atividade completa esta disponivel em <http://www.professores.uff.
br/hjbortol/arquivo/2015.2/icme-13/epicycles.rtf>.
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Figura 3.3: Rosdceacomr; =r; = 1.3, w; = —1l e wy = 4.

Lembramos que uma trajetéria t — (x(t), y(t)) é periddica com periodo T' >
Oseparatodot € R, z(t+7T) = z(t) e y(t + T) = y(t). O menor T" > 0, se
existir, tal que z(t + 7)) = x(t) e y(t + T') = y(t) para todo t € R, é denominado
o periodo fundamental da trajetéria. Observe que os movimentos epiciclicos (a),
(b) e (c) da Figura 3.2 descrevem trajetdrias periddicas: a trajetéria do Item (a)
tem periodo fundamental 7' = 2 7, a do Item (b) tem periodo fundamental 7" = 7
e a do Item (c) tem periodo fundamental 7' = 27. Quando uma trajetéria de um
movimento epiciclico € periddica? Serd que a trajetéria do movimento epiciclico
do Item (d) da Figura 3.2 é peridédica? O teorema a seguir nos dé a resposta!

Teorema 3 Um movimento epiciclico descrito pelas Equagdes 3.1 descreve
uma trajetoria periddica se, e somente se, wa = 0 ou a razdo wy/wy é um
niimero racional caso wy # 0.

Demonstracio:

(=) Suponha que a trajet6ria no movimento epiciclico descrito pelas Equagdes 3.1
seja periddica. Assim, existe 7' > 0 tal que z(T' +t) = x(t) e y(T + t) = y(¢),
para todo t € R. Se wo = 0, nada hd para se fazer. Suponha entdo que wo # O.
Fazendo ¢ = 0, obtemos que z(7T") = z(0) e y(T') = y(0), isto &,

ricos(uT) 4+ rocos(weT) =11 +712 e rysen(wiT) + rosen(wT) = 0.
(3.2)

Portanto,
r1 + 19 — ro cos(waT)

cos(wiT) = (3.3)

™
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ery sen(wT) = —rgsen(wyT). Desta tltima equagdo, segue-se que r3 sen? (w1 T) =
r3 sen?(woT), isto &,

r2[1 — cos®(w T)] = r3[1 — cos?(woT)]. (3.4)

Escrevendo a = cos(wst) e substituindo-se (3.3) em (3.4), concluimos que

_ 2
2 [1_ (ritramr) ] 202

1

Logo, 72 — (rf +r3 +r3a®+2riry — 2rirea — 2r3a) = r3(1 —a?) e, sendo assim,
—2r1r9 + 2r17r90 + 21"%@ = 27“%. Como 79 > 0, dividindo-se os dois lados desta
dltima equagdo por 2ry, vemos que —r1 + r1a + rea = 7o ou, ainda,

ri(a—1) = —re(a —1).

Dai teremos que r; = —rp oua — 1 = 0. Como 71 € 3 S30 positivos, segue-se que
r1 # —ro e, desta maneira, obrigatoriamente ¢ — 1 deve ser igual a zero. Logo,
cos(wyT) = 1 e, portanto,

wel = 2km 3.5)

para algum k inteiro diferente de zero. Substituindo-se (3.5) em (3.2), vemos que
r1sen(wiT)+rgsen(2km) = 0 e, como sen(2km) = 0, segue-se que r1 sen(w 1) =
0, isto é, sen(wyT) = 0. Logo, wiT = gqm, para algum ¢ inteiro. Assim,
wy/we = (w1 T)/(weT) = (qm)/(2km) = ¢q/(2k) é um nimero racional.

(<) Se wy = 0, entdo z(t) = ricos(wit) + ro e y(t) = rosen(wyt). Se
wy = 0, entdo x(t) = r1 + r2 e y(t) = 0. Em particular, para qualquer 7" > 0,
z(t+T)=ri+ry=x(t)ey(t+T) =0 = y(t) paratodo ¢t € R, isto &, a trajetd-
ria do movimento epiciclico é periddica. Se wy # 0, tomando-se T = (27 /|w1]),
entao

z(t+T) = 11 cos(wy (t4+2m/|wi]))+re = 11 cos(wit£2m)+ry = ry cos(wit)+re = z(T)

y(t +T) = rysen(wq(t + 2w /|wi])) = r1sen(wit £+ 2w) = ry sen(wit) = y(t),

para todo t € R. Sendo assim, a trajetéria do movimento epiciclico também &
periddica se w; # 0. Isto encerra o caso we = 0. Suponha entdo que ws seja
diferente de zero e que w; /w2 seja um nimero racional, digamos, w1 /wy = a/b,
com a e b inteiros, b com 0 mesmo sinal de ws. Seja T’ = 2bw/wq. Note que T' > 0
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e que, paratodo t € R,

z(t+T) =ricos(wi(t+T))+rocos(we(t+T)) = ricos(wi(T +t))+ recos(we(T + 1))
= ry cos(wiT) cos(wit) — 1 sen(wit) sen(wiT') +

1o cos(waT) cos(wat) — ro sen(wat) sen(waT)

= 11 cos(w1 (2bm /w3)) cos(wit) — 71 sen(wst) sen(wn (207 /we)) +
19 cos(wa (207 /we)) cos(wat) — 19 sen(wat) sen(wq(2bm /ws))

= r1 cos(2bm (w1 /ws)) cos(wit) — ry sen(wit) sen(2bm (wy /wa)) +
wa/w3)) cos(wat) — 19 sen(wat) sen(2bm (wa/w2))

(
(
= r1 cos(2bm(a/b)) cos(wit) — 71 sen(wit) sen(2bmw(a/b)) +
)

r9 cos(2b) cos(wat) — ro sen(wat) sen(2bm)

= r1 cos(2arm) cos(wyt) — ry sen(wt) sen(2am) +

(
(
(
(
(
(
r9 cos(2bm
(
(
(
(
(

19 cos(2bm) cos(wat) — 19 sen(wat) sen(2bm)
)+

= ry cos(wit) + 1o cos(wat) = z(t).

Argumentos andlogos mostram que y (¢ + 1) = y(t) para todo ¢t € R. Mostramos
entéo que existe T = 2brw /wy > Otalque x(t +T') = z(t) e y(t + T) = y(¢t) para
todo ¢ € R. Sendo assim, a trajetéria do movimento epiciclico € periddica. m

Atencao: O professor deve ficar atento e alertar seus alunos de que computado-
res ndo trabalham numericamente com nimeros irracionais. De fato, quando, por
exemplo, digitamos no GeoGebra como um dos parametros, o que o programa faz
¢ substitui-lo por uma aproximacao decimal com no méaximo 15 casas. Portanto,
apesar de termos a impressdo no item (d) da Figura 3.2 de que as trajetdrias de-
senhadas no GeoGebra nunca se fechardo, em algum momento elas se fecharao
devido as aproximagdes. Mas, como nos diz o Teorema 3, se conseguissemos tra-
balhar com niimeros irracionais em vez de aproximacdes, a curva nunca se fecharia.
Em nossa opinido, ¢ muito importante destacar esse fato aos estudantes.

Observacao: Os gregos antigos usaram os movimentos epiciclicos para explicar os
movimentos dos corpos celestes no céu. A escolha de circulos se deve ao fato deles
considerarem o circulo como a curva perfeita e, sendo assim, a Unica digna para
um corpo celeste se movimentar. Este modelo persistiu do século III a.C. (com
Apolonio de Perga) até o século XV d.C. (com Johannes Kepler). A Figura 3.4
(extraida do livro Almagesto de Claudio Ptolomeu) ilustra o modelo cinematico de
Ptolomeu para o movimento dos planetas Marte, Jupiter e Saturno.
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Figura 3.4: Epiciclos no livro Almagesto de Cldudio Ptolomeu.
Fonte: Museu do Vaticano.

Apesar do sistema ptolomaico conseguir modelar o movimento retrégrado dos
planetas, o modelo basico da teoria dos epiciclos oferece apenas uma aproximacao
muito simples para o movimento real. Por exemplo, o uso do modelo bésico im-
plica que os arcos retrogrados sdo de mesmo tamanho e que eles estdo igualmentes
espacados. Mesmo os antigos astrdonomos gregos sabiam que isto ndo acontecia.
Por este motivo, varias modificacdes foram sugeridas para o modelo bésico a fim
de incorporar estas irregularidades.

Com as Leis de Kepler e as Leis de Newton, os epiciclos cairam em desuso.
Mas, como afirma [3], “O desaparecimento dos epiciclos foi apenas tempordrio:
mais tarde, como a Fénix, eles renasceram de suas proprias cinzas. De fato, como
observado (talvez pela primeira vez) por G. V. Schiaparelli no ultimo século, as
expansoes em séries de Fourier trouxeram os epiciclos de volta, em uma roupagem
moderna, em mecdnica celeste.” (tradugio nossa'). Séries de Fourier (e, por asso-
ciacdo, os epiciclos) tém outras aplicagdes. Segundo [8], o trabalho cientifico de
Matematica mais citado de todos os tempos trata justamente da Andlise de Fourier;
aproximadamente 3/4 dos prémios Nobel em Fisica foram ganhos por trabalhos
feitos usando-se ferramentas e conceitos da Andlise de Fourier; o prémio Nobel
de Quimica de 1985 e os prémios Nobel de Medicina de 1962, 1979 e 2003 tam-
bém estdo relacionados com a Andlise de Fourier. Para o leitor interessado em
entender a conexao entre epiciclos e séries de Fourier, recomendamos o excelente
artigo [11].

Por fim, indicamos o site [4], o qual oferece um conjunto de atividades (aces-
siveis a alunos do Ensino Médio) que relacionam os epiciclos com fungdes trigo-
nométricas.

!Citacdo original: “However, the disappearance of the epicycles was only temporary: some time
later, like the Phoenix, they rose again from their ashes. In fact, as remarked (perhaps for the first
time) by G. V. Schiaparelli in the last century, Fourier series expansions brought the epicycles back
again, in modern dress, in celestial mechanics.”.



Capitulo 4

Numeros Irracionais e Qutras
Manifestacoes

Enquanto que as duas atividades propostas aqui exploram manifestacdes de nd-
meros irracionais que sio acessiveis a alunos dos Ensinos Fundamental e Médio,
existem outras manifestacdes mais sofisticadas que requerem contetidos matem4-
ticos do Ensino Superior: curvas do espirdgrafo, bilhar no quadrado, dissec¢do de
retdngulos em quadrados, ladrilhamentos aperiédicos de Penrose e a Fungdo de Di-
richlet. Apresentaremos algumas dessas neste capitulo. Mais detalhes podem ser
encontrados em [9].

4.1 Curvas do Espirdgrafo

Uma hipotrocoide ¢ uma curva plana descrita pela trajetéria de um ponto P
fixado em um circulo C5 de raio > 0 e centro S que desliza tangencialmente por
dentro de um outro circulo C7 de raio R > 0 e centro O. Se d € a distancia P até S
e se supormos que O = (0, 0), entdo é possivel mostrar que a posi¢io (z(0), y(0))
do ponto P em funcio do angulo # (em radianos) formado pelo eixo das abscissas
e areta OS é dada por:

xz(0) = (R—r)cos(9)+dcos<R;T9),

y(0) = (R—r)sen(G)—dsen(R;T9>.

Se o circulo C deslizar tangencialmente por fora do circulo C1, a trajetéria do
ponto P descreverd uma curva que ¢ denominada epitrocoide:

z(0) = (R+7’)cos(6)—dcos<Rjr0>,

y(0) = (R+r)sen(9)—dsen(R:_T9).

19
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Figura 4.1: Exemplos de hipotrocoides.
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Figura 4.2: Exemplos de epitrocoides.
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Quando, numa hipotrocoide, tivermos d = r, ou seja, quando o ponto P per-
tencer a fronteira do circulo Cs, a curva recebe o nome especial de hipocicloide
(a Figura 4.1 (a) é um exemplo de hipocicloide). Se o mesmo ocorrer em uma
epitrocoide, a curva correspondente serd chamada de epicicloide (a Figura 4.2 (a)
é um exemplo de epicicloide).

Um resultado muito interessante neste contexto, semelhante ao obtido para os
epiciclos no Capitulo 3, € o seguinte: hipotrocoides e epitrocoides sao curvas pe-
riddicas se, e somente se, a razdo R /7 entre os raios dos circulos é um niimero
racional. A prova deste resultado pode ser obtida seguindo basicamente o mesmo
procedimento adotado para provar o Teorema 3 do Capitulo 3.

Hipotrocoides e epitrocoides com d < r podem ser desenhadas com um espi-
régrafo, um brinquedo de desenho geométrico, composto de engrenagens e anéis
dentados de pléstico, que foi desenvolvido pelo britanico Denys Fisher e vendido
pela primeira vez em 1965.

Figura 4.3: Espirdgrafo e suas curvas.
Fonte: Steve Berry (imagem da esquerda) e Wikimedia Commons
(imagem da direita).

4.2 Bilhar em uma Mesa Quadrada

Suponha uma mesa de bilhar hipotética, quadrada, com 1m de lado e com
apenas quatro cagapas, uma em cada um dos quatro vértices A, B, C e D do
quadrado. Nessa mesa, a tacada inicial é sempre feita a partir do vértice A, a bola
move-se sem atrito e, ao tocar um dos lados da mesa, a bola é refletida com angulo
igual ao de incidéncia (a menos que ela saia por uma das cagapas).

A pergunta que fazemos é: na tacada inicial, qual deve ser o Angulo 6 que
a trajetéria da bola deve fazer com a lateral AB da mesa para que a bola seja
encacapada? A Figura 4.4 exibe vdrias trajetorias da bola para diferentes valores
de 6.
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D C D C
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A B A B
(a) 0 = arctg(1/2). (b) 6 = arctg(2/3).

D C D C
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A B A B

(c) 6 = arctg(1/7). (d) 0 = arctg(V/2).

Figura 4.4: Exemplos de tacadas na mesa de bilhar quadrada.

E possivel demonstrar que, seguindo as regras descritas anteriormente, a bola
vai encacapar se, e somente se, tg(6) é um niimero racional. Assim, por exem-
plo, a trajetéria da bola do Item (d) da Figura 4.4 nunca vai atingir uma das cagapas,
pois tg(#) = /2 é um niimero irracional. A demonstragio desse resultado pode
ser encontrada no artigo [14].

4.3 Disseccao do Retangulo em Quadrados
Nesta secdo apresentaremos como nimeros irracionais relacionam-se com o

problema da dissec¢do de retdngulos em quadrados. O problema é o seguinte:
dado um retdngulo, é sempre possivel decompd-lo em quadrados, ou seja, é sempre
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possivel encontrar quadrados que cubram esse retingulo sem cruzamentos'? A
resposta foi dada pelo matemadtico alemido Max Dehn em 1903: um retangulo
pode ser decomposto em quadrados, se, e somente se, a razio das medidas dos
seus lados é um niimero racional. E ficil demonstrar que se a razio das medidas
dos lados de um retangulo € um ndmero racional, entdo ele pode ser decomposto
em quadrados. De fato: suponha um retingulo de dimensdes a x b tal que a/b
seja racional. Entdo, existem inteiros positivos p e ¢ tais que a/b = p/q. Em
particular, note que a/p = b/q. Divida agora o lado de medida a em p segmentos
de mesmo tamanho e o lado de medida b em ¢ segmentos de mesmo tamanho.
Estas subdivisdes dos lados do retdngulo a x b induz uma subdivisdo do préprio
retingulo em retdngulos menores, todos de tamanho (a/p) x (b/q). Como a/p =
b/q, esses retdngulos sdo, na verdade, quadrados. Assim, conseguimos provar que
qualquer retangulo cuja razdo entre seus lados é racional pode ser decomposto em
quadrados. A demonstragdo da reciproca é mais sofisticada. Ao leitor interessado
indicamos as referéncias [1] e [7].

14
18

10

15

Figura 4.5: Retangulo perfeito de Zbigniew Moron.

Uma variante do problema de disseccdo dos retangulos é considerar decom-
posicdes por quadrados de tamanhos diferentes: um retdngulo é dito perfeito se
este pode ser descomposto com um nimero finito de quadrados nio sobrepostos de
tamanhos diferentes. Em 1925, o matemadtico polonés Zbigniew Moroni publicou
o primeiro retingulo perfeito (Figura 4.5)>. Ele possui dimensdes 33 x 32 e pode
ser ladrilhado com nove quadrados diferentes. Os nimeros no interior do quadrado
indicam a medida do lado do quadrado.

!Cobrir significa que todo ponto do retangulo pertence a pelo menos um quadrado; sem cruza-
mentos significa que toda intersec¢@o de dois quadrados tem drea nula.

%Este retangulo perfeito apareceu na Questdo 6 da Segunda Fase da Prova da Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas em 2005.
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Surpreendentemente, a condicdo da razdo das medidas dos lados de um retan-
gulo ser racional ¢ suficiente para que ele seja perfeito. A demonstracdo desse
fato pode ser encontrada no artigo [6]. Para mais informacgdes sobre dissec¢des de
retdngulos em quadrados, recomendamos o site <http://www.squaring.net/>.
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