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Prefacio

Os resultados de Geometria Euclidiana podem chamar ateng¢do daqueles que
gostam de trabalhar com recursos computacionais, pois, a partir desses, existe a
possibilidade de realizar conjecturas, visto a dinamicidade dos aplicativos. Neste
sentido, no minicurso proposto pretendemos apresentar a possibilidade de realizar
extensdes para dois Teoremas de Geometria Euclidiana, o Teorema de Varignon e o
Teorema dos Carpetes, discutindo suas demonstra¢des e abordando alguns proble-
mas relacionados. Além disso, realizaremos a construcdo dos entes geométricos
envolvidos nesses dois resultados, utilizando o aplicativo GeoGebra. Ao utilizar
os recursos tecnolégicos, a ideia é fazer com que os participantes percebam que
esses podem ser um aliado & aprendizagem de novos conceitos, além de facilitar a
visualizacao dos resultados e extensdes dos mesmos.



Capitulo 1

Introducao

Conforme [3] existe uma enorme dicotomia entre os contetidos vistos no En-
sino Superior e sua aplicacdo direta na Educacio Bésica. Procurando estreitar esses
lacos, buscamos assuntos abordados em Geometria Plana que podem ser facilmente
encontrados em problemas do Ensino Fundamental e Médio. A ideia é abordar dois
teoremas da Geometria Plana: O Teorema dos Carpetes e o Teorema de Varignon.
Diretamente, o Teorema dos Carpetes ndo € trabalhado em cursos regulares de gra-
duacdo em Matematica, porém acreditamos que os professores e alunos de cursos
de graduacdo em Matemdtica, possuem ferramentas para entendé-lo, demonstra-lo
e questionar sua validade para outros tipos de regides, que nao sejam quadrilateros.
Além disso o Teorema de Varignon, assim como o Teorema dos Carpetes, apre-
senta relacdes geométricas acerca de quadrildteros. Acreditamos que desenvolver
os teoremas acima citados, além da aplicabilidade em diversos problemas geomé-
tricos, € algo que pode aproximar o contetido visto na universidade aquele que o
professor trabalha em sala de aula. Assim, o objetivo desse minicurso € apresen-
tar as demonstracdes dos dois teoremas, e realizar as construgdes, no aplicativo
GeoGebra, visando a extensdes dos mesmos para casos nao usuais.
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Capitulo 2

Os Teoremas

2.1 Teorema de Varignon

Um resultado matemaético que chama aten¢@o ao estudo de Geometria, € o cha-
mado Teorema de Varignon. Tal teorema afirma que os pontos médios F, F, G e
H dos respectivos lados de um quadrilatero ABC'D sio os vértices de um parale-
logramo (conforme Figura 2.1).

B

Figura 2.1: Construcao do Teorema em um quadrilitero qualquer.

A demonstracdo desse resultado € encontrada em [2].

2.1.1 Extensao do Teorema de Varignon para quadrilateros fora do
padrao.

Segundo [4], alguns teoremas tém a capacidade de se estender para diferen-
tes casos. Seguindo essa ideia, o Teorema de Varignon é classificado como um
resultado que possui tal propriedade. Ele é verdadeiro ndo apenas para quadriléte-
ros convexos, mas também para os quadrilateros fora do padrdo, que entendemos
como 0s ndo convexos, cruzados ou degenerados.

A Figura 2.2 ilustra alguns exemplos de quadrildteros degenerados.

5



6 CAPITULO 2. OS TEOREMAS

Figura 2.2: Exemplos do Teorema de Varignon em quadrilateros degenerados.

A Figura 2.3 ilustra os quadrildteros do tipo cruzados (a esquerda) e quadril-
teros nao convexos (a direita).
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Figura 2.3: Exemplos do Teorema de Varignon em quadrilateros cruzados e nao
CONvexos

A demonstragao do Teorema de Varignon para esses casos ¢ andloga a do caso
de um quadrildtero convexo. Na sequéncia € realizada a demonstracdo para o caso
cruzado, no intuito de perceber a analogia.

Dado o quadrilatero cruzado ABCD, construimos o quadrilatero EFGH,
sendo cada vértice o ponto médio dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente.
Desejamos provar que o quadrilitero £ F'GH ¢é um paralelogramo. Para comegar,
construiremos a diagonal AC', conforme a Figura 2.4:

Figura 2.4: Construcio da diagonal AC.
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Tomando o AABC, consideramos os pontos médios de AB e BC, respectiva-
mente, £ e F. Como EB € AB e BF € BC, podemos concluir que AC' || EF

Da mesma forma, tomando o0 AADC'. Temos que G e H sdo pontos médios de
CD e AD, respectivamente. Como GD € CD e HD € AD, podemos concluir
via Teorema da Base Média que AC | GH

Sendo assim, se

AC | EF,
e [— _—

AC' | GH,
entdo, por transitividade,

EF | GH.

Da mesma forma, consideramos a diagonal B D, conforme ilustra a Figura 2.5.

Figura 2.5: Construcdo da diagonal BD.

No ABCD, temos que F' e G sio, respectivamente, pontos médios de BC e
C'D. Como FC € BC e CG € CD, podemos concluir que BD || FG

E considerando o AABD, temos que E e H sio pontos médios de AB e
BD, respectivamente. Como AE € AB e AH € AD, podemos concluir que
BD | EH

Sendo assim, se

BD | FG,
e

BD | EH,
entdo, por transitividade,

FG | EH.

Portanto, concluimos que o quadrilatero £ F'G H € um paralelogramo.
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2.1.2 Extensiao do Teorema de Varignon para outros pontos.

Uma questio interessante a se investigar sobre o Teorema de Varignon ¢é se o
mesmo pode ser estendido para outros tipos de pontos tais como uma triseccao,
pentaseccdo, ou até uma n-ésima seccdo dos seus lados. Como podemos ver na
Figura 2.6, é razodvel dizer que uma triseccao determina um paralelogramo, de-
pendendo dos pontos escolhidos.

A
[ ]

m

7.33 G

3.36

Figura 2.6: Paralelogramos determinados por uma trisec¢do apropriada dos lados
do quadrilétero.

A Figura 2.7 ilustra que, ao realizar uma pentasec¢io e unir pontos apropria-
dos, também teremos como resultado um paralelogramo, dependendo dos pontos
escolhidos.

Figura 2.7: Paralelogramos determinados por uma penta,-seccdo apropriada dos
lados do quadrilétero.

Para provar que os quadrilateros construidos nas Figuras 2.6 e 2.7 sdo parale-
logramos, podemos utilizar o Teorema de Tales, cujos enunciado e demonstragao
podem ser encontrados em [2]. No que segue demonstraremos que realizando uma
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pentasecc¢do no quadrilitero ABC D, o quadrilitero A, B3CsDs é um paralelo-
gramo. A prova realizada tem como base a demonstracio encontrada em [4].
Para isso, construimos a diagonal AC' e BD, conforme a Figura 2.8.

B By s C
B 3 ° s
B 2 o s
B .1 ° ,
o // e C,
~N
s/
~N
Ay ~ 7
[ ~N 7/ e C
A \\ . 2
4
3. 7/ \\
/ ~N
A2 s \\ .CS
e // v
~
A A ~
Te 7 \\ .C4
/ ~
/s ~
A ~
[ 4 e ° ° ~ ~e
D, Ds D, D, D

Figura 2.8: A3 B3Cs D3 é um paralelogramo.
Consideremos primeiramente o tridngulo ABCD. Assim, como os pontos

escolhidos pertencem a uma pentaseccio dos lados do tridngulo, temos

CC, 2 CBy

CoD 3 BB

podemos concluir pela reciproca do Teorema de Tales que C2 Bs || DB. Considere
agora ANABD, a igualdade,

AAy 2 ADy

AsB 3 DsD

implica que D3Cy || A3 Bs. Portanto, o quadrildtero Ay B3CyD3 é um paralelo-
gramo, pois os lados opostos sdo paralelos.

Observando as Figuras 2.6 e 2.7 podemos ser induzidos a uma generalizacio de
um resultado envolvendo uma n-sec¢do. Assim, consideramos ABC'D um quadri-
l4tero qualquer onde cada lado € dividido em n segmentos congruentes. Os pontos
Ay, Ag, As, ..., A,_1 sdo as n-sec¢des do lado AB. Os pontos By, Bs, Bs, ...
, B,,_1 sdo as n-sec¢des do lado BC. Os pontos C1, Oy, Cs, ... , Cy,_1 sdo as
n-secgdes do lado CD. Os pontos D1, Do, Ds, ... , D, _1 sdo as n-seccdes do
lado DA. O quadrilatero A; B,,_;C;D,,_; é um paralelogramo, conforme sugere a
Figura 2.9.



10 CAPITULO 2. OS TEOREMAS

Figura 2.9: Construcdo da n-seccao.

2.2 O Teorema dos Carpetes

Podemos associar ao teorema demonstrado por Pierre Varignon outro teorema
que envolve dreas, semelhangas e congruéncias de figuras, denominado Teorema
dos Carpetes. A Geometria Plana traz inimeros conceitos sobre semelhancas e
congruéncias de dreas de figuras, os quais nos ajudam na resolugdo de diversos
problemas sobre o assunto. Ess es resultados e conceitos podem auxiliar também
em questdes de competicdo ([6]), donde tiramos um exercicio que indiretamente
envolvia o Teorema dos Carpetes. A Figura 2.10 apresenta o problema em questao.

PROBLEMA 3
Um fato relativamente simples sobre areas e que muitas vezes ajuda a resolver problemas complexos € o Teorema dos carpetes:

W

Calacamos dois carpetes em um dormitdrio. Se a soma das dreas dos carpetes ¢ igual a drea do dormitorio, entdo a drea da
infersecgdo dos carpetes € igual a drea da regido ndo coberta por carpetes.

Utilizando a notagio dada pela figura, 1sto €, w € a regido branca, z € a regido cinza escuro, e a regido cinza claro € composta pelas
regides x e ¥, sendo que a regido ¥ € a interseccdo dos carpetes, prove o Teorema dos carpetes, ou seja, prove que ¥ = w.

Figura 2.10: Exercicio da Olimpiada Paulista de Matematica.
Fonte: [6]

Pensamos em como um aluno de 8° ou 9° ano, nivel para o qual a questdo
apresentada foi proposta, poderia resolver o item "a* do problema. Acreditamos
que o aluno pensaria da seguinte forma: Sejam x a drea do carpete que nao estd na
sobreposicdo, y a drea do carpete sobreposta e w a drea do dormitdrio que ndo estd
com o carpete, logo

y+z=Acc,
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w+x = Ap,

onde Ao € a drea coberta pelo tapete cinza-claro e Ap € a drea do dormitério que
nao possui o carpete cinza-escuro. Como o carpete cinza-claro estava, inicialmente,
no espaco sem o carpete cinza-escuro, €, ndo ha sobras no dormitério, segue que:

y+r=w+wzx,

e dai
Yy = w.

E interessante observar que é possivel resolver o exercicio utilizando um teo-
rema conhecido como o Teorema dos Carpetes, que possui o seguinte enunciado:

"Suponha-se que o chio de uma sala retangular € coberto por uma colegdo de
tapetes, os quais nao se sobrepdem. Se movimentarmos um dos tapetes, entao, fica
claro que a drea da sobreposicao serd igual a drea da sala que ficard descoberta."[1]

Para demonstrar o teorema, podemos considerar que os formatos da sala ou
dos tapetes sdo irrelevantes, pois o que ird nos interessar principalmente é a parte
sobreposta. Entdo vamos supor que a sala seja um quadrado, assim, sejam M
e N os pontos médios dos lados AB e BC de um quadrado ABCD. Tomemos
P=ANNDM,Q=ANNCM e R=CMNDN. Devemos provar a igualdade:

A(AMP) + A(BMQN) + A(CNR) = A(DPQR),

onde A(AMP)+A(BMQ@N)+A(CN R) representa a drea sem carpetes e A(DPQR)
representa a drea da sobreposi¢do. A Figura 2.11 ilustra a descri¢do acima reali-
zada.

Figura 2.11: Base para trabalho do teorema.
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Vamos assumir, sem perda de generalidade, que a drea do quadrado seja igual
a um. Mostraremos que a figura é simétrica em relacdo a BD. Para tanto, a Figura
2.12 nos auxiliard nesta visualizacdo.

Figura 2.12: Simetria em relagcdo a BD.

_Temos que AABO = ABCO, pois AB = BC, OB € comum ¢ BOA =
BOC = 90°. Os tridngulos AABO e ABOC sio retangulos com a hipotenusa e
um cateto congruentes, logo AO = OC.

Na Figura 2.13, observamos que os tridngulos AAQD e ANQB sio seme-
lhantes, pois os angulos em AQD eN QB sdo congruentes (opostos pelo vértice),
os angulos V BQ e ADQ sdo congruentes entre si (Angulos alternos internos).

Figura 2.13: Semelhanca de tridngulos
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Entédo, tendo BN = ATD, ou ainda AD = 2BN, verificamos que:

g _ap

QN BN’

AQ 2BN

QN BN’
M,
QN

AQ = 2QN.

Quanto ao lado AN, verificamos que:
_ 2
=-AN

@ 3

1

Temos que A(ABN) = %A(ABCD), pois a base AB se mantém e BN = 3 BC,
além disso, consideremos as bases AQ e AN dos tridngulos AAQB e AABN
eles possuem a mesma altura b = d(B, AN):

A(AQB) = g%A(ABCD) _ éA(ABCD),
11 1
A(BQN) = 5 JA(ABOD) = S A(ABOD),

e, por congruéncia,
A(BQM) = %A(ABCD).

Consideremos N’/ = /W N lﬁ , conforme apresenta a Figura 2.14.

Assim, os tridngulos AAMP e AN'DP também sdo semelhantes, pois os
angulos MAP e DN'P sio alternos internos, bem como PDN’ ¢ PMA e os
angulos APM e DPN' sdo opostos pelo vértice. Como AM = ATB, AB = CD,
e DN’ = 2C' D, temos

PM  AM
PD DN’
-7 CD
PM _
PD 2CD’
PM

1
PD 4
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Figura 2.14: Prolongamento do segmento AN até a intersec¢ao com DC'.

Logo, MD = 5MP Temos que A(ADM) = XA(ABCD), pois a base AD se
mantém, mas AM = %E Agora considerando no AAM P a base M P e altura
h=d(A,MP)eno AADM abase M D e aaltura h = d(A, M P), temos

A(AMP) = %%A(ABCD) _ 2—10A(ABCD),

Finalmente, mostra-se que,

PQ 4

AN 15

Mas, A(AND) = A(ABCD) e, assim,

4 2
A(PQD) = <L A(AND) = - A(ABOD),
Ou seja,
1
A(AMP) + A(BMQ) = %A(ABCD) + 5 A(ABOD) = %A(ABCD).

2.2.1 Extensao do Teorema dos Carpetes para regioes triangulares.

Relacionados ao Teorema dos Carpetes, sdo encontrados outros problemas in-
teressantes, conforme os propostos por [5]. No que segue, apresentaremos dois
desses problemas e suas respectivas solucdes. O primeiro problema apresentado
pela autora é o que segue:

"Sejam AM e BN medianas do tridngulo AABC' e D o baricentro. Prove que
a area do tridngulo AABD é igual a area do quadrilatero CM DN". A Figura 2.15
ilustra tal situacao.
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Figura 2.15: Problema proposto no tridngulo.

Uma propriedade conhecida da mediana é a de que ela divide o tridngulo em
dois outros de mesma drea. Notemos que, usando as propriedades acima citadas,
podemos determinar a drea de tais tridngulos, conforme segue:

A(ABC) = A(ABN) + A(CBN)

A(ABN) = A(CBN) = b?h

A(ABC) = 200 _

b.h

Observando o mesmo resultado para a mediana AN, podemos concluir que os
tridngulos AABN e AABM tém mesma area. Assim, o Teorema dos Carpetes
garante-nos que a area do tridngulo A AB D, que fica na intersec¢do dos tridngulos
ANABN e AABM, ¢ igual a area do quadrilatero CM DN.

2.2.2 Extensao do Teorema dos Carpetes para regioes circulares.

Outro problema proposto, que pode ser demonstrado utilizando o referido Te-
orema, trata de regides circulares, cujo enunciado € o que segue: "Sabendo-se que
os arcos da figura s@o arcos de circunferéncias, prove que as dreasS; e .S; indicadas
na figura, sdo iguais". A Figura 2.16 ilustra tal enunciado.

Juntas, as areas dos semicirculos indicados por A1 e Ay equivalem a drea do
setor circular indicado por A3. De fato, podemos observar na Figura 2.17 que as
regides circulares possuem o mesmo raio .

Temos que Sy, = 1m(2r)2 = 72 e Sy, = Sy, = imr2 = . Entdo, o
Teorema dos Carpetes garante que S1 = S3.

Deste modo, nota-se que um teorema a principio proposto para quadriléteros,
pode ser utilizado para outras figuras geométricas.
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A

Figura 2.16: Problema proposto no arco de circunferéncia.

Figura 2.17: Separacgao das regides indicadas.



Capitulo 3

O Uso do GeoGebra na Extensao
dos Teoremas

3.1 Teorema de Varignon

O Teorema de Varignon € um bom exemplo de uma atividade que pode ser pla-
nejada em termos de Geometria Dinamica, pelo fato de que é valido para qualquer
quadrilatero e o dinamismo do aplicativo faz com que isso seja evidente. Todas as
construcdes aqui apresentadas estio disponiveis em Silva (2015).

O GeoGebra possui uma ferramenta denominada Relagdo (Figura 3.1), a qual
permite verificar rela¢cdes matemadticas existentes entre dois elementos previamente
selecionados.

Assim, construido um quadrilatero qualquer, os pontos médios de seus lados e
o quadrildtero definido por esses pontos, o aplicativo permite verificar se de fato
esse quadrildtero possui as propriedades que o garantem ser um paralelogramo.

No que segue, apresentaremos o processo de construgdao do quadrilatero qual-
quer e dos elementos que permitem verificar a validade do Teorema de Varignon.

Com a ferramenta poligono, construimos um quadrilatero qualquer (Figura
3.2).

17
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r “-.
7 Geotebra e — | ) ft ]
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Entrada: 1]

“— 4

Figura 3.1: Ferramenta "Relacdo"no software GeoGebra

Figura 3.2: Construgio do quadrilatero ABC'D

Com a ferramenta Ponto Médio, construimos o ponto médio de cada lado do
quadrilatero (Figura 3.3).

A partir da ferramenta Poligono, construimos o poligono formado pelos pontos
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Figura 3.3: Construcio dos pontos médios dos lados

médios dos lados (Figura 3.4).

B

Figura 3.4: Construcdo do quadrilatero formado pelos pontos médios

19
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Para concluir que o segundo quadrildtero € um paralelogramo, podemos utilizar
a ferramenta Relagdo e clicando nos lados ndo adjacentes, conforme a Figura 3.5.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

» . ° ? =2
[x] LD QYO L)l N jaln)| =
.v/././v"_frvkv | | ® a_bv VQ.V
-
w
=] |£| GeoGebra - Relagdo = @&
@
F -
fehsdo paralelas
.C (sempre verdadeiro)
ftem o mesmo comprimento que h
{sempre verdadeiro}
E G
D >~ T I".ll
P | £ GeoGebra - Relagdo ==
.A H e e gsdoparalelas
{sempre verdadeiro)
etem o mesmo comprimento que g
{sempre verdadeiro)

Figura 3.5: Conclusao utilizando a ferramenta Relagdo

E interessante o uso do GeoGebra para descobrir que os pontos médios for-
mardo sempre um paralelogramo. Outra forma de se observar que o quadrildtero
FEFGH éum paralelogramo € trabalhar com os seus dngulos consecutivos. Assim,
tendo os angulos consecutivos suplementares (Figura 3.6), implica que os segmen-
tos opostos sdo paralelos. Assim, EF || GH e HE || FG, o que implica EFGH
ser um paralelogramo.
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a=116.37"

Figura 3.6: Algumas estratégias utilizadas para verificar que £ F'G H é um parale-
logramo, usando o GeoGebra

3.1.1 Generalizacdo do Teorema de Varignon

Para verificar que a relacdo determinada pelos pontos médios do quadrilatero
valem para outros pontos, como os da trisec¢do, pentaseccdo e n-secgdo, foi re-
alizada uma construcio, onde houve a necessidade de trabalharmos com outros
elementos de Geometria e alguns outros conceitos, como sequéncias, distancias
e divisdo de segmentos (no ambito da Geometria Analitica). Em nossa pesquisa
realizada na internet, principalmente em repositérios de applets, por exemplo, ge-
ogebra.org, ndo encontramos nenhuma construcdo do Teorema de Varignon utili-
zando esses elementos, assim optamos por indica-los. Desta forma, no que segue,
descrevemos os procedimentos de construcao adotados.

Comecaremos com a constru¢do da triseccdo dos lados de um quadrilatero.
Com a ferramenta poligono, construimos um quadrildtero qualquer (Figura 3.7).

Figura 3.7: Construcao de um quadrildtero qualquer

Para dividir o lado AB em trés segmentos congruentes, utilizamos a reta su-
porte AD e marcamos um ponto M qualquer, conforme a Figura 3.8.

Para encontrar um ponto N na reta AD tal que AM = MN, utilizamos a
ferramenta Compasso com centro em M e raio AM, conforme ilustra a Figura 3.9.

Repetimos o procedimento para encontrar o ponto O, porém tomamos como
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D

!

Figura 3.8: Construcdo do ponto M nareta AD

D

!

Figura 3.9: Construg@o do ponto /N nareta AD

centro o ponto /N e como raio o segmento N M (Figura 3.10).
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&

Figura 3.10: Ponto O nareta AD

Para determinar a divisdo do segmento AB em 3 partes congruentes, tracamos
o segmento BO. Com a ferramenta Reta Paralela, tracamos duas paralelas, uma
passando por N e outra passando por M. Os pontos E' e F' serdo a intersec¢ao com
o segmento AB (Figura 3.11).

f N

Figura 3.11: Pontos E e F dividindo o segmento AB
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Analogamente, o mesmo procedimento foi realizado para os demais lados do
quadrilatero. Utilizando a reta suporte AB encontramos os pontos G ¢ H em BC.
Com a reta suporte BC' foram encontrados os pontos I e J em C'D. A partir da
reta suporte C'D foram determinados os pontos K e L em DA, conforme ilustra a
Figura 3.12.

Figura 3.12: Trisec¢@o dos lados do quadrilatero ABC' D

A partir da ferramenta Poligono, foram feitos os quadrilateros EHIL e FGJK.
A conclusio que sdo paralelogramos pode ser observada, novamente, através da
ferramenta Relagdo (Figura 3.13).

\

Figura 3.13: Acabamento da trisec¢do do Teorema de Varignon
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No que segue, observamos que para dividir o lado do quadrilatero em 5 seg-
mentos congruentes, foram realizados os mesmos procedimentos feitos para a tri-
sec¢do, conforme a Figura 3.14.

4 e C
B % e
B 2_—*
B 1 ®
)
° e C,
A
4
)
eC,
Ag
)
A, e C,
)
A
1 )
] C4
Ao
@ ) ) ° °
D4 D3 Dz D1 D

Figura 3.14: Divisdo de cada lado em 5 segmentos congruentes

Feitas as parti¢des, utilizamos a ferramenta Poligono, para determinar os qua-
drilateros seguindo a condi¢ao na qual os pontos escolhidos podem ser A1 B4C1 Dy,
ou AsB3(C9Ds3, de maneira genérica, podemos representar por A;B5_;C;D5_;
com 1 <14 <4, ja que os lados estdo divididos em 5 partes (Figura 3.15)

Figura 3.15: Quadrilateros formados seguindo A; Bs_;C; D5_;
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3.1.2 [Extensao do Teorema de Varignon

Para iniciar a constru¢do das n-sec¢des dos lados do quadrilatero, foi criado,
com a ferramenta Controle Deslizante, um controle que nos indicard o nimero de
particdes de cada lado, que tem inicio em 2 e fim em 20 com incremento 1 (os
valores podem variar, desde que se mantenham no conjunto dos naturais). A partir
da ferramenta Poligono, construimos um quadrilatero qualquer ABC' D (Figura
3.16).

Figura 3.16: Construcdo do quadrilatero ABC' D

Na sequéncia, construimos um ponto F fora do quadrilitero ABCD, para
utilizd-lo como referéncia na construgdo de retas paralelas aos lados. Assim, com
o auxilio da ferramenta Reta Paralela, construimos uma reta paralela ao lado AB
passando por E e marcamos um ponto G nesta reta, conforme Figura 3.17.

Figura 3.17: Reta paralela ao lado AB passando por E e ponto G € AB



3.1. TEOREMA DE VARIGNON 27

Sobre a reta EG, determinamos um vetor unitario 7, com mesma dire¢do da
reta G e sentido conforme indica a Figura 3.18. Esse vetor serd necessario para
determinar as n-sec¢des do lado do quadrilétero.

Figura 3.18: Vetor unitdrio de EG

Utilizando sequéncias, translacdes e o controle deslizante 2, construimos uma
lista de pontos no segmento A B, com o seguinte comando Sequéncia[ Transladar(
<Objeto>, Vetor[ <Ponto Inicial>, <Ponto Final> | |, <Varidvel>, <Valor Ini-
cial>, <Valor Final> | onde n € o valor final, conforme a Figura 3.19.

n=10

Figura 3.19: Construgdo da sequéncia de pontos em AB

De forma andloga, criamos listas de pontos nos demais lados do quadrilatero,
conforme a Figura 3.20.

Para determinar os paralelogramos, escolhemos um ponto P sobre qualquer
uma das listas (Figura 3.21).

Foi construida uma planilha no intuito de identificar os elementos das sequén-
cias onde temos indicadas uma coluna, sendo os valores possiveis para n e 0s
pontos referentes aos lados por meio do comando Elemento| <Lista>, <Posi¢cdo
do Elemento> |, conforme ilustra a Figura 3.22.
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Figura 3.21: Construg@o do ponto P em alguma lista

Com auxilio da ferramenta Condicional, Se{P=B,,, Poligono[ B,,, C,,, D,,, Ey,
1], construimos os quadrilateros da forma A, B, C,,D,,. Veja a Figura 3.23.

Observamos que o ponto P pode percorrer qualquer elemento da lista na qual
foi inserido e que o quadrildtero construido serd sempre um paralelogramo (Figura
3.24). Esse fato pode ser percebido utilizando a ferramenta Relacdo.
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N c D | E F G H I J

1 1 (1002, (1021,-. | (51,-6.81)] (4.91, 6. ? ? ? ? ?
T2 | 2 (981, 3. (1047.-.| (533, 6. | (4.95,6.. ? ? ? ? ?
Ta | 3] (959,32 (1014,-.| (557, 6. | (5.01,6.. ? ? ? ? ?
7 | 4 (9374 (101,-4..| (5.8,-6.88) | (5.06,6.. 368 503 119.7° 602 | 1197
= 5 (915, 4. (10.07,-..| (5.04,69)| (512 6. ? ? ? ? ?
T | B| (8.93,4.. (10.04,-.| (6.27,%6..| (5.17,6.. ? ? ? 2 ?
7| 7 (872, 4.. (10,5.01)| (551, 6..| (5.22,6.. ? ? ? ? ?
= 8| (85 -420) (9.97,5.. | (574, 6. | (5.27.5.. ? ? ? ? ?
T | 9| (828, 4. | (993, 5..| (6.98,7)| (5.325.. ? ? ? ? ?
10| 10| (.06, 4.. (9.9,553) (7.21.7..| (5.37.5.. ? ? ? ? ?
T 11| (7.84,4.. | (987,-5..| (7.45,7..| (5.42,5.. ? ? ? ? ?
T2 12| (7.63,4..| (983,5..| (7.68,7..| (5.47,5.. ? ? ? 7 ?
T3 12| (7.41,-46) (9.8,-6.05) (7.91,71) | (5.53,5.. ? ? ? ? ?
T1a | 14| (7.19,4... | (9.76,6.. | (8.15,7..| (5.58,5.. ? ? ? 2 ?
15 | 15| (.97, 4. (9.73,-64)| (8.38,7..| (563, 5.. ? ? ? ? ?
15 16| (6.75.4.. (9.7,-6.57)| (8.62,7..| (5.68,5.. ? ? ? ? ?
7 17| (6.54.4..| (9.66.-6.. (B.85,-7.2)| (573, 5.3) ? ? ? ? ?
1 | 18| (632, 4.. (9.63,6.. (9.00,7..| (578, 5.. ? ? ? ? ?
1 | 19| (1,-4.07) | (959,7..| (9.32,7..| (5.83,5.. ? ? ? ? ?
T20 (2,2

Figura 3.22: Constru¢do da planilha
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Figura 3.23: Construgdo dos quadrilateros

3.2 Teorema dos Carpetes

Para a construgdo da figura que ilustra o Teorema dos Carpetes, comecamos
determinando um quadrado (Figura 3.25).
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Figura 3.24: Verificacao de trés casos casos da n-seccio
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Figura 3.25: Construcao do quadrado ABCD

Com a ferramenta Ponto Médio, marcamos os pontos médios de dois lados
adjacentes (Figura 3.26).

Figura 3.26: Construg¢do dos pontos médios de dois lados



3.2. TEOREMA DOS CARPETES 31

A partir da ferramenta Poligono, marcamos dois tridngulos formados pelos
pontos médios criados e seus respectivos lados opostos (Figura 3.27).

A M ’B

Figura 3.27: Construgéo dos tridngulos
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Com o auxilio da ferramenta Interseccdo de Dois Objetos, marcamos 0s pontos
em comum dos dois tridngulos e realizamos a medida das dreas (Figura 3.28).

A M ’B
A =125
Ay =4.17
Ay =125
Ay = 6.67

A+ A+ A3 = Ay
1.254+4.17+ 1.25 = 6.67

Figura 3.28: Construgao das interseccdes dos tridngulos e verificacdo das areas

Para estender o Teorema dos Carpetes para um retdngulo e um tridngulo, a
construcdo € andloga a anterior, modificando apenas a figura base.

3.2.1 Extensao do Teorema dos Carpetes para regioes triangulares.

A ideia do segundo exercicio proposto por Nunes (2015) era expandir o Teo-
rema dos Carpetes para circunferéncias. Entretanto, para calcularmos a area, ire-
mos aproximar as regides por poligonos utilizando os recursos Spline, Sequéncias
e Poligono, visto que o GeoGebra nao calcula a drea de regides circulares (a ndo ser
a limitada por uma circunferéncia). Iniciamos a constru¢do com uma reta qualquer
passando por AB e, com a ferramenta Reta Perpendicular, tragamos a perpendicu-
lar 2 AB passando pelo ponto A, conforme Figura 3.29.

..

Figura 3.29: Construcao da reta AB e sua perpendicular
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Com auxilio da ferramenta Compasso, tragamos uma circunferéncia com cen-
tro em A e raio AB encontrando o ponto C', que serd a intersec¢io da circunferén-
cia com a reta perpendicular anteriormente construida. (Figura 3.30).

B

: I

Figura 3.30: Constru¢do da circunferéncia e ponto C'

A partir da ferramenta Setor Circular, construimos um setor com os pontos A,
B e C (Figura 3.31).

Figura 3.31: Construcao do setor de circunferéncia ABC'

Utilizamos a ferramenta Ponto Médio para determinarmos os pontos médio
dos lados AB e AC'. Em seguida, foram construidos os setores circulares DB A e
FEAC e, com o auxilio da ferramenta Interseccdo de Dois Objetos, foi construido
o ponto de intersec¢do destes dois setores, conforme ilustra a Figura 3.32.
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S

Figura 3.32: Constru¢do dos pontos médios e dos setores de circunferéncia

Agora queremos verificar se a drea que estd na interseccdo das duas semi-
circunferéncias (51) e a drea que estd por fora (.S2) sdo iguais. Podemos aproximar
a curva utilizando o recurso Spline. Para isso, foram determinados 20 pontos per-
tencentes as curvas que formam a interseccdo e 60 pontos pertencentes as curvas
de fora, conforme Figura 3.33.

Figura 3.33: Construg¢do dos pontos que servirdo para a determinagao das splines

Neste momento, foram determinadas duas curvas, conforme ilustra a Figura
3.34. A primeira com os pontos que formam a intersec¢io spline[L1] e a segunda
com os pontos que formam a figura de fora spline[Ls], onde L1 e Ly sdo listas de

pontos.
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Figura 3.34: Constru¢do das splines

Com a ferramenta Controle Deslizante, foi construido um controle n, variando
de 2 a 100 com incremento 1, que servird para nos indicar a quantidade de pontos
pertencentes ao poligono que fard a aproximacdo das curvas das splines. Uma
lista de pontos foi criada com o recurso Sequéncias para cada uma das splines da
seguinte forma Sequencia|[Spline(i),,0,0.999,1/n| (Figura 3.35).

n=100

Figura 3.35: Controle deslizante e lista de pontos nas splines
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Com auxilio da ferramenta Poligono[Lista], foram construidos os poligonos a
partir das listas determinadas pelas sequéncias relacionadas as splines. A Figura
3.36 ilustra que, quanto maior for o nimero de pontos n, melhor serd a aproxima-
cdo das dreas.

51 = 2.05657
Sy =3.52416

Figura 3.36: Verificacdo da aproximacao de algumas areas

Ressaltamos que .57 e Sy apresentados nas figuras sdo os valores aproximados
das dreas.
Todas as construgdes realizadas estdo disponiveis em [7]
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