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Dedicamos esse e-book a todos os Professores de
Matematica e Educadores em geral que continuam na
busca de um ensino de matematica com significado.



Prefacio

O objetivo deste trabalho é ressaltar a complexidade da operacdo de diviséo e
defender a necessidade de discuti-la com licenciandos e com professores do Ensino
Fundamental, focando na Divisdo Euclidiana. Apresenta reflexdes e problemas
que contemplam os varios niveis e significados da Divisao Euclidiana e nos quais
o resto tem papel fundamental e, muitas vezes, preponderante.

Este trabalho apoiou o minicurso de mesmo nome, que foi composto por 2
aulas com duracdo de duas horas cada, nos dias 17 e 18 de novembro de 2017 e
corresponde ao nivel introdutério dos cursos do Il Simposio Nacional da Forma-
¢do do Professor de Matemética - Rio de Janeiro- RJ - CMRJ.
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Capitulo 1

Introducao

As ideias de divisdo entre nimeros naturais comecam a apare ano do
Ensino Fundamental e se prolongam nos demais anos. A dgiséma operacao
mais complexa que as operagfes até entdo abordadas, seridwigaprazéo a
seguinte:

Enquanto na adicdo, na subtracdo e na multiplicacao tenisvao
lores de entrada e obtemos apenas um terceiro valor de gaiela,
o resultado da operacdo, a divisdo com naturais envolvevetmses
como resultado: o quociente e o restd.§104]

Além disso,

... considera-la [a divisdo] como inversa da multiplicagés naturais
Ou nos inteiros ndo € apenas um problema de falta de forntalisan

tematico. Como a divisdo devolve dois valores, mesmo sagpirgta-

céo informal como processo inverso da multiplicacdo naoeéliata.

No processo inverso, para resgatar um dos valores (divideadli-

visor), precisamos de trés informagdes — quociente, regiddendo

(ou divisor). Nos naturais (assim como nos inteiros), aséivis6 pode
ser considerada diretamente como processo inverso dalicaltiio

se o resto for igual a zero. Por outro laddiferentemente do que
acontece com a subtracédo, a divisao euclidiana é sempre pioes

emN. [7, p144] (grifo das autoras)

Ja no segundo segmento do Ensino Fundamental, ao amptarrsesrso nu-
mérico para o conjunto dos nimeros racionais, geralmeras (@o sempre), muda
a forma de expressar-se o resultado de uma divisdo. Podgesea, associar a dois
numeros naturais (ou, mais geralmente, dois nimeros &s)ocomo valores de
entrada, sendo o segundo diferente de zero, apenas um niauiemal como re-
sultado. S6 nesse momento a divisdo torna-se efetivamenteracéo inversa da
multiplicagéo.

O objetivo deste trabalho é ressaltar a complexidade dacperde divisdo e
defender a necessidade de discuti-la com licenciandos guoafessores, levando
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6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

em conta aspectos essenciais dessa operacdo e que saovezggmsgnorados.
Nele sdo apresentadas reflexdes e problemas que contempbadnias niveis e
significados da Divisao Euclidiana e nos quais o resto terelfapdamental e,
muitas vezes, preponderante. Constitui-se também em uwite@o professor
para refletir sobre a Divisédo Euclidiana ao longo de todo érerisundamental.

A falta de registro sobre tais reflexdes nos livros didaticsileiros e nos
Manuais do Professor corrobora os pressupostos apontad@eporah Ball so-
bre cursos de formagédo de professores a nivel de graduagdestarlos Unidos,
conforme ressaltado por Rangel ebn(h26] :

a autora identifica e questiona trés suposi¢cdes que se stanifale
forma implicita nos modelos adotados por esses cursoss (Orieu-
dos da matemética escolar sdo simples e comumente enten(fijio
portanto, ndo precisam ser reaprendidos no curso unieosie (3)
as disciplinas de matematica universitaria sao suficigraesequipar
os futuros professores com um saber amplo e profundo da raatem
tica escolar. Desta forma, Ball nao atribui os resultadossiodo a
qualquer “deficiéncia” particular dos participantes deestigacao, e
sim a caracteristicas estruturais dos cursos de formaigdal e pro-
fessor de Matematica nos Estados Unidos. Essas caracterisstdo
relacionadas com uma concepcao particular sobre o sabentéido
necessario para o ensino. Segundo essa concepcao, a nEteamat
ser ensinada no ensino basico é “simples demais” para s&taions
em objeto de cursos universitarios, podendo ser alcangeateas por
meio do estudo dos contelidos proprios da matematica Utévers
(que ndo séo aqueles que o professor ensinard em sua fudtica pr
docente). Sob essa perspectiva, ndo ha profundidade nesidors da
Matematica escolar e esses ndo exigem um saber que sej#iespec
da tarefa de ensinar, ou seja, um saber proprio do profesBessa
forma, o saber de contetido necessario ao professor é cardjgee
como uma “versao simplificada” do saber de contefidose sendo
reduzido ao conhecimento de algumas defini¢cbes e a execegio-d
cedimentos e algoritmos.

Podemos citar como exemplo precisamente a divisdo. Um darsdcencia-
tura pode lidar com a divisdo euclidiana no conjunto dos masiateiros simples-
mente enunciando o Teorema da Divisdo Euclidiana, sem seypar em discutir
com os futuros professores diferentes processos para eet&ma quociente em
uma divisdo euclidiana, ou de como estimular o estudantegactao algoritmo
usual (que se revela muito util para, futuramente, detemarrepresentacao deci-
mal de um namero racional).

No Minicurso “A Divisdo Euclidiana no Ensino Fundamental 6 eesto?”,
oferecido no VII Congresso Internacional de Ensino de Mate&a em outubro de
2017, focou-se na divisdo nos anos iniciais do Ensino Fuadtah No presente



trabalho e no Minicurso oferecido no Il Simpdésio Nacionalfbrmacgéo do Pro-
fessor de Matematica, explora-se essa operacéo tambémgurmsesegmento do
Ensino Fundamental, mostrando sua utilidade mesmo quandiverso numeérico
do estudante ja é o conjunto dos nimeros racionais.

No que segue, iniciam-se as reflexdes com a apresentacdaodimfentacao
matematica da Divisdo Euclidiana, seguida pelos signifieath divisdo. Baseada
em trabalhos anterioredl][, [8] e [9] € apresentada uma descricdo de como a
divisdo é abordada em alguns livros didaticos, tanto nos amnociais como no
segundo segmento do Ensino Fundamental, permeada tambéonpentarios das
autoras e por comparagoes com as orientagdes dos docurogciais. Encerra-se
este trabalho com propostas de atividades que, acredit@amdgiam a promover
a compreenséo sobre a operacao de Divisdo Euclidiana,pgardms anos iniciais
como para o segundo segmento do Ensino Fundamental.

No apéndice, a titulo de completude, é apresentado um apaulaa orienta-
¢oes relativas a Divisdo Euclidiana nos documentos Parés€urriculares Na-
cionais e Base Nacional Comum Curricular (este ultimo am@taoficial).
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Capitulo 2

Fundamentacao Matematica

2.1 A divisao no universo numericoN

A divisdo euclidiana (ou Divisdo com Resto) € a Unica divigée faz sentido
no universo numéricdl, que € o universo numérico trabalhado nos anos iniciais.

Nesta sessdo sdo apresentados os resultados essendi@igssaboperacao
com provas que, acreditamos, podem ser adaptadas parda &endo uso do
conceito de mdltiplos de um nimero (no caso, do divisor).

Comecemos com um exemplo para ilustrar o processo.

Exemplo 1 Dividir 45 por 6.

Iniciamos fazendo uma lista dos multiplos de 6 até atingiiow ultrapassar-
mos o valor 45:

Tabela 2.1: Os primeiros multiplos de 6
OX6|1xX6|2X6|3x6|4X6|5x6|6x6|7Tx6|8x6
0 6 12 18 24 30 36 42 48

Neste exemplo, o valor 45 néao foi atingido pelos multiplo$dmas ao ultra-
passarmos tal valor, é possivel identificar os dois mukiplinsecutivos de 6 que
cercam o numero 45:

7Tx6=42 <45 <48 =8 x 6.

Além disso, ndo existem outros multiplos com tal propriedgubis

— se substituirmos 42 por qualquer outro multiplo de 6 menayuwm42, para
chegar-se ao valor 45, deveremos adicionar um valor maiqudd, e entdo 45
nao estara entre esse multiplo de 6 e o multiplo consecute; a

— se substituirmos 42 por um multiplo de 6 maior que 42, por ged8, en-
téo este ja ultrapassa 45 e 45 néo sera cercado por tal m@tgpseu consecutivo.

9



10 CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Assim,42 = 7 x 6 € o maior multiplo de 6 que ndo ultrapassa 45 e 3 € o resultado
da subtracéd5 — 7 x 6.

Dizemos entdo que 7 € o quociente e que 3 é o resto da divisdo euclidiana de 45
por 6. E os niumeros originalmente dados, 45 e 6, sdo chamados, respectivamente,
de dividendo e divisor dessa divisao euclidiana.

O processo descrito acima pode ser generalizado para quaisquer niUmeros na-
turais, 0 que nos leva ao seguinte resultado.

Teorema da Divisdo Euclidiana Dados dois nUmeros naturaisb sendo
b # 0, sempre existem e sao Unicos 0s nimeros natymistais que

a=gb+r e 0<r<hb.

Definicda Nas condi¢des do teorema anterior, 0s numegmssao chamados,
respectivamente, o quociente e o resto da divisdo (euclidiana)pde b, e 0s
nameros: eb sdo chamados, respectivamente, de dividendo e divisor dessa Divisao
Euclidiana.

Demonstracdo do Teorema

Existéncia

1° casoa < b: bastatomay =0 e r = a.

2° casoa > b: como, por hipétesé # 0, temos quéh > 1. Multiplicando os
termos dessa desigualdade pdigue é também néo nulo, ja que> b) obtemos
ab > a; ou seja, 0 multipla:b deb ou é igual az, ou ultrapassa. Assim, o maior
multiplo deb menor do que ou igual@é um dos multiplos dé da lista a seguir,

0b, 1b, 2b, 3b, 4, . . . , ab.

Portanto, existe um ndmero natutaltal queqgb esta nessa lista finita de mul-
tiplos deb e satisfazgb < a e (¢ + 1)b > a, ou seja,a esta entre dois multiplos
consecutivos dé, precisamente

gb<a<(¢g+1)b.

Note que para taj temos,a < (¢ + 1)b = ¢b + b e portantoa — gb < b. Assim,
tomandor = a — ¢b e obtemos

a=qgb+r com 0<r<hb.

Unicidade

Note que o numerq determinado acima é especial, a saber, é talggueo
maior multiplo deb menor ou igual az. Vamos mostrar que se tomambs< g
out > ¢ adiferencaR = a — tb ou NAo serd menor queou nNdo sera positiva,
de modo que a igualdade = tb + R ndo atende as condi¢des especificadas no
enunciado do Teorema. De fato,
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— Set < g entdoth < ¢b < a. Subtraindotb dos termos dessa desigualdade
obtemod) < gb — b < a — tb, ou aindap < (¢ — t)b < a — tb.

Comot < gtemosq —t > 1 e assimp < (¢ —t)b < a — tb. Portanto a
diferencaa — tb ndo atende a condi¢@o< ¢b — th < b.

— Set > gtemost > ¢+ 1 e, multipllicando os termos da desigualdade {por
obtemostb > (¢ + 1)blogogb < a < (¢ + 1)b < tb, 0 que acarreta — tb < 0.
Portanto a diferenca — tb ndo atende a condi¢@o< ¢b — tb < b.

Assim, 0 quociente que gera 0 menor resto é Unico e portargsto também
€ Unico. O

Observagdo 1Embora crucial, muitas vezes ndo é enfatizada, na Escola Ba-
sica, a unicidade do quociente e do resto. O Problema 1, dtu@@efpe o Problema
10, do Capitulo 6 , trazem situagfes em que a unicidade etriaidiscussao so-
bre ela é oportunizada.

Observagéo 2Foi salientado que o quociengegera o maior multiplo possi-
vel, satisfazendég < a < (¢+1)b e oresta- € a menor sobra, ou sefa< r < b.

Uma questao natural que surge é:

E por que no enunciado do Teorema da Divisao Euclidiana temnsa restri-
¢ao sobre o resto e ndo se tem uma restricdo sobre o quociente?

Na verdade essas duas condigfes revelam-se equivalsites, i

gb<gb+r<gh+b=(¢+1)b <= 0<r<b.

Assim, uma vez demonstrada tal equivaléncia, qualquer wamacdndicdes
implica a outra, e entdo ndo é necessario, no enunciado derffapmencionar as
duas condices, bastando ressaltar apenas uma delasn®aes#éio a demonstrar
tal equivaléncia.

Prova da equivaléncia entre as condi¢des “maior quocieng*menor so-
bra”: Suponhamos que, dados nimeros naturgissendob # 0, tenhamosy, r
tais que

a=qgb+r ()

Queremos mostrar que sao equivalentes as condicbéso*menor natural possi-
vel satisfazend@«)” e “q € o maior natural possivel satisfazer{é®.” Simbolica-
mente:

0<r<b <= q¢g<gb+r<gb+b=(q+1)b.

Suponhamo® < r < b. Entdo, somando o multiplgb de b em todos os
membros dessa desigualdade, obtegbos gb + r < ¢b + b = (¢ + 1)b. Usando
(%), substituimos: = ¢b + r na desigualdade anterior, obtengo< a < (¢+1)b,
ou seja, s® < r < b, entdo o quociente € o maior natural possivel satisfazendo
(%), pois o multiplo consecutivgg + 1)b j& ultrapassa.

Reciprocamente, s¢ € o maior € o maior natural possivel satisfazefp
entdogb < a < (¢ + 1)b. Usando(x), substituimos o valor de na desigualdade
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acima, obtendo
gb<qgb+r <(qg+1)b=qb+b;

subtraindogb em todos os membros da desigualdade acima, obtéros < b,
ou seja, se
gb<a<(g+1)

entaor € a menor sobra possivel. O

2.2 Adivisdo de numeros naturais enf)

Ao ampliar-se o universo numérico para o conjunto dos nusnezoionais,
ndo muda a forma de expressar-se o resultado das operacaeigdi® subtracdo
e multiplicacdo, no seguinte sentido: se operarmos com msmaturais dentro
do universoQ, os resultados ainda serdo numeros naturais. Mas 0 mesmo nao
acontece com a operacao de divisdo. A explicacdo para deseerfaete-nos as
estruturas algébricas dee Q: o conjuntoN, munido das operacdes de adi¢do e de
multiplicagdo, ndo tem a estrutura de corpo, cdindJma das consequéncias do
fato deQ ser um corpo é que todo nimero raciohdiferente de zero admite um
inverso multiplicativo, isto €, existe um Unico niumero ol que multiplicado
por b resulta eml. Por ser Unico, esse nimero racional pode ser denotado por
A operacao de divisdo e, ndo mais euclidiana, é entdo definida da seguinte
forma: dados:, b € Q, sendob # 0, define-se a divisédo de por b como sendo
0 numeros racionakb—!. Assim, a divisdo en@), tem apenas uroutput Por

exemplo,
2

. -1

2+-3=2x3 " = 3
E claro que a passagem da divisdo euclidiana para a divisd0 dave ser en-
fatizada e ficar muito clara para o estudante. Mas tambéms#gvessaltado ao
estudante que existem situagdes no universo nume&rinas quais a divisdo eu-
clidiana (entre nimeros naturais) ainda se faz presenté (gaitProblemas 11 e
12, no Capitulo 6). Em outras palavras, dentro do universoénicoQ, as vezes o
resultado da divisdo de 7 por 3 resulta em quociente 2 e restdras vezes resulta
em7/3. Este fato nem sempre é ressaltado para o aluno; além diskmaorem
sempre reconhece quando utilizar uma forma de expressaultado e quando
utilizar a outra.



Capitulo 3

Significados da Divisao

No primeiro segmento do Ensino Fundamental, sdo explorasiegnificados
da divisdo que dizem respeito a equiparticao e a medida. diifisado de equi-
particao (divisdo em partes iguais), o dividendo é uma grzendualquer enquanto
o divisor é apenas um namero natural ndo nulo. E o que acorgecexemplo,
quando 20m de fita sdo cortados em 5 partes de igual compdm@nguociente
e o resto, neste caso, sdo de mesma grandeza que 0 divideridmb&m esse
significado que esta evocado no exemplo a seguir.

Exemplo 2 Para a gincana da escola participardo 420 alunos. Querrsarfo
eguipes com o mesmo numero de membros.

i) E possivel formar-se 7 equipes? Em caso afirmativo, geantmbros tera
cada equipe?

i) E possivel formar-se 17 equipes? Justifique.

Quando se introduz o significado de medida (quantas veze$, cabividendo
e o divisor sdo grandezas de mesma espécie, e quer-se safesquezes o divisor
cabe no dividendo. Em outras palavras, toma-se o divisooamitdade e quer-se
medir o dividendo com tal unidade. Nesse significado, o qundeié apenas um
numero (que expressa quantas vezes cabe a unidade no dojidero resto é de
mesma grandeza que o dividendo e o divisor. E pensando rigsado que se
faz uso da divisdo quando, por exemplo, quer-se cortar 20iitecem pedacos de
5m e pergunta-se o nimero maximo de pedacos. E também essieaiyp que
esta evocado no exemplo a seguir.

Exemplo 3 Considerando o mesmo contexto e as mesmas condi¢cdes do Exem-
plo 2, pergunta-se:

i) sabendo-se que cada equipe tem 21 membros, quantassinrga forma-
das para a gincana?

i) E possivel ter-se equipes com 17 membros? Justifique.

Os Exemplos 1 e 2 evidenciam que os significados de equiaeice medida
também podem ser aplicados a situacdes envolvendo a deigdidiana. Uma

13



14 CAPITULO 3. SIGNIFICADOS DA DIVISAO

pergunta natural e pertinente que pode surgir ao leitor é

Por que os significados de equiparticdo e de medida sdo eguadds por uma
mesma operacao, no caso a divisdo?

No Livro do Professor de Matematica na Educacao Baskaume I, é res-
saltada uma estrutura comum a ambos 0s casos: tanto nar&égéagpaomo no
significado de medida, tem-se um todo, o tamanho de uma partelienero de
partes, e “o todo e a parte correspondem a quantidades deanesgidécie, mas o
numero de partes ndo.7,[p108] A diferenca entre equiparticado e medida esta no
componente desta estrutura que se quer descobrir, a séeraioho de uma parte
ou 0 numero de partes.

Os significados de equiparticdo e de medida sao, basicanesniaicos signi-
ficados da divisdo trabalhados até o quinto ano. No entavelarse indispensavel
gue sejam retomados e aprofundados har® e ainda nos anos seguintes, por va-
rios motivos:

i) para seguir orientacdes oficiais (ver Apéndice);

i) pela complexidade da operacédo de divisdo, como apomadiotroducao;

i) pelo fato de que o estudante, ao longo do segundo segntEnEnsino
Fundamental, é apresentado a outros significados asss@addboperacéo.

De fato, os significados de equiparticao e de medida ndo s#aoicss sig-
nificados da operacéo de divisdo. Existem também situagdepie dividendo e
divisor sdo grandezas de espécies diferentes, gerandn-geaciente que pode ou
ndo ser da mesma espécie do dividendo ou do divisor. Taz8ig sao aprofun-
dadas com os estudantes quando o0 universo numérico ja é amesas racionais
e podem ser encontradas, por exemplo, na geometria.

Exemplo 4 Dados a area de um retangulo e o seu comprimento, pergunta-se
qual a largura do mesmo.

Exemplo 5 Dados o volume de um cubo e o comprimento do seu lado, pergunta
se qual a &rea do mesmo.

O Exemplo 4 € uma situagao de divisdo na qual o quociente ésleaespécie
que o divisor; jA o Exemplo 5 traz uma situacdo de divisao @é guuociente é
de espécie diferente de qualquer uma das grandezas relatvdividendo e ao
divisor.

Também em contextos de razao (comparacao) entre duas gaanuiele estar
envolvida a divisdo. Na Base Nacional Comum Curricular, mteado razado faz
parte especificamente dos Objetos de Conhecimento p&rarw? No entanto, ja
Nos anos iniciais, pode aparecer tal comparacao fazenddeusdmeros naturais,
como ho exemplo a segquir.

Exemplo 6 Com 5 copos de suco concentrado foram preparados 20 copos de
suco diluido. Complete a frase a seguir, encontrada na agdralda caixa do suco
concentrado: Para cada copo de suco concentrado acrescestipos de agua.
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Também na comparacao de grandezas de espécies diferentes pode-se envolver
a divisdo, originando como quociente uma grandeza de uma terceira espécie. E
0 caso, por exemplo, quando comparamos distancia e tempo pela divisdo da pri-
meira quantidade pela segunda quantidade, gerando como resultado um quociente
relativo a uma terceira grandeza, no caso a velocidade média.

Exemplo 7 O atleta Usain Bolt foi recordista nos 100 metros rasos em dois

momentos, como indica a tabela a seguir. Determine sua velocidade média (em
Km/h).

Tabela 3.1: Fonteittps: //pt. wi ki pedi a. org/ wi ki /100 netros _rasos

Tempo (em seg) Atleta Data Local
9,58 Usain Bolt | 19 de agosto de 2009 Berlim
9,63 Usain Bolt| 5 de agosto de 2012 Londres

Cabe ressaltar que nos Exemplos 4, 5, 6 e 7 ndo é possivel identificar, entre
dividendo, divisor e quociente, uma quantidade parcial nem uma quantidade total
nem um ndmero de partes.

“A area de um retangulo nao é um 'todo’, do qual os comprimentos
dos lados séo 'partes’; e nao faz sentido perguntar quantas vezes um
lado 'cabe’ na area. Da mesma forma, uma distancia percorrida néo é
um 'todo’, do qual o tempo gasto ou a velocidade sao 'partes’; e ndo
faz sentido perguntar quantas vezes o tempo 'cabe’ na distangia.” [
p112]

Por isso, nd.ivro do Professor de Matematica na Educacédo Basicdume I,
as situacdes mencionadas e ilustradas pelos exemplos 4, 5, 6 e 7 sdo enquadradas
no que é la chamado significado exterior da divisao:

significado exterior: sdo dadas duas quantidades relativas a grande-
zas de espécies diferentes (dividendo e divisor), e determina-se uma
guantidade relativa a uma grandeza que pode ndo ser da mesma espé-
cie de uma das quantidades dadas (quocierteplfL1]

Encerramos este capitulo apresentando um resumo sobre os significados da
divisdo euclidiana que se encontra emyd115].


https://pt.wikipedia.org/wiki/100_metros_rasos
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multiplicag&o diviséo
significado \ caracteristicas significado \ caracteristicas
O dividendo € a
guantidade totale o
divisor € o numero
de partes
" Os fatores sdo a | reparticdo | O quociente € a
aditivo ) ) : .
guantidade parciaé guantidade parcial
o nimero de vezes que é de mesma es-
O resultado é a pécie da quantidade
quantidade total total.
que é de mesma es- O dividendo é a
pécie da quantidade guantidade total e
parcial. o divisor € aquan-
medida tlgade parcia] que )
sdo de mesma espé-
cie.
O quociente é mu-
mero de partes
O dividendo e o di-
~ visor sdoquantida-
Os fatores saquan- - )
. des de espécies dife-
tidades que podem
~ rentes
ou ndo ser de mesma : .
L O quociente é uma
espécie .
. quantidade que
, O produto € uma , ~
exterior exterior pode ou nao ser da

quantidade de outra
espécie

N&o cabe a associ-
acdo dos termos a
todoe parte

mesma espécie de
uma das quantida-
des operadas

N&o cabe a associ-
acdo dos termos a
todoe parte

Figura 3.1: Quadro-resumo dos significados associadosesagiies de multipli-

cacdao e de divisdo




Capitulo 4

A Divisao Euclidiana nos Livros
Didaticos

A operagéo de divisdo comega a ser explorada nos livrosicbdétrasileiros
ja no segundo ano do ensino fundamental, ainda que de madeifarmalizada,
seguindo recomendacdes dos Parametros Curricularesidec{® CN) [ver Apén-
dice]. Em H], foram analisadas 5 colec¢des para os anos iniciais, seapm¥adas
no Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) 2015 e uma no PNLID2. Em to-
das as colecfes analisadas, comeca-se explorando a id=jaigarticdo (divisédo
em partes iguais) e, num segundo momento, nesse mesmo pluraese também
a ideia de medida (quantas vezes cabe). Estao portanto i awon a orienta-
¢do dos PCN de serem abordados os diferentes significadpedagao (para esse
nivel escolar) I, p72]. Tais significados sao revistos nos anos seguintes graa
equiparticdo que recebe, em geral, nas colecdes analisades énfase na abor-
dagem da divisdo. A ideia de reparticdo esta presente nag@xgias das criancas
desde muito cedo, por exemplo, repartindo balas entre @pantsegundo os PCN
[1, p45], os alunos trazem, de fato, para a escola conhecimeritieias construi-
das na sua vivéncia do dia a dia, e chegam a sala de aula canteehtecimento
sobre algumas no¢des matematicas que devem ajudar o prafegslanejamento
de suas aulas visando uma melhor aprendizagem.

Na totalidade das cole¢fes analisadas, a divisdo é inidadnp 2 ano, logo
apos a multiplicagdo. No entanto, com excecao da colec@wvaga no PNLD
2007, a divisdo aparece sempre com um dividendo que é noddtiptlivisor. Nao
ha qualquer mengéo a resto nos primeiros exemplos de divdsdiee vai contra
a orientacao dos PCN, e imputa uma falta de autenticidadprabkemas supos-
tamente contextualizados. Além disso, o aluno é levado sapejue a divisdo é
analoga as operacdes de adicao, subtracao e multiplicag@antido de ter tam-
bém um s6 valor como resultado, o quociente. Rado (P ciclo), nem sempre
dando-se énfase ao resto da divisdo nem a restricdo sobie a@leno ja é apre-
sentado ao algoritmo usual da divisdo. Todavia, esse (oitahgousual) ndo é o
Unico processo para encontrar o quociente e o resto. Naoig@hnénte oportuni-

17
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zada aos alunos uma discusséo que os estimule a criar migeterativos para
dividir, o que Ihes possibilitaria refletir sobre a divisdonelhor compreender o
processo como um todo. Por exemplo, o significado de medididunjiza 0 mé-
todo das subtracdes sucessivas, que faz uso de estimgtzee das relacdes entre
a divisdo e a subtracdo. (ver Figurd)

A partir desse ano escolar, ndo se percebe a exploracdornmstda divisao.
A divisao euclidiana é tratada, predominantemente, coasénfo(s) algoritmo(s),
sendo o resto tratado apenas como sobra.

Em [8], foram analisados 8 livros didaticos d& &no que retomam a Divisao
Euclidiana, todos aprovados no Programa Nacional do Livdatizo. Na maioria
deles é visivel a falta de convencao para o termo divisdoedfggamente, ndo é
mencionado explicitamente que, na Divisdo Euclidianastordeve ser menor que
o divisor ou que o quociente deve ser o maior possivel, ficammonpleta a ca-
racterizac@o da Divisdo Euclidiana. Nessas colecdeszadal os exercicios pro-
postos requerem apenas calculos ou abordam quase quewexnkige as ideias
associadas ao quociente; além disso, a chamada relac@ofenthl(a = bg+r) é
abandonada logo apos as ideias iniciais e a apresentac&erdples. No entanto,
cabe salientar que é tal relacdo que ampara 0 processiNIasscomo operacao
inversa da multiplicagdo, mas sim como processo de reatdzeo divisor ou do
dividendo (ver Problema 1, a pagina 21).

Explicacdo em palavras Explicacdo com simbologia
Em 845 cabem no minimo 845 | 15

3 vezes a quantidade 15 —45 — 3
Como ainda sobram 800, vemos que 800

ainda cabem 10 vezes a quantidade 15 —-150 — 10
Como ainda sobram 650, vemos que 650

ainda cabem 20 vezes a quantidade 15 -300 — 20
Como ainda sobram 350, vemos que 350

ainda cabem 20 vezes a quantidade 15 -300 — 20
Como sobram 50, vemos que ainda cabem 3 50

vezes a quantidade 15 e o resto é 5 unidades —45 — 3

)

3+10+20+20+3 =56 € ototal de vezes que o0 15 cabe em 845

Figura 4.1: Exemplo de método das subtragfes sucessivas



Capitulo 5

Reflexd0es e Sugestoes para 0s
Anos Iniciais

No que segue, trazemos algumas reflexdes que buscam seasthbjprofessor
sobre varios aspectos importantes da Divisdo Euclidiasralmente ndo contem-
plados nos livros didaticos nem nos Manuais do Professoméndo tais refle-
x0es, sdo apresentadas também sugestdes de problemasigoessn adaptados
para a sala de aula e que contemplam esses aspectos.

Rafael Rache

Figura 5.1: Ser& que, para uma crianc¢a, equiparticdo (rgfgaem partes iguais)
€ sempre evidente?

Reflexdo 1 S&o sinbnimos os termasparticaq distribuicdq agrupamentae
divisaa?

O dicionério de sindnimosenline ht t ps: / / www. si noni nos. com br/
nos informa que sim. No entanto, em Matematica, um dos sigdifis da diviséo
€ de distribuicdo em partes iguais (ou equiparticdo), e maplesmente repartir
ou distribuir. A Figura5.1 pode ser utilizada em sala de aula como motivacao
para essa reflexdo, objetivando uma sensibilizagcdo doagdgtugara o conceito
de equidistribuicdo. De fato, em um primeiro momento, caissaltar que, nessa
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figura, a distribuicao do nimero de pessoas ndo é em parts.igNo entanto, a
gangorra esté equilibrada, entédo existe uma equidistébuia saber, do peso total
das pessoas nela sentadas. Com isso, quer-se ainda sajientiistribuicdes que
ndo sdo equidistribuicbes fazem também parte do dia a dier@dagsas, de modo
que, para a criancajvisaonao pressupdem partes iguais

Rafael Rache

Figura 5.2: Sera que uma sobra igual a zero é o resto maisefragem uma
reparticdo que faz parte do dia a dia de uma crianca?

Reflexdo 2 E um comegco natural de discuss&o sobre a divisido entre ngimero
naturais tratar-se exclusivamente com dividendos que s#tiplos do divisor?
S&o realmente as situagdes de resto zero as divisdes quecarorcom maior
frequéncia no dia a dia do estudante?

Na maioria dos livros didaticos dos anos iniciais analisatima equidistribui-
¢ao exemplificada produz um resto igual a zero e, muitas yezesto nem sequer
€ mencionado. Apesar de os documentos oficiaipZ9] recomendarem situagées
contextualizadas, é evidente que essas ndo sao as sitnagiddsequentes no dia
a dia da criangca, como sugere a Figbra

Reflexdo 3 Ser& que é claro para o estudante que, mesmo em situacdes de
equiparticdo, a sobra pode ser maior do que o “divisor"?

Nos livros didaticos nao sédo trabalhadas situagfes, conaoFégdra5.3, em
que é utilizada a divisdo em partes iguais, porém a sobradg¥ dmgue o “divisor”.
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Figura 5.3: Ser4 que em todas as situagfes de equiparticdia @odia de uma
crianga a sobra é menor que o divisor?

Todas as reflexdes até aqui apresentadas evidenciam queatmméfica, os
termosreparticaq distribuicdoe divisdonao séo sinbnimos, bem como a necessi-
dade de uma convencao que deve ser estabelecida com o &stsolare o termo
divisdo, a sabeg Divisdo Euclidiana pressupfe uma equidistribuicdo e uotas
menor do que o divisor

O Problema 1 a seguir busca explorar essa necessidade. i Bt#afiado de
uma atividade deq], uma colecao aprovada no PNLD 2007 e a Unica, entre as
colecdes analisadas, que, ja #a@rie (hoje 3 ano), contempla a divisdo com um
resto diferente de zero. Objetiva-se nesse problema p&moes anos iniciais,
uma sensibilizacdo para a Divisdo Euclidiana, que podenggada com material
concreto.

Problema 1 Pedro ganhou 38 balas e quer oferecer uma quantidade igual de
balas a cada um de seus 7 amigos.

i) Para ajuda-lo na distribuicdo, complete a segunda e aitarcolunas da
Tabela5.1 a seguir, evidenciando a operacéao realizada, conformenoptae

O contexto do Problema 1 imita a distribuicdo em um jogo diasadistribui-
se uma carta para cada participante para depois distsbuarsegunda carta para
todos. A mesma pratica € aplicada pelas criancas tambémteas situacoes.

Essa atividade ndo traz em si nenhuma novidade, mas dif@smaa forma
com que pode ser explorada, pois oportuniza varias disesisd®or exemplo, o
professor pode estimular os alunos a registrarem na segumalderceira colunas,
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Tabela 5.1: Distribuicdo das balas

Distribuicao Quantidade de Quantidade de
das balas balas distribuidas| balas que sobram
1 bala para cada um
dos 7 amigos 1x7="7 38—1x7=31

2 balas para cada um
dos 7 amigos
3 balas para cada um
dos 7 amigos
4 balas para cada um
dos 7 amigos
5 balas para cada um
dos 7 amigos
6 balas para cada um
dos 7 amigos
7 balas para cada um
dos 7 amigos

além do valor, as operacdes realizadas para obté-lo, cofigmaa5.4, e, a partir
dai, algumas questdes podem direcionar para as ideiasidacdauclidiana, tais
como

ii) Qual é o maior nimero de balas que cada amigo de Pedro podbar?
Sobram balas nessa distribuicdo? Quantas?

i) A qual distribuicdo corresponde a menor sobra?

iv) E coincidéncia a distribuicio com o maior nimero de bpéasamigo ser a
mesma que resulta em menor sobra?

v) E possivel distribuir 6 balas para cada um dos 7 amigos e u&s

Esses itens oportunizam uma comparagdo entre as variabuiggtes em 7
partes iguais e evidenciam a independéncia entre a questa@drtes iguais” e
a questdo “sobra”, no sentido de uma nao implicar a outramAli&sso, os itens
(i), (iii) e (iv) ressaltam ao estudante que é Unica a distgéo em que a sobra é
menor que o nimero de amigos e que ela coincide com o maiorraldaebalas
por amigo. De fato, se olharmos a terceira coluna da tabeémnphida, vé-se que o
guociente vai aumentando e o resto vai diminuindo. Estedate ser ndo so claro
para o estudante, mas requer dele uma argumentacao cangf@dbmobservar que,
com tal discusséo, esta-se enfatizando o pensamento ntistenbaseando-se na
argumentacao sobre as diferentes possibilidades deigépagtsobre a escolha de
gual delas sera convencionado denominatigisdq a saber, a Unica que produz o
maior nimero de balas por amigo e a menor sobra.

A discusséo e a organizagéo da escrita na Tahé)gpor exemplo como a da
Figura5.4, devem levar os alunos a concluirem que a distribuicao coates Ipara
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Figura 5.4: A tabela do Problema 1 preenchida durante o Misic

cada amigo com sobra de 3 balas € a Unica que tem a menor sesiaep@ o
maior numero de balas por amigo possivel, oportunizandesda&dxdefinicdo (essa
distribuicdo com maior nimero de balas por amigo e menorsdlwhamada de
Divisao Euclidiana de 38 por 7, sendo 5 denominado o quaxiéhb resto, 7 0
divisor e 38 o dividendo) como a énfase, desde o inicio, naatacterizacdoo
resto na divisdo euclidiana deve ser sempre menor que o digis

O Problema 1, com a discussao proposta anteriormente, bamaexemplos
do Capitulo 3, seja com o significado de equidistribuicag sem o significado
de medida, acompanhados de discussdo analoga, evidenciam

- a complexidade da operacdo nos anos iniciais: doiputs e ainda tem-se
uma restricdo sobre o resto;

- anecessidade de uma clareza quanto a nomenclatura, g@euma definicdo
precisa do que significa a divisdo euclidiana.

Reflexdo 4 Nao tem a divisdo el uma vida independente da multiplicagéo,
diferentemente do que acontece com a adicdo e a subtracao?

Como ja ressaltado na Introducéo, a subtracdo ndo € umacapezenN no
sentido estritamente matematico do termo, pois nem sengmeegue fornecer
como resultado um namero natural quando dois elementd$ dgeaisquer sdo
operados. No entanto, a subtragdo, quando possivel, gparaa processo in-
verso da adigdo e vice-versa. Por exemple; 3 = 2seesos& + 2 = 5. Ja
0 mesmo ndo acontece com a divisdo e a multiplicacdo. A diwsé&lidiana é
sempre possivel eld, mas a operagdo de multiplicagéo s6 é o processo inverso da
divisdo euclidiana no caso em que o resto dessa divisao .éR@arexemplo, ndo se
consegue explicar o processo inverso da divisdo euclidlarg8 por 7 fazendo-se
uso exclusivamente da multiplicagéo, ja &e=5 x 7 + 3.

Na sala de aula, 0 mesmo contexto do Problema 1 pode op@ituniecupe-
racdo do numero total de balas, se acrescentarmos ao edwiciEem a seguir,
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que obijetiva explorar a prova real de uma divisédo euclidiana

vi) Preencha a Ultima coluna da tabela recuperando agoranerotitotal de
balas utilizando os dados das duas colunas anteriores.

Por exemplo, a partir da quarta linha da Talielbacima, obtemos

Tabela 5.2: Recuperando o total de balas
Distribuicdo | Quantidade de ba- Quantidade de Recuperando o
das balas | las distribuidas balas que sobram  total de balas
4 balas pard
cada um dos 7 28=4x7 10=38—4xT7| 38=4x7+10

amigos

Com a quarta coluna da tabél& completamente preenchida como na Figura
5.5, pretende-se evidenciar que, apesar de todas as linhaarta cpluna da tabela
original recuperarem o total de balas, é apenas a igualdade

3B=Tx5+3

que provém da divisdo euclidiana. E essa igualdade quengiopa o processo in-
verso dessa operacao, ou seja, que estabelece a “prova iaiséo euclidiana”,
em muitos livros didaticos chamada de “relacao fundamelatalivisao”. Refor-
¢amos, assim, a inadequabilidade da frase “Como na adigfttracio, a divisao
€ a operacao da multiplicagéo.”

| Dobdrigse ,

[ L poro wod-a Ly}- 5% 3 ;}5:1114”
L 2pora wda | 26344 A g - Tag- 122y
3 pora coda | e g = o 2= 10d41
| 7’47/[;«»!4) coda | A ol S C . :5‘3577’?*4‘)

| 5 pora cda | S o - i QH*SC«'

'(,,J,a(m)m coda |

i b .’.nhx “uu\'uL |

Figura 5.5: A tabela do Problema 1 (vi) preenchida durantéroddrso

Salientamos também que tal sistematiza¢éo proporcionaniroducdo a ex-
pressfes numéricas com significado.

O Problema 2, a seguir, envolve equiparticdo e contemplainemesmo con-
texto e com uma mesma divisao, situacdes em que a solucdocéquiaciente,
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ora é o resto, ora € nem 0 quociente nem o resto, evidenciaadoum ponto

delicado para o estudante, de quem é requerido o completndémiento do pro-
cesso da divisao euclidiana e a interpretacdo dos ressil@ut@os (quociente e
resto). Situacdes como esta ndo estdo em geral contemplasliéisros didaticos

dos anos iniciais. Aten¢éo para a resposta ndo Unica paendlf, que estimula
a argumentacdo por parte do estudante.

Problema 2 Havera um passeio para os 178 alunos 8arb e seus 7 pro-
fessores. Pretende-se alugar dnibus com capacidade paas&ageiros. a) Se
todos confirmarem presenca, quantos Onibus deverdo sedak®) b) Para que
todo 6nibus alugado fique lotado, quantas pessoas nao cadémé preciso ter?
Neste caso, quantos 6nibus devem ser alugados?

O Problema 3, a seguir, contempla o significado exterior dadb euclidiana
que envolve o principio multiplicativo da contagem. O peobh pode ser proposto
apos o aluno ter praticado tal principio, e com ele querisbéan salientar que,
emN, o processo inverso da multipllicacdo s6 € a divisao (elacla quando a
mesma tem resto zero.

Problema 3 Na gincana do sexto ano, as 12 equipes foram identificadas pel
12 diferentes combinacdes dsisortscom as camisetas que a Escola recebeu de
doacdo. Sabendo que foram doados, ao todo, 3 tipos difsréeg@orts descubra
0 numero de diferentes camisetas doadas.

Encerramos este capitulo salientando que foi op¢do dasaaut@o discutir
com mais detalhes neste trabalho algoritmos da Divisaadtaich, mas néo por-
que tal discussdo seja simples, o que ndo é verdade. Ai h&xeomplo, mais
uma questao importante a ser compreendida pelo estudanteermos do algo-
ritmo usual, comeca-se a divisdo pelas maiores ordens dieddo, no lugar de
comecar-se a operar com as unidades, como nos algoritmais dsis demais ope-
races. Parte desta discusséo é feita€mn]30-133]
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Capitulo 6

Sugestoes para o Segundo
Segmento do EF

No segundo segmento do Ensino Fundamental, seguindo agagfies da
BNCC, deve-se retomar e aprofundar a divisdo euclidianaProlslemas 4 e 5 a
seguir ttm precisamente tais objetivos. S&o questdesesimphs sédo conduzidas
de forma a estimular a argumentacéao por parte do aluno. Qepnab? diferencia-
se dos exercicios usuais nesta etapa por propor resposiaepem avaliadas pelos
estudantes; além disso, os estudantes terdo que tomar sipagfente a elas.

Problema 4 A professora Queridinha, que trabalha na EMEF Madre Felici-
dade, levou 222 balas para serem distribuidas igualmetre@n1?2 alunos de sua
turma. Logo os alunos se mobilizaram para ajudar a fazetrébdigdo. Surgiram
diferentes propostas:

— Joaozinho propds que cada aluno recebesse 17 balas;

— Claudia sugeriu que cada aluno recebesse 16 balas;

— Fernando propds que cada aluno recebesse 15 balas.

— Mariana propés que cada aluno recebesse 19 balas.

a) As propostas acima distribuem as balas em partes iguatsanl2 alunos
da turma?

b) As propostas acima sdo todas possiveis/viaveis?

¢) Quantas balas sobrardo na distribuicdo feita por Jddozi@laudia, Fer-
nando e Mariana? Complete a tabela a seguir.

Tabela 6.1: Sobras nas propostas

Joaozinho: Claudia: Fernando: Mariana:
sobrarao sobrarao sobrarao sobrarao
balas balas balas balas

27

d) Qual a sua proposta de divisdo das 222 balas entre os IBalassa turma?
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e) A sua proposta é melhor que as demais? Em que ela se didedascde-
mais? E por que essa diferenca é importante, na sua opiniao?

f) Podemos escrever a proposta de Jodozinho como uma dprassérica.
Veja que havia 222 balas para serem divididas entre os 1®satleturma e ele
sugeriu que cada um deveria ganhar 17 balas e ainda sobf8ihaias.

Teremos entdo a express@ii® = 12 x 17 + 18 (confiral)

Agora escreva as demais propostas em forma de expressdaqameé

i) expressdo numeérica relativa & proposta de Claudia:

i) expressdo numérica relativa a proposta de Fernando:

iif) expressdo numérica relativa a proposta de Mariana:

iv) expressao numérica relativa a sua proposta:

No Problema 4 o objetivo com o item (a) é ressaltar ao estadaeguipar-
ticdo; j4 o item (b) busca ressaltar ao estudante que existelimitacdo para a
equiparticdo: a ultima distribuicdo ndo € viavel. O ob@tom o item (c) € res-
saltar a existéncia de diferentes sobras em uma equigadigéimpossibilidade
de completar a distribuicdo de Mariana. Com o item (e) olgiete estimular a
comparagao e a argumentacdo, mesmo que 0s argumentos sbjativas. Nao
espera-se aqui que seja eleita pela turma a “melhor re$poStam o item (f)
pretende-se obter expressfes numéricas contextualieamtas significado para o
aluno, no caso uma reparticao.

Para o 8 ano, propomos, com o Problema 5, também um aprofundamento da
divisdo euclidiana valorizando o papel desempenhado jgsko,rcontemplando
situacdes ciclicas. Ele tem por objetivo que o aluno percepeocesso ciclico,
ndo sendo necessario, portanto, completar a tabela pars ésdareas, bastando
fazer uso do resto da divisdo do numero da area sob andlise géretende-se
com ele também levar o aluno a fazer uso do calculo como amoneendo como
resposta para o problema.

Problema 5 Uma empresa de coleta de lixo dividiu a cidade em 150 areas par
realizar a coleta de lixo nas casas.

Abaixo segue uma tabela de distribuicdo para a coleta dee3 vezsemana

Tabela 6.2: Distribuicdo da coleta de lixo
Domingo| Segunda Terca | Quarta| Quinta| Sexta| Sabado

X 1 X 2 X 3 X
X 4 X 5 X 6 X
X 7 X 8 X 9 X
X 10 X 11 X 12 X
X 13 X 14 X 15 X
X 16 X 17 X 18 X
X X X X
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Pergunta-se:

a) Em que dia da semana a area 30 deve esperar o caminhaoXB ksoareas
45 e 60? O que esses trés nimeros tém em comum?

b) Vocé mora na area 120 e gostaria que o caminhéo fizessaamaEegunda-
feira. Pela distribuicdo indicada na tabela, isso é po§sRer qué?

¢) Vocé mora na area 80 e gostaria que o caminhao fizesse a calstgunda-
feira. Pela distribuicdo indicada na tabela, isso é po§sRer qué?

d) As areas 40, 55 e 70 recebem a visita do caminh&o de lixo emmédia da
semana? Por qué?

e) Vocé percebe alguma relagéo entre a tabela de distribaieéoperacéo de
divisao?

f) Eu resido em uma area cujo recolhimento do lixo acontesenartas-feiras.
Minha amiga mora em uma area cujo nimero € 10 unidades a n&ad [miimero
da minha. Dentro do cronograma de coleta dado, é possivehdaar o dia de
coleta de sua area?

A discusséo relativa aos itens (d) e (e) deve ser no sentigmckeminhar o
raciocinio de modo a enfatizar o resto da divisdo por 3. @alitem oportuniza o
guestionamento sobre a possibilidade de generalizac&udia cle qualquer area
sera sempre em um mesmo dia da semana?) e € um convite aoalam@palhar
com 0 pensamento genérico.

O Problema 5 permite muitos desdobramentos, mais simpleseoos sim-
ples. Por exemplo, talvez o professor ache mais interessantecar com apenas
dois dias da semana de distribuicdo, o que permite que o alabalhe em um
primeiro momento apenas com nimeros pares e impares nodaghvisdo eu-
clidiana por 2. Ja o Problema 6, a seguir, admite mais de uspasta possivel e
requer que o aluno crie ele préprio uma estratégia.

Problema 6 Construa, na tabela a seguir, uma proposta de cronograma par
coleta do lixo de modo a atender as seguintes condicdes:

- 0 numero de areas atendidas em cada dia de coleta € 0o mesmo

- a area 18 recebe a visita do caminhdo do lixo nas quartas-fei

Tabela 6.3: Proposta de Cronograma
Domingo| Segunda Ter¢a | Quarta| Quinta| Sexta| Sabado

Os problemas a seguir podem também ser abordaddsamw6 Os problemas 7
e 8 dizem respeito ao significado de medida (continua e thsecespectivamente),
o Problema 9 a uma situacao de comparacao (razédo) na quehestéida a divi-
sdo euclidiana, e o Problema 10 explora o pensamento gemférialuno, mesmo
gque a argumentacado seja por meio de desenhos.
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Problema 7 Marcelo foi até a venda para comprar tela de cerca e descobriu
gue ela é vendida em rolos individuais de 50m. Responda &sogseabaixo:

a) Quantos metros ele podera cercar se comprar 6 rolos d& tela

b) Se ele quiser cercar um terreno com 420m de perimetrotaguasios ele
precisara comprar?

c) Com 12 rolos de tela é possivel cercar 8 areas de terref@gudares de
95m de perimetro? Se aresposta for negativa, quantos rfedtess para ele poder
concluir o trabalho e quantos rolos de tela de cerca Maraalerd comprar?

d) Marcelo tem em seu depdsito 25m de tela e precisa cercadrgaae 380m
de perimetro. Quantos rolos precisard comprar?

Problema 8 Uma industria de fosforos produz caixas com 40 palitos. Se a
producéo diaria é de 64.267 palitos, responda:

a) Quantas caixas sao produzidas em um dia?

b) Sobram palitos ao final de um dia de produ¢éo? Quantos?

¢) Em trés dias, quantas caixas podem ser produzidas?

d) Quantos palitos sobram ao final de trés dias de producéo?

e) Quantas caixas sdo necessarias para acondicionar gg@oatkidois dias?

Problema 9 Com 5 copos de suco concentrado foram preparados 20 copos de
suco diluido. Complete a frase a seguir, encontrada na egdralda caixa de suco
concentrado: Para cada copo de suco concentrado acrescestipos de agua.

Problema 10 Um certo nimero natural, ao ser dividido por 20, deixa reSto 1
i) E possivel determinar o resto da diviséo desse nimeroor 4
i) E possivel determinar o resto da divisdo do dobro desseerdipor 20?

O Problema 10 (i) pode ser resolvido apenas com desenhasgletws, caso
a linguagem algébrica ainda n&o lhes seja familiar, sem dapdo pensamento
genérico. De fato, ndo é possivel determinar quantos agenqas de 20 uni-
dades temos, sabemos apenas que sobram 15 unidades na plivis?) desse
numero desconhecido (FiguBal). Apesar disso, espera-se que o estudanté® de 6
ano perceba que, para reagrupar a quantidade total em gtepbsnidades, cada
agrupamento de 20 unidades gera 5 agrupamentos de 4 unidadesenhuma
sobra (Figuréb.2), faltando apenas reagrupar em grupos de 4 unidades as-15 uni
dades que haviam originalmente sobrado na diviséo por 28, &divisédo de 15
por 4 tem resto igual a 3 (FigufaJd).

Se proposto 0 mesmo problema a alunos que ja tiveram umagaa lingua-
gem algébrica 7ano, por exemplo), pode-se salientar, com a resolucaoralgéb
a unicidade do quociente e do resto da divisao euclidiandatoedenotando por
n a quantidade original, o dado “ao ser dividido por 20, deesta 15" pode ser
reescrito na forma

n = 20q + 15.
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++++ 4
+ e+ 44
+ e+ 4

+++ 4+ 4
+++ e
+ 4+

Figura 6.2: Cada agrupamento de 20 unidades gera 5 agrujmenclerd unidades,
gerando-se nesse processo nenhuma sobra

Ora, tal expressao pode ser reescrita de muitas formasjralmagrupamentos de
4 unidades, tais como
n=4x5xqg+4x14+11=4(5¢+1)+11
n=4x5xq+4x2+7=4(qg+2)+7
n=4x5xqg+4x3+3=4(5¢+ 3)+ 3,
mas s0 a Ultima expressa o resto da divisda ¢r 4 porque ela é a Unica que
fornece uma sobra menor do que 4, portanto, pela unicidadpidciente e do
resto provada no Teorema da Divisdo Euclidiana, é ela quess@ a Divisdo
Euclidiana den por 4. O item (ii) tem uma resolucdo andloga, e serve também
para salientar que desde cedo é possivel evidenciar queodenneiacionamento
entre duas grandezas € proporcional: de fato, a sobra emepaidicao do dobro
den em grupos de 20 unidades cada pode ser igual ao dobro de 16,rasis da
divisdo euclidiana do dobro depor 20 certamente ndo podera ser o dobro de 15.

T+ e e
T+ +

¢¢+

Figura 6.3: Basta reagrupar em grupos de 4 unidades as l&desidue haviam
sobrado na diviséo por 20
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Ao ampliar-se o universo numérico para o conjunto dos nusnezoionais,
geralmente, mas ndo sempre, muda a forma de expressar-seltade de uma
divisdo dependendo do contexto em que a mesma esta ins€&problemas a
seguir procuram evidenciar que, mesmo quando o universenicorja foi ampli-
ado para 0s humeros racionais (e que portanto o resultadoaivisédo pode ser
expresso por um Unico ndamero racional), ainda ha situacdesguais a divisao
euclidiana é a forma requerida para expressar-se o resultad

Problema 11 Determine a parte inteira de 37/9.

Segundo a BNCC, problema analogo ja pode também ser propogtbano
por ocasido do estudo de fracbes mistas. A divisdo eucdidida 37 por 9, no
caso) fica evidente na resolucao a seguir:

37 (4x9+41) (4x9 1 1
_— = — —:4 —
9 9 9 +9 +97

e comol/9 < 1, concluimos: em 37/9 cabem precisamente 4 inteiros e naoncabe
5 inteiros. Assim, a parte inteira de 37/9 é igual a 4.

Também na representacéo decimal de um nimero raciona fasnseiteradas
vezes da divisdo euclidiana.

Problema 12 : Determine a representacao decimal de 37/9.

Na resolucéo do Problema 11 j& foi determinada a parteandeid37/9, a partir
da igualdade37/9 = 4 + 1/9. Para determinar-se a representacdo decimal de
37/9, procura-se entdo determinar quantos décimos cabesolma nado inteira
1/9. Novamente aparece a divisdo euclidiana (de 10 por 9asm) ©0 seguinte
raciocinio:

EZLXIOXIZL E:ix(le)—i-l)
9 10 9 10 9 10 9
L (ed)=ii 1]
10 9 10 10 9
Comoj < 1, tem-se
1 1 1
0910

de modo que da igualdade
1 1 1

1

— — X

9 10 N 10 9
conclui-se que eny cabes e ndo caberd;, de modo que
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Portanto, a representacao decimal de 37/9, até o momemta, fiarma
37/9=4,1...,

sendo que as demais casas decimais podem ser determinadagseale analoga,
comecando-se por determinar quantos centésimos caberobra™4/90 explici-
tada em(x).
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Este trabalho teve por objetivo ressaltar a complexidadgdecao de divisdo,
gue comeca nos anos iniciais com a divisdo euclidiana e sié@ordada em um
universo numérico maior que permite diferente resposta.

Todas as consideracdes aqui apresentadas reforcam agémndas autoras
sobre a especial atencao que o professor deve dedicar tattoducéo e aprofun-
damento da divisdo euclidiana até ba&ho como a divisdo por ocasido do estudo
dos nimeros racionais, esta Ultima ndo abordada com deiedie trabalho.

A oferta do Minicurso de mesmo nome no Il Simpdésio NacioreaFdrmacao
de Professores da ANPMat também evidenciou a importanaadetir esse tema
com professores do Ensino Fundamental. Finalizamos edtalo com algumas
ponderacdes dos participantes do Minicurso.

“Quando vocés perguntaram no inicio se os termos repayrtidimibuicdo, e
divisdo sdo sinbnimos, eu pensei que sim, mas agora, dep@sopbcdo destas
imagens e reflexdes, reconheco que n&o!”

“A discusséo proposta por vocés no Problema 1 é construtidasignificado
para a divisdo, no lugar de s6 procedimentos.”

“A discussao proposta por vocés no Problema 1 € mais honasta@luno.”

E, sobre o Problema 9, que objetiva desenvolver a argunén@a@ pensa-
mento genérico:

“Quando vocés perguntaram a que nivel tal problema poderigreposto,
pensei que s6 na Universidade; depois da resolucao por meiesgnhos, percebo
que pode ser proposto bem antes.”

35
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Capitulo 8

Apéndice: Os documentos oficiais

No que segue faz-se um apanhado sobre o que dizem os docaroéoiais
sobre a Divisdo (Euclidiana) até 8 &no do Ensino Fundamental, permeado com
alguns comentarios das autoras.

Nos PCN P, p81], ressalta-se a importancia das situagdes-problentam-
preensdo dos conceitos envolvendo nimeros e as opera¢@esles, e observa-se
gue a preocupagéo com o conceito e formalizagéo da divisgceawo P ciclo (até
0 3 ano), 2 ciclo (4° e 8 ano) e 3 ciclo (6° e 77 ano), com culminancia no final
do 2 e inicio do 3 ciclo.

Nesse documento é sugerido que, Aitlo, os célculos envolvendo divisao
sejam feitos apenas “por meio de estratégias pessoais’28 oo, que a “resolu-
¢do de operagdes com numeros naturais seja feita por megiregégias pessoais
e do uso de técnicas operatérias convencionais, com congdi@elos processos
nelas envolvidos”], p51 e 59]. N&o é explicitado se n8 & 2 ciclo referem-se
ou ndo a divisdo euclidiana, mas cabe salientar que ela &€a dnisdo que faz
sentido no universo NuMérids.

Para o 8 ciclo é citado como objetivo resolver situacdes-problemaleendo
ndmeros naturais, inteiros, racionals p64], ndo se chamando atengéo para a
diferenca existente na abordagem da divisadem

E destacada também a importancia de “um trabalho conjunforatdemas
envolvendo a multiplicagéo e a divisdo, uma vez que ha ttredbnexdes entre as
situacdes que as envolvem” e € sugerido que, a partir dedésae multiplicacdo
é possivel formular situa¢des que envolvem a divisao, fcafalo a estreita relacéo
entre ambas”], p72]. Cabe ressaltar que a falta de maiores explicacoes &b
“estreitas relacfes” pode sugerir que a divisdo seja eti@@@mo operacao inversa
da multiplicacdo, o que nao esta correto, conforme entidira texto.

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é recomendado gueice a
abordagaem da divisdo n8 &no com as ideias de metade e terca parte, o que pode
ser constatado na Habilidade a seguir.

(EFO2MAO08) Resolver e elaborar problemas envolvendo dametade, tri-
plo e terca parte, com o suporte de imagens ou material mMaumguutilizando

37
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estratégias pessoaif, p339]

Faz-se alusao explicita a Divisdo Euclidiana nas Habiéidatb 3 ano:

(EFO3MAO08) Resolver e elaborar problemas de divisdo de umend natural
por outro (até 10), com resto zero e com resto diferente @e zem os significados
de reparticdo equitativa e de medida, por meio de estratégiagistros pessoais.
[3, p243]

(EFO3MA09) Associar o quociente de uma divisdo com resto derum nua-
mero natural por 2, 3, 4, 5 e 10 as ideias de metade, tercdaggamta e décima
partes. B, p243].

No 4° ano, a Divisdo Euclidiana ndo é explicitada na habilidade.

(EFO4AMAO7) Resolver e elaborar problemas de divisdo cujsali tenha no
maximo dois algarismos, envolvendo os significados de tigaarequitativa e de
medida, utilizando estratégias diversas, como calcul@gtimativa, calculo men-
tal e algoritmos 3, p247], mas ela fica sugerida na habilidade.

(EFO4MA12) Reconhecer, por meio de investigacdes, queupbgrde nime-
ros naturais para os quais as divisbes por um determinaderolresultam em
restos iguais, identificando regularidad@sg247].

Uma mencgao explicita a tal operagdo deveria ser feita tamledse ano esco-
lar, como um alerta ao professor, levando ainda em conta habikdade.

(EFO4MA13) “Reconhecer, por meio de investigacoes, atilifo a calculadora
guando necessario, as relacdes inversas entre as opetta@iicao e de subtracao
e de multiplicacdo e divisdo, para aplica-las na resoluggarablemas”3, p247]
pode sugerir a alguns leitores que a relacao de inversitliccabe para qualquer
divisdo nesse ano escolar, quando na verdade a relacdmentittiplicacdo e a
divisdo euclidiana envolve também a adigao:

dividendo = quocientex divisor + resto

No 5° ano a BNCC sugere, com a Habilidade a seguir, que fracéo éltads
de uma divisdo, mas nao explicita qual, perdendo a opoddeide alertar para o
fato de que agora o resultado de uma divisdo pode ser um s quseiente.

(EFO5MAO03) Identificar e representar fracbes (menores @nmexique a uni-
dade), associando-as ao resultado de uma divisao ou a el@artk de um todo,
utilizando a reta numérica como recurs®, j251]

No 6° ano é recomendada uma retomada das operacfes elementared-co
meros naturais, “com e sem o uso de calculadora”, sem quadtiigiio ao resto da
divisdo euclidiana.

(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvamuldmentais
ou escritos, exatos ou aproximados) com numeros natui@sneio de estraté-
gias variadas, com compreensao dos processos neles dogotam e sem uso de
calculadora 3, p257].

Alertamos para o fato de que a Divisdo Euclidiana deveriebecmaior aten-
¢do no 6 ano, etapa em que o aluno ainda precisa “revisitar” esse@dof objeti-
vando seu aprofundamento e sua plena compreenséo (aboisknabr exemplo,
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situacdes em que o resto tem papel relevante), de acordoaooientacéo geral,
tanto dos PCNZ, p64] que recomendam explorar o conceito e a formalizagéo da
divisdo ainda no Bciclo (6° e 7° ano), como também d&,[p255] de oportunizar-

se, a cada ano escolar, ndo s6é uma retomada como também dinmdanoento do
conteudo.

E j4 no @ ano que se inicia a divisdo de nimeros racionais, com a Habili
dade: (EFO6MA06) Compreender, comparar e ordenar fragdesiadas as ideias
de partes de inteiros e resultado de divisdo, identificaraighés equivalentes,
p257].

Novamente ndo se percebe uma énfase ao fato de que nessenhn@rsau
numeérico a divisdo de dois nimeros naturais pode ter agoranicu resultado, o
quociente.
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