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Prefacio

Estudos apontam que, em Geometria Plana, alunos da Escola Basica frequen-
temente confundem propriedades do desenho com propriedades do objeto geomé-
trico representado. Assim, por exemplo, um quadrado girado deixa de ser um
guadrado para esses alunos. Possivelmente, esse tipo de comportamento seja um
reflexo da natureza estética de como a Geometria Plana é comumente trabalhada
em sala de aula (figuras ndo podem ser movidas ou alteradas em uma pagina de um
livro ou no quadro-negro).

No caso da Geometria Espacial, uma das dificuldades que o aluno enfrenta ao
estudar esse assunto é a tarefa de reconstruir mentalmente uma imagem tridimen-
sional a partir de uma figura bidimensional estatica impressa na pagina de um livro.
Como a Geometria Projetiva bem nos ensina, esse tipo de procedimento da margem
a ambiguidade, pois dois objetos diferentes podem ter uma mesma projec¢éo plana.
Para melhor entender um objeto tridimensional, é necessario observa-lo de vérias
posicoes diferentes.

Para contrapor essa abordagem estética usual no Ensino e Aprendizagem de
Geometria Plana e Espacial, propomos neste trabalho um conjunto de atividades
interativas com o uso de usoftwarede Geometria Dindmica, no casosaftware
gratuito GeoGebra pasmnartphonestablets Mais precisamente, para Geometria
Plana, apresentamos uma cole¢éo de exercicios, classificados por nivel de dificul-
dade, onde os alunos devem (1) implementar a constru¢cdo do enunciado usando
0 GeoGebra paramartphoneg tablets (2) arrastar os pontos livres e semilivres
para estudar o problema, (3) descobrir (por si mesmos) invariantes geométricos as-
sociados a configuragéo e, por fim, (4) tentar prova-los. Para Geometria Espacial,
as atividades propostas abordam questdes de Geometria Projetiva, Geometria do
Tetraedro e Geometria Analitica Espacial.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Geometria 2D

Nossa experiéncia em escolas confirma resultados ja apontados por Gravina
(1996): em geral, alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio apresentam
pouca compreenséo dos objetos geométricos, confundem propriedades do desenho
com propriedades do objeto geométrico representado, ou seja, misturam- a
ponente figuralssociada ao desenho cone@nponente conceityahquela que
define o objeto por meio das suas propriedades intrinsecas.

Essa confusdo entre as propriedades do desenho e aquelas do objeto geomeé-
trico tem origem nos livros didaticos e praticas de ensino de nossas escolas. Os li-
vros escolares iniciam seus assuntos com definic6es verbais, nem sempre claras e
precisas, onde determinada propriedade é enfatizada, acompanhadas de desenhos
bem particulares do tipo “prototipicos” onde, por exemplo, quadrados e retangulos
apresentam desenhados quase sempre com os lados paralelos as bordas da folha
e os triangulos, na sua maioria, sdo acutangulos e quase sempre estdo desenha-
dos com um dos lados na “horizontal” e sua altura na “vertical” (como na figura
a sequir).

Isto leva nossos alunos a ndo reconhecerem desenhos desses mesmos objetos em
outras posi¢des (como na figura a seguir).

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Mais ainda: os exemplos e exercicios propostos sao, em geral, aqueles cujas
solucBes sao baseadas em operacdes aritméticas do tipo “calcule” ou em equa-
¢cOes “determine o valor dé&’, de modo que, para os alunos, a posicao relativa do
desenho quanto a borda da pagina, o tracado particular do segmento, a operacao
aritmética ou a equacao utilizada passam a fazer parte das caracteristicas do objeto,
estabelecendo desequilibrios na formagéo dos conceitos.

Desse modo, a operacao de multiplicacdo substitui o conceito de area e a soma
substitui o conceito de perimetro, o Teorema de Tales e a semelhanga de triangu-
los “escondem-se” em equacdes complicadas, e o Teorema de Pitdgoras acaba se
reduzindo a uma pura aplicacdo da equacdo de segundo grau. Como nos aponta
Gravina (1996), faltam no contexto escolar mais atividades que explorem os con-
ceitos geomeétricos em si:

O aspecto de construcao dos objetos geomeétricos raramente €
abordado; dificilmente encontramos no livro escolar a instru-
¢do “construa”, e no entanto esta € uma das atividades que
leva o aluno ao dominio de conceitos geométricos. Mais difi-
cil ainda é encontrar questées do tipo “o que podemos dizer
nesta situacdo?” ou “que regularidades percebemos?”, onde
estratégias de investigacao devem ser estabelecidas.
(Gravina, 1996, p. 2)

Na formagdo dos conceitos da Geometria, a componente figural desempenha
um papel fundamental. O desenho é um suporte concreto de expressao e entendi-
mento da componente conceitual. Se, por um lado, ele revela os conceitos e resulta-
dos que ajudam em sua compreensao, por outro, guarda caracteristicas particulares
gque ndo pertencem ao conjunto das propriedades que definem o objeto geométrico
problematizado. Em diversas situacdes de aprendizagem, os alunos devem, num
mesmo problema, controlar diversas informa¢des num mesmo desenho e deduzir
aguelas propriedades importantes para sua compreensao.

Deduzir uma propriedade significa estabelecer uma cadeia
I6gica de raciocinios conectando propriedades do enunciado
tomadas como pressupostos (hipéteses) as propriedades ditas
decorrentes (teses). Esta cadeia de raciocinios que denomina-
mos de argumentacéo légica e dedutiva. O desenho entra aqui
como materializacdo da configuracdo geométrica, guardando
as relag@es a partir das quais decorrem as propriedades.
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(Gravina, 1996, p. 3)

Tanto no caso da formacao de conceitos, quanto no caso de deducéo de proprie-
dades, podemos concluir que grande parte das dificuldades originam-se no aspecto
estatico do desenho: devemos explorar situacdes de aprendizagem que permitam
“o controle do desenho para que caracteristicas de contingéncia da representagéo
nao sejam incorporadas as propriedades matematicas que determinam a configura-
¢ao” (Gravina, 1996, p. 6).

No sentido de evitar que caracteristicas de representacéo sejam confundidas
com as propriedades matematicas dos objetos geométricos, devemos passar para
um tratamento de “desenhos em movimento” onde particularidades da representa-
¢ao desaparecam quando impomos ao desenho movimentos de translacéo, rotacao,
entre outros.

Numa sala de aula convencional, atividades com dobraduras, recortes, cola-
gens, papel quadriculado, entre outras, até podem propiciar configuracbes com
“desenhos em movimento” mas, a partir de um certo grau de complexidade, onde
sdo exigidas configuragBes com muitos objetos, 0 movimento sincronizado com
esses recursos torna-se dificil.

Nesse contexto, osoftwaresde Geometria Dindmica sédo especialmente con-
venientes. De fato: uma construcdo geométrica feita no papel com lapis, régua e
compasso ou no quadro com giz é estética e, dessa maneira, uma vez feita, ela ndo
pode ser modificada. Para gerar outros exemplos, o professor ou o aluno devera
repetir o mesmo procedimento da construcdo com outros dados iniciais, 0 que é
tedioso e toma um tempo precioso de sala de aula com uma atividade repetitiva.

Em umsoftwarede Geometria Dinamica, por outro lado, a construcéo é feita
apenas uma unica vez, com mais precisao e de tal modo que os elementos geo-
métricos da construcéo podem ser alterados para gerar uma quantidade grande de
exemplos. Mais ainda: ao mover os elementos geométricos da construcao, as re-
lacBes geométricas (pertinéncia, paralelismo, etc.) entre esses elementos sdo man-
tidas. Com isto, ao interagir com usoftwarede Geometria Dindmica, o aluno
encontrara um ambiente propicio a visualiza¢do, analise e deduc¢éo informal das
relagbes geométricas da construgdo a partir do qual dedugdes formais e rigorosas
podem ser construidas posteriormente.

E no dinamismo que esta a chave da Geometria DinAmica. Como um exem-
plo, considere a seguinte situacao: a partir de um quadril®&6 D, marcam-
se os pontos médio®, @), R e S dos quatro lados desse quadrilatero e, en-
tdo, constréi-se o quadrilateBQRS. Que propriedade marcante o quadrila-
tero PQRS possui? Com lapis, papel e régua, o aluno poderia, eventualmente,
fazer um desenho bem particular para o quadrilateBa”’ D (como o retangulo e
0 losango indicados na figura a seguir) e, entdo, deduzir uma propriedade (por
exemplo, quePQRS € um losango ou retangulo) que néo é véalida em geral.
O aluno ainda poderia fazer um desenho em posicéo geral, mas com um Unico
desenho em maos, talvez ndo conseguisse visualizar e analisar o problema.
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Em umsoftwarede Geometria Dinamica, por outro lado, uma vez feita a cons-
trucéo, varios exemplos podem ser gerados facilmente movimentando-se os pontos
iniciais A, B, C' e D (os assim denominadpentos liviey da construgcdo. Ao gerar
varios exemplos, o aluno perceberd que nem sempre o quadrideRs € um
losango ou um retangulo, como na figura anterior e, mais ainda, podera considerar
situacdes que nao consideraria normalmente, como o caso em que o quadrilatero
ABCD néo é convexo (como na figura a seguir).

D

Usando umsoftwarede Geometria Dindmica, 0 aluno experimentara mais e
tera condices mais favoraveis para percelpgopriedade invariantelo quadrila-
tero PQRS: ele é sempre um paralelogramo. Essa propriedade, ora conjecturada,
pode (e deve) ser provada: como 0s porftos.S sdo pontos meédios, respectiva-
mente, dodados AD e C'D, segue-se pelo teorema da base média do triangulo
que RS é paraleloa AC e queRS=4E. Analogamente,PQ é paraleloa AC e
PQ=4C. Logo, RS é paralelea PQ) e RS=P(Q. Observando agora os triangulos
ABD e CBD, podemos também conclujue PS é paraleloa QR e PS=QR.
Sendo assim, o quadrilateRQ RS €, de fato, um paralelogramb

Como nos aponta ainda Gravina (1996), um aspecto importante do pensamento
matematico € a abstracao da invariancia e, para o seu reconhecimento e entendi-
mento, nada melhor que a variacao oferecida pedftsvaresde Geometria Dina-
mica. A transicdo continua entre estados intermediarios € um recurso importante
desses programas sob o ponto de vista cognitivo porque permite a construgcéo de
uma infinidade de exemplos, o que favorece a construcdo de conceitos e destaca
0s invariantes geométricos presentes na configuracao.

[BEsse resultado é atribuido ao matematico francés Pierre Varignon (1654-1722).
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1.2 Geometria 3D

No que se refere a Geometria Espacial, uma das dificuldades que os alunos
enfrentam é a tarefa de reconstruir mentalmente uma imagem tridimensional a par-
tir de uma figura bidimensional estatica impressa na pagina de um livro. Como
a Geometria Projetiva bem nos ensina, esse tipo de procedimento d4 margem a am-
biguidade, pois dois objetos diferentes podem ter uma mesma projecéo plana. Por
exemplo, no cubo (a) na figura a seguir,de N e O sdo os pontos médios das
arestasBC, C'F e EF respectivamente, entdo ogseentoAO e o caminho poli-
gonal formado pela justaposicao dogeentosAM, M N e NO, quando vistos
de uma posicao especifica, possuem a mesma projecao, a saber, o desenho em (b).

(b)

Outro complicador das representacdes 2D de objetos 3D: angulos frequente-
mente aparecem deformados. Considere, por exemplo, a figura a seguir (Volkert,
2008). Os éngulosﬁT\G, AFD e ADO na configuragéo 3D séo todos retos mas,
na representacao 2D correspondente, obtida por uma projecao em perspectiva, eles
nao sao.

Mais ainda: existem representacfes 2D de objetos 3D que, em um primeiro
momento, podem parecer adequadas mas, de fato, ndo o0 sdo. Um exemplo classico
é a PirAmide de Huffman (Huffman, 1977). O desenho em (&) na figura a seguir
parece ser a representacdo de um tronco de piramide de base triangular, mas, como
mostra o desenho em (b), este ndo é o caso.



8 CAPITULO 1. INTRODUCAO

(@) (b)

Todos estes exemplos mostram que, para melhor entender um objeto tridimen-
sional, & necessério observa-lo de varias posic¢des diferentes. Certamente o uso de
materiais concretos é um recurso didatico indispensavel, principalmente nas séries
iniciais. Por outro lado, existem certas configuracdes e propriedades geométricas
gue sdo dificeis de se representar concretamente, devido a limitagcbes de ordem
técnica. Aliado ao fascinio que exerce sobre os alunos, o computatddnede
o smartphon&olocam-se entdo como uma ferramenta promissora para o ensino da
Geometria Espacial.

1.3 Objetivo e Descricao

Frente aos contextos apresentados nas duas sec¢des anteriores, este trabalho tem
por objetivo apresentar uma sele¢do de exercicios, classificados por nivel de difi-
culdade, onde o aluno deve (1) implementar a construgao sugerida no exercicio em
um softwarede Geometria Dinamica, (2) estuda-la movendo os elementos “livres”
da construcao, (3) fazer uma conjectura para o invariante geométrico da construcao
e (4) provar sua conjectura.

Utilizaremos como referénciasmftwarede Geometria Dindmica gratuito Geo-
Gebra em sua versdo pdaabletse smartphonegdisponivel no seguinte ende-
rego: < ). Contudo, outros programas podem ser usa-
dos igualmenté!, pois as ferramentas necessarias para o estudo dos invariantes
propostos sdo basicas e comuns a qualsoiwarede Geometria Dindmica. N&o
€ nosso objetivo aqui ensinar a usar o0 GeoGebra. Para o leitor iniciante, recomen-
damos os videos tutoriais disponiveis erm >,

No que se segue, usaremos 0s seguintes terpmp livre ponto semilivre
e invariante geométrico Por ponto livre entendemos qualquer ponto da constru-
¢do que pode ser arrastado para qualquer lugarp&uo semilivreentendemos
um ponto que é construido sobre segmentos, semirretas, retas e circulos e cujo
movimento fica restrito a esses objetos geométricosinRariante geométricen-
tendemos qualquer propriedade geométrica (concorréncia, colinearidade, perpen-
dicularismo, paralelismo, etc.) e também rela¢des entre medidas de comprimento

bIpor exemplo, o Sketchometry (disponivel erat ), 0 Régua e
Compasso (disponivel err; %), etc.


http://car.rene-grothmann.de/
http://www.sketchometry.org/
http://www.uff.br/geogebra/
http://www.geogebra.org/
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de segmentos, de areas e de angulos (segmentos congruentes, areas equivalentes,
angulos complementares, suplementares, etc.) que permanecem invariantes com
relacdo ao movimento dos pontos livres e semilivres.

Nosso trabalho esta dividido da seguinte maneira. No Capitulo 2, apresenta-
mos 0s enunciados das construc¢des divididos em quatro niveis. Os trés primeiros
niveis estéo organizados por grau de dificuldade e tratam apenas de invariantes que
envolvem Geometria de Posi¢éo (congruéncia, colinearidade, paralelismo, perpen-
dicularidade, etc.). Essa classificacdo de dificuldade leva em conta a dificuldade
da construcao, da percepc¢éo do invariante e da complexidade da demonstragéo, se-
gundo nossa opinido. O quarto nivel apresenta invariantes que envolvem somas de
medidas e comparacdes de &reas. Como fonte de pesquisa, usamos as seguintes re-
feréncias: (Alencar Filho, 1983), (Asociacion Fondo de Investigadores y Editores,
2012), (Dolce & Pompeo, 1993), (Morgado, Wagner & Jorge, 1973), (Muniz Neto,
2013) e (Posamentier & Salkind, 1970). No Capitulo 3, apresentamos demonstra-
¢Oes para os invariantes geométricos. Os enunciados das atividades relacionadas
com Geometria Espacial sdo apresentados no Capitulo 4, e as respostas dessas ati-
vidades no Capitulo 5.
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Capitulo 2

Geometria 2D: Enunciados

2.1 Nivel 1

Invariante 1

Construa um quadrilatetd BC D. Em seguida, marque 0s pontos mediys), R
e S dosladosAB, BC,CD e DA, respectivamente. Construa entdo o quadrilatero
PQRS.

C

=

Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe o quadrilatero
PQRS. Vocé consegue identificar algum invariante geomeétrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construgad e

11



12 CAPITULO 2. GEOMETRIA 2D: ENUNCIADOS
Invariante 2
Trace um sgmentoAB. Nesse segmento marque um po@toMarque entdo um

ponto D diferente de”' e, em seguida, trace oggaentoC'D. Construa as bissetri-
zes dos angulodCD e BCD.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cao? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
gulo entre as bissetrizes dos éng@ e BCD. Vocé consegue identifi-
car algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c e »%

Invariante 3

Construa dois circulos com centros nos portdos O’ e que passam pelos pontos

N e M, respectivamente. Suponha que os dois circulos intersectam-se em dois
pontos distintos, digamo$, e B. Por P, trace a semirretﬁ € marque o ponto

A de intersecdo dessa semirreta com o primeiro circulo. Do mesmo modo, por
P, trace a semirretZ O’ e marque o pont@’' de interse¢do dessa semirreta com

o segundo circulo.
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=

Quais sao os pontos livres dessa construgcao?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe os ptintos
B e C. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgg‘c e @ .

Invariante 4

Trace um sgmentoAB e, nesse segmento, marque um paiitaCom centro em
A, trace o circulo passando p6fe marque um pont® nesse circulo. Agora
construa um segundo circulo com centro Bnpassando também p6tf. Em se-
guida, construa a retapassando pad e D. Trace, entdo, paB, a retas paralela
a retar. Marque o pontaF de intersecgdo dessa reta&om o segundo circulo
(esse pontd’ devera ser aquele que estd no mesmo semiplano que oRatm
relacéo a reta que contém @seentoAB). Por fim, construa o triangulbCE.
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N

Ferramentas do GeoGebra usadas na construg:éc / / /'// @ .
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Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o tri-
anguloDCE. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Invariante 5

Construa um trapézid BC D debasesAB e CD eladosBC e AD. Trace, entio,
as bissetrizes interna e externa correspondentes ao éﬁgl\]]be também, as bis-
setrizes interna e externa correspondentes ao ér@/DI\ﬂ do trapézioABCD.
SejaF o ponto de intersecdo das bissetrizes externas &5ejponto de interse-
cao das bissetrizes internas. Construa o quadrildérp E.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c / e /'// /\../ .

Quais sdo os pontos livres dessa construgédo?

Existem pontos semilivres nessa constru¢do? Quais?

Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatercAF D E. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Invariante 6

Construa um trapézio retangulbBC D de basesAB e C'D e ladoobliquo BC.
Marque, entdo, o ponto médid de BC. Por fim, construa o trianguld M D.
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=

Quais sado os pontos livres dessa construcéao?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o tri-
anguloAM D. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrigag e J( //'// .

Invariante 7

Construa um quadrilaterd BC'D comladosAB, BC, CD e DA. Trace as di-
agonaisAC e BD. Marque os pontos médids e F' dos lados nd@djacentes
AD e BC, respectivamente, e os pontos médibe H dasdiagonaisAC e BD,
respectivamente. Construa o quadrilateiG F H.

D




16 CAPITULO 2. GEOMETRIA 2D: ENUNCIADOS

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilateroEG F'H. Vocé consegue identificar algum invariante geomeé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constriugadg s

Invariante 8

Construa um circul@ de centroO passando por um ponto. Sobre o circuld,
marque dois ponto® e R. Construa entdo as ret e ﬁ% SejaQ # P
0 ponto de interse¢do entfee Oﬁ e sejaS o ponto de intersecdo entfee OR.
Em seguida, construa as retas tangetiesy, tr €ts ao circulo nos pontoB, Q,
R e S, respectivamente. Marque os pontos de interseéotrets etg, B entre
tg etr, Centretg etp, D entretp etg. Por fim, construa o quadrilaterbBC D.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatercABC' D. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c / 7@ @ !




2.1. NIVEL 1 17
Invariante 9

Construa um circul@ de centraD passando por um ponf®. Marque um pontol
sobreC e, entao, trace a rem. SejaD # A o ponto de intersecdo enifee O A.
Determine os pontos médidg e N de AO e OD, respectivamente. Construa, por
M, uma reta perpendicula AD e marque os pontaB e F' de intersecéo dessa
reta com o circul@. Agora, trace, poNV, uma reta perpendicularAD e marque
os pontog” e E de intersecao dessa reta com o circu(o pontoC' deve estar no
mesmo semiplano que o ponibcom relacdo a ret@ A). Desenhe o hexagono
ABCDEF.

=

Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 hexagoncABC DEF'. Vocé consegue identificar algum invariante geo-
métrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na construqﬁ‘c .'. ./ /'/ j( @ .
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2.2 Nivel 2

Invariante 1

Construa um trapézid BCD deladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelos
AB e CD. Em seguida, trace as semirre@ e Lﬁ Marque o pontaV/ de

intersecdo das semirret e ﬁ Depois, trace, polM, a reta paralela aos

lados AB e CD. Construa, entdo, as semirretdé’ e BD. Por fim, marque
os pontosl e N de intersecdo dessas semirretas com arteta

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os pontosL, M e N. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrquc e el ﬁ

Invariante 2

Construa um quadraddBC D deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, cons-
trua sobre dado BC um triangulo equilater&CE para fora e, sobreladoCD,
um tridngulo equilater@’ D F' para dentro do quadrado.
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A

1. Quais sdo os pontos livres dessa construcao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
0s pontosA, E e F'. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constngéc:

Invariante 3

Construa o quadradd BCD deladosAB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um
tridngulo equilatercd BE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para
fora do trianguloABE, dois quadrados: o primeire} RS, deladosAE, ER,

RS e SA, e 0 segundoEBPQ, deladosBE, EQ, QP e PB. Por fim, trace
o quadrilatera” QRD.

=
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatera”@RD. Vocé consegue identificar algum invariante geomeé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constru‘;ﬁc Q :

Invariante 4

Construa um triangulo is6scelesBC de baseAB. Em seguida, construa trés
triangulos equilateroBCF, ACE e ABD para fora desse triangulo. Por fim,
construa os gpnentosBE, AF e CD.

E

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
Existem pontos semilivres nessa constru¢do? Quais?

n

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe

os comprimentos dos gmentosBE, AF e CD. Vocé consegue identifi-

car algum invariante geomeétrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrwgﬁ'c o j( I:}
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2.3 Nivel 3

Invariante 1

Construa um trapézid BC'D deladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB
e CD. Trace agliagonaisAC e BD e marque @ontoAC N BD = {E}. PorE
trace a reta paralela aado AB. Essa reta intersectardario AD em F e olado
BC em(. Considere os ggnentosF' E e EG.

=

Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dos gmentosF'E e EG . Vocé consegue identificar al-
gum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construggc e ﬁ

Invariante 2

Construa um paralelograméBC D deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida,

sobre cada um de seus lados, construa para fora do paralelogramo os triangulos
equilaterosABP, BCQ, CDR e DAS. Marque entdo os baricentrés F, G e

H dos triangulosABP, BCQ, CDR e DAS, respectivamente. Por fim, construa

o quadrilateraF FGH.
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B

N

P

Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilateroE F'G H. Vocé consegue identificar algum invariante geomeé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construgad e /'// Q

Invariante 3

Construa um paralelogrambBC D deladosAB, BC,CD e DA. Em cadaum de
seus lados, construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, entéo, os cen-
trosE, I, G e H desses quadrados e, por fim, desenhe o quadril&tEGH.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
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2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilateroE FG H. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construgad e /'// Ii}'

Invariante 4

Construa o quadrilaterd BC' D deladosAB, BC, CD e DA. Trace suas respec-
tivas mediatrizesn 4z, mpc, mep € mpa. Suponha quem g Nmpe = {E};
map N Map = {F}, mep NMmap = {G} emecp Nmpoc = {H} Construa
0 quadrilateraF FGH e trace sua diagonm. Por fim, trace a diagonﬁ do
quadrilatercABCD.

=

Quais sado os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
gulo formado pelasliagonaisF H e BD. Vocé consegue identificar algum
invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na construg:éc e ><

Invariante 5

Construa um tridnguld BC. Sobre osadosAB e AC, respectivamente, construa
triangulos equilaterost BF e AC'D para fora do trianguldd BC'. Sobre olado
BC, por sua vez, construa o triangulo equilatét@’ £ para dentro do triangulo
ABC. Por fim, trace o quadrilaterd DE'F'.
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C

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatercADEF. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constru.@ﬁc Q .

Invariante 6

Construa um trianguldd BC. Sobre olado BC, construa para fora do tridngulo
desse tridangulo o quadrad®C' PQ comladosBC, CP, PQ e QB. Agora, sobre
olado AC desse tridngulo, construa para fora do tridangulo o quadd&dB.S com
ladosAC, CR, RS e SA. Determine os centroB e E dos quadrado8C P(Q e
ACRS, respectivamente, e, entdo, marque o ponto m&tlao lado AB. Por fim,
construa o triangul® EM .
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
gquD/M\E do trianguloD E M . Vocé consegue identificar algum invariante
geométrico?

4. Tente demonstrar o0 invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrigag e Q

Invariante 7

Construa um quadrilaterd BCD deladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus la-
dos construa, para fora do quadrilatero, quatro quadrados. Marque os respectivos
centrosE, F, G e H desses quadrados. Por fim, trace aprsentostG e F H.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
gulo formado pelos sgnentosEG e F H. Vocé consegue identificar algum
invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

[ ] /./
Ferramentas do GeoGebra usadas na constrigag e I:}
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2.4 Nivel 4

Invariante 1

Construa um retanguld BC' D e marque um pont&' no interior do retangulo. Em
seguida, trace os gmentosBE e CE. Por fim, construa os anguldsBA, DCE
e BEC.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
Existem pontos semilivres nessa constru¢do? Quais?

n

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe

os angulosE BA, ECD e BEC. Vocé consegue identificar algum inva-
riante geométrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrL@t e J( — b' .&_Y .

Invariante 2
Construa o paralelogrambBC D comladosAB, BC, CD e DA. Trace a diago-
nal AC e marque um pont& nessa diagonal. Construa, pgor a reta paralela ao
lado AB e, entdo, marque os pontos de interseGa®/ dessa reta com dados
AD e BC, respectivamente. Analogamente, trace, por reta paralela atado
AD e, entdo, marque os pontos de interselfa® I’ dessa reta com dadosAB e
CD, respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogréit&D e H BIE.
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27

e

4.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constr@ el b' .

Quais séo os pontos livres dessa construcédo?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos paralelogram@® F'D e HBIE. Vocé consegue identificar
algum invariante geométrico?

Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Invariante 3

Construa um paralelograméBCD com lados AB, BC, CD e DA com AD
paralelo aBC'. No seu interior marque um ponfo. Construa agora os tridngulos

ADE e BCE.

N

4.

||
Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c L — b'

C

A

Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos triangulosDE e BC'E. Vocé consegue identificar algum in-

variante geomeétrico?
Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.
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Invariante 4

Construa um trapézid BC'D comladosAB, BC, CD e DA, com AB paralelo
a CD. Trace suas diagonais e marque o poAtointersecdo dessas diagonais.
Considere agora os triangulddD E' e BCE.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos triangulosDE e BC'E. Vocé consegue identificar algum in-
variante geometrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c e /'// b' .

Invariante 5

Construa um paralelograméBCD comladosAB, BC, CD e DA, com AD
paraleloBC. Trace adiagonalBD. Pelo vérticeB trace uma reta perpendicular
adiagonalBD. Pelos vértices! e C trace retas perpendiculares gue intersec-
tardo essa reta, respectivamente, nos pafites”. Construa os ggnentosAFE e
CF.

D
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dos gmentosAE e CF e dadiagonalBD. Vocé conse-
gue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

| o]
Ferramentas do GeoGebra usadas na constrmﬁ'c 1 J(

Invariante 6

Construa um triangulo isésceleBC de baseAB. Marque o pontaH, pé da
altura relativa adado BC. Em seguida, marque um ponfd nabaseAB e, por
D, trace retas perpendiculares dados AC e BC. SejamFE e F os pontos de
intersecdo dessas retas perpendiculares com a%tas% , respectivamente.

c

F

B

Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0os pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dosgmentosAH, DE e DF. Vocé consegue identificar

algum invariante geométrico?
4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constr@ e J( ><

Invariante 7

Construa um retanguld BC' D deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace
suasdiagonaisAC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada do vértitaté

A
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adiagonalBD. Agora, nolado AB, marque um pontd. SejamF’ e G os pés das
perpendiculares baixadas do potaté agliagonaisAC e BD, respectivamente.
Por fim, trace os sgnentosAH, EF e EG.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢ao? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dos gmentosEF, EG e AH. Vocé consegue identifi-
car algum invariante geomeétrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrt@: e j( .

Invariante 8

Construa um quadrilaterd BC'D simples (isto €, ABCD é tal que os Unicos

pontos que pertencem a duas arestas sd0 0s seus veértices). Em seguida, marque
os pontos médio&, F, G e H dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente.
Construa entdo o quadrilatefoF'GH .

D
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos quadrilaterd$3C'D e EFGH. Vocé consegue identificar al-
gum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgag b' )
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Capitulo 3

Geometria 2D: Conjecturas e
Demonstracoes

3.1 Nivell

Invariante 1

Construa um quadrilatetd BC'D. Em seguida, marque os pontos medivg), R

e S dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente. Construa entdo o quadrilatero
PQRS.

Pontos livres os vértices do quadrilaterd, B, C' e D. Pontos semiliviesnao exis-
tem. Invariante geomeétricoo quadrilatero interndQ RS é um paralelogramo.

B

Demonstracao No triangulo ADC, como os pontos: e S sdo pontos médios,
respectivamente, ddadosCD e AD, segue-se pelo teorema da base média do
trianguloque RS é paralela AC eRSz%. Do mesmo modo, como os pontBs

e () sdo pontos médios, respectivamente, lddsesAB e BC do trianguloABC,
concluimosque PQ é paraleloa AC e PQ=4C. Logo RS ¢é paraleloa PQ e
RS=PQ. Aplicando argumentos analogos aos triangulésD e C BD, podemos

33
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também concluiquePS é paralel@ QR e PS=QR. Logo, o quadrilater@QRS
€ umparalelogramo. -

Invariante 2

Trace um sgmentoAB. Nesse segmento marque um po@toMarque entdo um
pontoD diferente de”' e, em seguida, trace oggaentoC'D. Construa as bissetri-
zes dos éngulo@ e BCD.

Pontos livres 0os pontosA, B e D. Ponto semilivreo pontoC'. Invariante geomeé-
trico: as bissetrizes dos éngul@ e BCD sdo perpendiculares.

B

>

DemonstracdoSejamx 0 angulo formado pela bissetriz @€' D com o sgmento

AC e 3 o angulo formado pela bissetriz d&CD com o sgmentoC'B. Temos
entdo quea + 248 = 180° e, sendo assim, a medida do &ngulo entre as bissetrizes
dos éngulo@ e BCD é iguala + 8 = 90°, o que demonstra que elas sdo
perpendiculares. -

Invariante 3

Construa dois circulos com centros nos poridos O’ e que passam pelos pontos

N e M, respectivamente. Suponha que os dois circulos intersectam-se em dois
pontos distintos, digamog$, e B. Por P, trace a semirretﬁ@ € marque o ponto

A de intersecdo dessa semirreta com o primeiro circulo. Do mesmo modo, por
P, trace a semirreti’—& e marque o pontd’' de intersecdo dessa semirreta com

0 segundo circulo.

Pontos livres O, O', M e N. Pontos semilivresndo existemInvariante geomé-

trico: os pontosA, B e C séo colineares.
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Demonstracdo Os sgmentosPA e PC s&o diametros dos circulos, logo, os tri-
angulosPBA e PBC séao retangulos em. Assim,CBA = CBP + PBA =
90° 4+ 90° = 180°. Os pontos, B e C sdo, dessa maneireglineares. m

Invariante 4

Trace um sgmentoAB e, nesse segmento, marque um paiitaCom centro em

A, trace o circulo passando p6fe marque um pontd® nesse circulo. Agora
construa um segundo circulo com centro Brpassando também pat. Em se-
guida, construa a retapassando poA e D. Trace, entdo, poB, a retas paralela

a retar. Marque o pontal de intersec¢do dessa reta&om o segundo circulo
(esse pontd devera ser aguele que estd no mesmo semiplano que oRatm
relacdo a reta que contém @seentoAB). Por fim, construa o triangulbC E.
Pontos livres A e B. Pontos semilivresC' e D. Invariante geométricoDCE é

um triangulo retangulo.

Demonstracg&oO trianguloAC D é isésceles deaseC' D (pois AC = AD = raio

do circulo de centro eml) e o trianguloBCE também é is6sceles dmseCE
(pois BC = BE = raio do circulo de centro em®). Considere, entdo; =
@:ﬁ;@:B/@:B/E\C;p:D/@,demodo u@:1800—p

(os éngulosﬁ’/B\E eCAD sdo suplementares, pois as reé eﬁ sdo paralelas)

e, por fim,a = DCE. Pelo teorema do angulo externo de um triangulo aplicado
aos triangulosADC e C'BE, respectivamente, segue-se gue o = 3+ p e

B+ a = 6+ 180° — p. Somando-se membro a membro essas duas equacdes,
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temosques +0+2a=F+6+p+ 180° — p, isto é,2a = 180° e, sendo assim,
a = 90°. Consequentement®C'E € um triangulaetangulo. n

Invariante 5

Construa um trapézid BC D debasesAB e CD eladosBC e AD. Trace, entio,
as bissetrizes interna e externa correspondentes ao m também, as bis-
setrizes interna e externa correspondentes ao ér@/llﬁ do trapézioABCD.
SejaL’ o ponto de intersecéo das bissetrizes externas &5sejponto de interse-
cao das bissetrizes internas. Construa o quadrilaérp E.

Pontos livres e semilivredrés dos quatro vértices do trapézZl&3C' D sao livres,
0 Vértice restante é semilivrvariante geométricoo quadrilatercaAF DE é um
retangulo.

e e T
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DemonstracaoPelo resultado do Invariante 2, temos dU/A\E é um angulo reto.
O mesmo acontece com 0 éngm SejaL o ponto de intersegéo das reths

. Como o quadrilaterel BC'D é um trapézio, segue-se qa‘eDA DAL
(p0|s as retas@ @ sédo paralelas e 0s anguIOTSDA e DAL sao alternos
internos). ConsequentemenﬂéDA = CDA/2 = DAL/2 — FEAD. Sendo
assim, os sgmentosDF e EA sdo paralelosComoDF é perpendiculaa DE e
E A é paraleloa DF, concluimosjue EA também é perpendicularDE. Logo,
o] éngquA/EB também é reto. Como o quadrilateA"DFE tem trés angulos

internos retosKAE, EDF e AED), segue-se que ele é uetangulo. -
Invariante 6

Construa um trapézio retanguBC' D debasesAB e CD e ladoobliquo BC.
Marque, entdo, o ponto médid de BC. Por fim, construa o trianguld M D.
Pontos semilivres pontos livres dois vértices adjacentes do trapédi®&C D séo
livres, 0s outros dois vértices sao semilivréisvariante geométricoo triangulo
AMD é is6sceles.

D C

1

Demonstracéo Trace porM uma reta paralela dsasesAB e C'D do trapézio e
sejaH o ponto de intersecdo dessa reta coladm AD. Como 0s éngulo@ e
ADC so retos, o sgnentof M é perpendiculaa AD e, portanto, ele é a altura
do trianguloAM D com relacdo adado AD. Por outro lado, comad/ é ponto
médiode BC e HM é paralelo asvasesAB e CD, segue-se quél é ponto
médiode AD, de modogque HM ¢ a mediana do trianguld A/ D com relacdo
aolado AD. Logo, no triangulod M D, M H é simultaneamente altura e mediana
com relacdo atado AD. Sendo assim, o triangulé) D é isésceles deaseAD.

Invariante 7

Construa um quadrilaterd BC'D de lados AB, BC, CD e DA. Trace as di-
agonaisAC e BD. Marque os pontos médids e F' dos lados ndo adjacentes
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D

AD e BC, respectivamente, e os pontos médibe H dasdiagonaisAC e BD,
respectivamente. Construa o quadrilateiG F H.

Pontos livres A, B, C e D. Pontos semilivresndo existem.Invariante geome-
trico: o quadrilateraEGF' H é um paralelogramo.

Demonstracao No trianguloBC D, temos que 0s pontad e F' sdo pontos mé-
dios, respectivamente, dizxlosBD e BC. Portanto, pelo teorema da base média
do tridngulo, segue-spie H F é paralela C'D e HF=C—2D. Analogamente, temos
que no triangulcACD, EG é paralelea CD e EG=%L. Logo, HF é paralelca
EG e HF=EG. Aplicando-se argumentos analogos aos triangdlbs3 e AC'B
podemos concluigue EH € paraleloa FG e EH=FG. Logo, o quadrilatero
EFGH é umparalelogramo. u

Invariante 8

Construa um circul@ de centroO passando por um ponto. Sobre o circuld,
marqgue dois pontoB e R. Construa entdo as re eOR. Seja) # P oponto
de intersecgéo ent(ée&; e sejaS # R o ponto de intersecdo entfee OR. Em
seguida, construa as retas tangentesg, tr €ty ao circulo nos ponto®, @, R
e S, respectivamente. Marque os pontos de interseéntrets etg, B entretg
etg, C entretg etp, D entretp etg. Por fim, construa o quadrilaterdbBC D.

Pontos livres O e L. Pontos semilivresP e R. Invariante geométricoo quadri-
lateroABC'D é um losango.
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DemonstracdoVamos aplicar o caso especial de congruéncia de triangulos retan-
gulos: OR = OP e OC é hipotenusa comum, entd6,P = CR. O mesmo
ocorre com 0s outros segmentos tangentes, istbié, = DS, AQ = AS e

BQ = BR. Somando-se membro a membro as quatro ultimas igualdades temos
queCP+PD+AQ+QB =CR+RB+AS+SD = CD+AB =CB+AD.

As retas tangente& e tp sdo paralelas, pois séo perpendicularesliametro

PQ e, por motivo analogo, as retas tangerite® tg também sdo paralelas. As-
sim, o quadrilateraABC' D é um paralelogramo. Agora; = CD = AB e

y = AD = BC = 2z = 2y = = = y, OU seja, os lados do paralelogramo
sdo congruentes, implicando gdé&3C' D é umlosango. -

Invariante 9

Construa um circul@ de centraD passando por um ponfd. Marque um ponti
sobreC e, entdo, trace a re(a<71. SejaD # A o ponto de intersecdo enifee O A.
Determine os pontos médidg e N de AO e OD, respectivamente. Construa, por
M, uma reta perpendicular AD e marque os pontaB e F de intersecdo dessa
reta com o circul@. Agora, trace, poNV, uma reta perpendicularAD e marque
os pontog” e FE de interse¢do dessa reta com o circulo pontoC' deve estar no
mesmo semiplano que o ponibcom relacdo a ret&? A). Desenhe o hexagono
ABCDEF.

Pontos livres O e P. Pontos semilivresA. Invariante geométricoo hexagono
ABCDEF é regular.
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Demonstracdo Considere o triangulelBO. Como o sgmento BM é medi-
ana e altura desse triangulo, concluimos que ele é is6sceleasdelO. Mas
AO = OB (AO e OB séo raios do circul6), logo o trianguloA BO é equilatero.
De forma analoga, podemos afirmar que os trianglé¥), DCO, DEO séo
também equilateros, implicando que também seréo equilateros os trianguos
e EFO. Essa justaposicao de seis triangulos equilateros mostra GUEDEF é
um hexagono regular -

3.2 Nivel 2

Invariante 1

Construa um trapézid BC'D deladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelos
AB e CD. Em seguida, trace as semirre e B? Marque o pontaV/ de

intersecdo das semirret@ e Eﬁ Depois, trace, polM, a reta paralela aos

lados AB e CD. Construa, entdo, as semirretdé’ e BD. Por fim, marque
os pontod. e N de intersecdo dessas semirretas com arteta

Pontos livrestrés vértices do trapézid BC D. Pontos semilivreso quarto vértice
do trapéziolnvariante geométricoo pontoM € o ponto médio do sgnentoL N.
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\N \M/ L~

A B
DemonstracéoPelo Teorema de Tales, temos q8€'/BM = AD/AM. Como
os tridngulosACD e ALM sao semelhantes, concluimos que vale a igualdade

AD/AM = CD/LM. Agora, segue-se da semelhanc¢a dos triangBlodD e
BMN queBC/BM = CD/NM. Assim,

BC/BM = AD/AM = CD/NM = CD/LM = MN = LM,

isto é, M é o ponto médio do sgnentoL N. -

Invariante 2

Construa um quadradéBC D deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, cons-
trua sobre dado BC' um triangulo equilater@3C E para fora e sobre lado CD

um tridngulo equilater@’ D F' para dentro do quadrado.

Pontos livres dois vértices consecutivos do quadrado (os outros dois sao fixos).
Pontos semilivresndo existem.Invariante geométricoos pontos4, F' e E sédo
colineares.

A% B

Demonstracdo Temos qum = 30° + 60° = 90° e CF = CF e, assim,
CFFE = 45°. Observando o triangulo isosceldD F', ondeDA = DF, temos
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queﬁ = 30°. Portanto,ﬁ = 75° Dessa maneiraﬁ + DFC +
CFFE = T75° 4 60° + 45° = 180°, ou seja, 0s pontad, F' e FE sdocolineares. g

Invariante 3

Construa o quadradd BCD deladosAB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um
triangulo equilatercd BE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para
fora do trianguloABE, dois quadrados: o primeirdd ERS, deladosAFE, ER,

RS e SA, e o sequndoEBPQ, deladosBE, EQ, QP e PB. Por fim, trace
0 quadrilatera”QRD.

Pontos livres dois vértices consecutivos do primeiro quadrad®C' D (0s outros
dois séo fixos)Pontos semilivresndo existemlnvariante geométricoo quadri-

lateroCQRD € um trapézio isésceles.

R, Ne

A B

DemonstracaoPara demonstrar que o poligo6@)RD é um trapézio isosceles,
devemos mostrar que osgeeentosD R e C(Q S&o congruentes e que ogs&ntos
RQ e DC séo paralelos.

Primeiro demonstraremos que ogsentosD R e C(Q sdo congruentes. Para isso,
mostraremos que os trianguldd R e BC'Q sdo congruentes. De fato: temos que
AD = BC (lados do quadradd BCD), AR = B(Q (diagonais dos quadrados
congruentesAE RS e EBPQ) e RAD = Q/@ = 15°. Assim, pelo caso LAL,
os triangulosADR e BC(Q sdo congruentes e, em particulerR = CQ.

Agora, demonstraremos que ogsentosR(Q e DC sio paralelos. Note, inici-
almente, queER = E(Q (lados dos quadrados congruenteE RS e EBPQ).
Comoﬁ\Q = 360° — (90° +90° 4+ 60°) = 120°, segue-se quﬁ‘?@ = 30° (an-
gulo da base do triangulo iséscelERQ) e, portanto,@ = 45° 4 30° = 75°.
COMORAB = 45°+60° = 105°, temos quelRQ+ RAB = 75° +105° = 180°,

o0 que implica no paralelismo dosggaentoskR(Q e AB. ComoAB e C'D s&o para-
lelos (lados opostos do quadradd@C D), segue-se que osgeentoskRQ e CD
sdo tambénparalelos. n
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Invariante 4

Construa um triangulo is6scelesBC de baseAB. Em seguida, construa trés
tridngulos equildteroBCF, ACE e ABD para fora desse triangulo. Por fim,
construa os ggmentosBE, AF e CD.

Pontos livres A e B. Ponto semilivre C. Invariante geométricoos sgmentos
AF, BE e C'D s&o congruentes.

D

DemonstracdoOs triangulosAF' B e ABFE sao congruentes pelo caso LAL, pois
BF = BC = AC = AE, AB é comum eABF = CBA + FBC = CBA +
60° = BAC + CAE = FAB. Em particular,AF' = BE. Considere agora 0s
tridangulosDBC e ABF. Temos queDB = AB (lados do triangulo equilatero
ABD), BC = BF (lados do tridangulo equilaterBCF) e DBC = DBA +
A/E% = 60° + @ = @ + A/EE = A/B\F. Portanto, pelo caso LAL,
os triangulosD BC' e ABF séo congruentes. Em particul&tD = AF. Dessa
maneira, os sgnentosAF, BE e C'D sdocongruentes. -

3.3 Nivel 3

Invariante 1

Construa um trapézid BC'D deladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB
e CD. Trace agliagonaisAC e BD e marque @ontoAC N BD = {E}. PorE,
trace a reta paralela aado AB. Essa reta intersectardario AD em F e olado
BC em(. Considere os ggnentosF E e GE.

Pontos livres e semilivrestrés vértices do trapézid BC D, o quarto vértice &
semilivre.Invariante geométricoF £ = GE.
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Demonstracéo Pelo critério LAL, os triangulosiBD e F'ED sédo semelhantes.
Dessa maneiraAB/FE = AD/FD = DB/DE = (DE+ EB)/DE. Do
mesmo modo, os triangulosBC e EGC' sdo semelhantes e, portantd3 /GE =
BC/CG = CA/CE = (AE + CE)/CE. Analogamente, os trianguldsC'D e
E AB também sao semelhantes e, sendo as$iBy,CD = AE/CE = EB/DE.
ConsequentementéAE + CE)/CE = (DE + EB)/DE. Logo, AB/FE =
(DE+EB)/DE = (AE+CE)/CE = AB/GE . Mas, seAB/FE = AB/GE,
entdoF'E = GE. n

Invariante 2

Construa um paralelograméBC D deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida,

sobre cada um de seus lados, construa para fora do paralelogramo os tridngulos
equilaterosABP, BCQ, CDR e DAS. Marque entéo os baricentrés F, G e

H dos triangulosABP, BCQ, CDR e DAS, respectivamente. Por fim, construa

o quadrilateraF FGH.

Pontos livres trés vértices do paralelogramdBCD (0 quarto vértice € fixo).
Pontos semilivresndo existelnvariante geométricoo quadrilateraF FGH € um
paralelogramo.
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DemonstracdoComo os tridngulos equilateros construidos sobre os lados opostos
do paralelogramoﬂlBC’D sédo congruentes temos qDeH FB, GD EBe
HDG = 360° —a— GDC ADH =360°—a— EBA FBC = EBF AH =

FC, AE = CG eHAE = HAD + B+ BAE = BCF + B+ DCG = FCG.

Dessa maneira, pelo caso LAH,DG é congruente & BF' e EAH é congruente
aFCG. Em particularGH = EF e EH = FG. Assim, como os lados opostos

do quadrilaterd® FG H sao congruentes, ele é yraralelogramo. m

Invariante 3

Construa um paralelogrambBC D deladosAB, BC, CD e DA. Em cada um

de seus lados, construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, entéo, os
centrosE, F, G e H desses quadrados e, por fim, desenhe o quadril&tE\GH .

Pontos livres trés vértices do paralelogramdBCD (o quarto vértice € fixo).
Pontos semilivresndo existem.Invariante geométricoo quadrilatercE FGH €

um quadrado.

L

DemonstracdoSejamK e L pontos como na figura. Temos q@ +@ =
360° — LBA — KBC = 360° — 90° — 90° = 180° = BCD + ABC. Assim,
KBL = BCD. Além disso, comaBG = CG e BF = CH, segue-se que
os tridangulosBF'G e CGH séo congruentes (caso LAL). Em particul&iz =
GH eB/C? = @. Dessa maneira,

HGF = BGF + HGB = CGH + HGB = CGB = 90°.

Resumindo:FG = GH e HGF = 90°. Analogamente, podemos mostrar que
GH =HEeGHE =90°; HE = FFeHEF =90°e EF = FGe EFG =
90°. Sendo assim, o quadrilateEFG H € umquadrado. m
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Invariante 4

Construa o quadrilaterd BC' D deladosAB, BC, CD e DA. Trace suas respec-
tivas mediatrizesn 4z, mpc, mep € mpa. Suponha quem g Nmpe = {E};
map Nmap = {F}; mep Nmap = {G} emegp N mpe = {H}. Construa
o quadrilateraE FFGH e trace sua diagonm. Por fim, trace a diagonﬁ do
quadrilatercABCD.

Pontos livres os vértices do quadrilatetd BC' D. Pontos semilivresndo existem.
Invariante geométricoas retaﬁ[ e % sdo perpendiculares.

Demonstracdo Sejaﬁ N ﬁ) = {P}. Os triangulosH DF' e H BF s&o con-
gruentes, poif’D = FA = FB, HB = HC = HD e FH é um lado co-
mum. Em particular, o triangul® F' B é isosceles ®FP = PFB. Agora, pelo
critério LAL, os triangulosPF B e PF D sao congruentes. Consequentemente,
DP = BP, istoé, FP é mediana e, portanto, também altura do triangulo isésce-
lesDF B. Dessa maneiraﬁ’ € perpendicular ﬁ n

Invariante 5

Construa um triangulel BC. Sobre osado AB e AC, respectivamente, construa
triangulos equilaterost BF' e AC'D para fora do trianguldd BC'. Sobre olado
BC, por sua vez, construa o triangulo equilatét¢’E para dentro do triangulo
ABC. Por fim, trace o quadrilaterd DE'F'.

Pontos livres os vértices do trianguloi BC'. Pontos semilivres ndo existem.
Invariante geométricoo quadrilatercAD EF € um paralelogramo.
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Demonstracdo Os triangulosABC e FBE sao congruentes. De fat®3C =
BE, pois o trianguloEBC € equilatero. Ocorre também que3 = F' B, pois
o trianguloF' B A € equilatero. Agora

EBF = 60° — ABE = CBA.

Pelo critério LAL, os triangulosi BC' e F BE s&o congruentes. De maneira ana-
loga, demonstra-se que os trianguldBC e DEC também sdo congruentes.
Como F'BE é congruente alBC' e ABC é congruente & EC, segue-se que
FBE é congruente &EC. Portanto,FFB = ED e FE = DC. Mas os trian-
gulosFBA e DAC séo equilateros, logpA = FB e AD = DC. Concluimos
assimqued’A = ED e FE = AD. Portanto, o quadrilaterd ¥ E D é um parale-
logramo. -

Invariante 6

Construa um trianguldd BC. Sobre olado BC, construa para fora do triangulo
desse triangulo o quadrad®C' PQ comladosBC, CP, PQ e QB. Agora, sobre
olado AC desse tridngulo, construa para fora do tridangulo o quadd&dB.S com
ladosAC, CR, RS e SA. Determine os centroB e E dos quadrado8C PQ e
ACRS, respectivamente, e, entdo, marque o ponto m&flaolado AB. Por fim,
construa o trianguld® E M.

Pontos livres os vértices do triangulel BC. Pontos semilivresndo existem.

Invariante geométricoo trianguloDE M é retangulo e isésceles, istoE/M\D =
90°e EM = DM.
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P

Demonstracdo Sejam.X o ponto médio do ggnento AC e Y o ponto médio
do sgmentoBC. NotequeY M e MX sdo bases médias do triangubt' A
com relagédo aotadosC'A e BC, respectivamente. Assilb M = CA/2 e
MX = BC/2. ComoCX = CA/2eYC = BC/2, concluimos que&CX =
YMeMX = YC. Em particular, o quadrilater6 X MY é um paralelogramo,
EX =YMeMX = DY. Agora, EXM = EXA + AXM = 90° + XCY =
90° + MYB =BYD + MYB = MYD. Dessa maneira, pelo critério LAL, 0s
triangulosX EM e Y M D s&o congruentes. Em particul#&M = DM. Resta
mostrar queD/J\E = 90°. Sejama = m, 8= YMX ey = DMY. Ob-
serve queD/M\E =a+pB+7. Agora,m+]\m+m = 360°, EXM =
180° — MEX — XME = 180° — o — v, MXC = 180° — YMX = 180° — j
e CXE = 90°. Assim,(180° — a — ~) + (180° — 8) + 90° = 360°. Logo,
DME = a + B+~ = 90°. -

Invariante 7

Construa um quadrilaterd BC'D deladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus la-

dos construa, para fora do quadrilatero, quatro quadrados. Marque 0s respectivos
centrosE, F, G e H desses quadrados. Por fim, trace aprsentostG e F H.

Pontos livres os vértices do quadrilatetd BC' D. Pontos semilivresndo existem.

Invariante geométricoAs retasﬁ eﬁ sdo perpendiculares e, tambélG; =
FH.
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DemonstracdoSejaM o ponto médio da diagond@ D do quadrilatero. Pelo In-
variante Geométrico anterior, temgseGM e F'M s&@o congruentes e perpendi-
culares. O mesmo acontecem H M e EM. Sendo assim, os triangulés\/ H e

EMG sdo congruentes e, em partlcuIEG FH. Sejaﬁ[ ﬁ}} = {N} Para
o quadrilateraVGM H, temos qud{NG+NGM+90°+FME+90°+MHF =
360° e, para o trianguld’M H, vale queNFM + FME +90° 4 MHF = 180°.
Subtraindo-se essas igualdades e levando-se em conm = m, con-

cluimos queA NG = 90°. -
3.4 Nivel 4
Invariante 1

Construa um retanguld BC'D e marque um ponté no interior do retangulo. Em
seguida, trace os gmentosBE e C'E. Por fim, construa os anguldsBA, DCE

eBEC.
Pontos semilivreg pontos livres dois vértices adjacentes do retangl®&C D
sao livres, um vértice restante é semilivre e o outro € fixo; o péhéosemilivre.
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Invariante geométricn@=@+ ECD.

Demonstracdo Trace porE uma reta paralela atado AB. SejaL 0 ponto
de intersecdo dessa reta comado BC. O angulosDCE e CEL sdo con-
gruentes, pois sdo angulos alternos internos com relagdo as retas pﬂelas
e CD. Os angulos@ e BEL, por sua vez, também s&o congruentes, pois
sdo angulos alternos internos com relacéo as retas parﬁla&sA . Logo:
BEC = CEL + BEL = DCE + ABE. =

Invariante 2

Construa o paralelogram®BC D deladosAB, BC, CD e DA. Trace adiagonal
AC e marque um pont&’ nessa diagonal. Construa, pora reta paralela a@ado
AB e, entdo, marque os pontos de interseGam/ dessa reta com dadosAD e
BC, respectivamente. Analogamente, trace, pon reta paralela a@do AD e,
entdo, margue os pontos de interseffie I' dessa reta com dadosAB e CD,
respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogrémids D e H BIE.

Pontos semilivrese pontos livres dois vértices adjacentes do paralelogramo
ABCD sé&o livres, um € semilivre e 0 que restou é fixovariante geométrico

os paralelogramo§ EF' D e H BI E possuem a mesma area.

L7

o/ :
277
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DemonstracdoComoABC D é um paralelogramo, temos que os trianguaésD

e ACB séo congruentes (LLL) e, sendo assim, suas areas séo igudid)) =
(ACB)"®. Do mesmo modo, comd HEG ¢é um paralelogramo, segue-se que
os triangulosAEG e AEH séo congruentes (LLL) e, dessa mane{tdFG) =
(AEH). Analogamente, com&[CF é um paralelogramq,ECF) = (ECI).
Agora,

(ACD) = (ACB) =
(AEG) + (ECF) + (GEFD) = (AEH) + (ECI) + (HBIE).

Mas(AEG) = (AEH) e(ECF) = (ECI). Portanto, concluimos qQU&EF D)
éigual a(HBIE), isto é, os paralelogram@$E F'D e H BI E possuem a mesma
area. -

Invariante 3

Construa um paralelogrambBC D deladosAB, BC,CD e DA. No seu interior,
marque um pontd’. Considere agora os triangulddD F e BCE.

Pontos semilivres pontos livres dois vértices adjacentes do paralelograti®C D
sdo livres, um é semilivre e 0 que restou é fixo; o pdiité semilivre.Invariante
geométrico a area do triangulel DE somada com a area do trianguBC'E' é
igual & metade da area do paralelogra#®C D.

Demonstracéo Trace uma reta paoE perpendicular aokdosAB e CD do pa-
ralelogramo. Sejant/ e L os pontos de interse¢do dessa reta perpendicular com

as retasil e CD. Temos ent3o QUEABE) + (CDE) = ABHE | CD.BL _

ABZHEJrABzEL ABHEYEL) _ ABHL _ (ABOD) Note tambem que, em par-

ticular, a area do trlanguIADE somada com a area do triangubd’ £ também é
igual & metade da area do paralelogra#i®C D. m

[BlSeguindo Coxeter & Greitzer (1967), a notagdaVs - - - V;,) indicara a &rea do poligono
ViVa -+ V,. Assim, por exemplo,ABC') representara a area do triangl®C'.
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Invariante 4

Construa um trapézid BCD deladosAB, BC, CD e DA, com AB paralelo
aCD. Trace as diagonais desse trapézio e marque o gou®intersecdo dessas
diagonais. Construa agora os triangultoB F e BCE.

Pontos livres e semilivregrés dos quatro vértices do trapezd@3C D séo livres,
0 vértice restante é semilivrénvariante geomeétricoos triangulosADE e BCE
possuem a mesma area.

Demonstracdo Temos qué ADB) = (ADE) + (ABE) e, também(ACB) =
(BCE) + (ABE). Mas os triangulosADB e ACB possuem a mesma area,
pois possuem uma mesma b&sE3) e uma mesma alturaLC = HD). As-
sim,(ADB) = (ACB) = (ADE)+ (ABE) = (BCE)+(ABE) = (ADE) =
(BCE). m

Invariante 5

Construa um paralelogramBC' D deladosAB, BC, CD e DA, com AD para-

leloaBC. Trace adiagonalBD. Pelo vértice3, desenhe uma retgperpendicular
adiagonalBD. Pelos vérticesi e C, trace retas perpendiculares a retgue in-

tersectardo essa reta, respectivamente, nos péhéoE. Construa os ggnentos
AEeCF.

Pontos semiliviese pontos livres dois vértices adjacentes do paralelogramo
ABCD séo livres, um é semilivre e 0 que restou é fixo; o pafité semilivre.
Invariante geométricoAE + CF = BD.
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DemonstracdoConsidere os ggnentosC'H e AI perpendicularea BD. SejalM
aintersecdo datiagonaisAC e BD. Os triangulosZ BA e I AB s&o congruentes.

Os triangulos retangulod M1 e CM H também s&o congruentes, pold/ =

MC, MAT = MCH e AMT = C/M\H, logo, EB = AI = C'H. Os triangulos
retdngulosA E B e D HC possuem hipotenusas e um dos catetos congruentes, logo
sdo também congruentes, portanibp = AFE, CF = HB e AE + CF =
HD+ HB = BD. -

Invariante 6

Construa um triangulo isésceleBC de baseAB. Marque o pontaH, pé da
altura relativa adado BC. Em seguida, marque um ponid nabaseAB e, por
D, trace retas perpendiculares dados AC e BC. SejamFE e F os pontos de
intersecdo dessas retas perpendiculares com a%te@ , respectivamente.
Pontos livres A e B. Pontos semilivresC' e D. Invariante geométricoDF' +
DE = AH.

C

A D B

Demonstracdo Como o trianguloABC' é, por hipdtese, isésceles HaseAD,
segue-se qQUBAC = ABC. Agora, por construgcdo, os anguld€D, DF B
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e AH B séo retos e, dessa maneira, os triangidsr’, ADE e ABH sé&o se-
melhantes (AA). Sendo assF'//AH = BD/BA e DE/AH = AD/BA.
Portanto,

DF+ DE DF DE  BD AD _BD+AD BA

AH AH AH ~ BA BA BA T BA 7
e, consequentement®,f' + DE = AH. u
Invariante 7

Construa um retanguld BC' D deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace
suasdiagonaisAC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada do vértitaté
adiagonalBD. Agora, nolado AB, marque um pontd. SejamF e G os pés das
perpendiculares baixadas do poitaté agliagonaisAC e BD, respectivamente.
Por fim, trace os sgnentosAH, EF e EG.

Pontos livres e semilivreslois vértices adjacentes do retangdlBC' D sd&o livres,
um vértice restante é semilivre e o outro é fixo; o pafité semilivre.Invariante
geométrico EF + EG = AH.

D C

A E B

Demonstracdo Como o poligoncABC' D € um retangulo, temos qu@ﬁ? =
EBG = HBA. Segue-se dai que os trianguld&'F', EBG e AH B sao se-
melhantes, pois eles séo retangulos. Lagé,/AB = EF/AH e BE/AB =
EG/AH. Portanto,

EF+EG EF EG AE BE AE+BE AB

AH  ~AH "AH ABVTAB~  AB 4B U
e, consequentementBF' + EG = AH. n
Invariante 8

Construa um quadrilaterd BC'D simples (isto €,ABCD é tal que os unicos
pontos que pertencem a duas arestas sdo os seus Vvértices). Em seguida, marque
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os pontos médio&, F', G e H dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente.
Construa entéo o quadrilateFr'GH.

Pontos livres os pontosA, B, C e D. Pontos semilivresndo existemlnvariante
geométricoa area do quadrilatel®F'G H € igual a metade da area do quadrilatero
ABCD.

DemonstracdoJa sabemos pelo Invariante 1 do Nivel 1 que o quadrildiére' H

€ um paralelogramo. Suponha que o quadrilateBC' D seja convexo. Quando
construimos a base média de um tridngulo, ele fica decomposto em um trapézio
e um tridngulo que possui area igual a quarta parte da area do triangulo original.
Aplicando essa propriedade a nhossa construcéo, temos que

(EFGH) = (ABCD) — (AEH) — (BEF) — (CFG) — (DGH)
(ABD) (ABC) (CBD) (ACD)

= (ABCD) - 2 - - 2
= (ABCD) — (ABD) +(CBD) (ABC)+ (ACD)
4 4
_(ABcD) - ABCD) (ABCD) _ (ABCD)
= ( )~ - .

Isso encerra 0 caso em que o quadrilatér®C' D é convexo. Suponha agora que
ABCD seja um quadrilatero ndo convexo simples.
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D

A

Para esse caso, temos que
(EFGH) = (ABCD) — (AEH) — (FCG) — (DGH) + (EBF).

Mas (AEH) = (ABD)/4, (FCG) = (BCD)/4, (DGH) = (ACD)/4 e
(EBF) = (ABC)/4. Logo,

(ABD) (BCD) (ACD) (ABC)

(EFGH) = (ABCD) — 220 - 12220 M0 M
(ABD) + (BCD)  ((ACD) — (ABC)
— (ABCD) — : _( . )

_ upep) . ABCD) (ABCD) _ (ABCD)

SABCD) =TI T S

0 que estabelece o resultado para o caso de poligonos ndo cosivegles. g



Capitulo 4

Geometria 3D: Atividades

Atividade 1

Em Geometria Plana, o Teorema de Varignon afirma que os pontos médios de um
guadrilatero qualquesempreformam um paralelogramo. O Teorema de Varignon
continua valendo se os vértices do “quadrilatero” ndo estiverem em um mesmo
plano? Implemente a construcdo no GeoGebra 3D e investigue!

T .l 98%H 19:52

o =

Mais especificamente:

(1) No GeoGebra 3D, construa quatro ponthsB, C e D (certifique-se que, ao
fazé-lo, os pontos nédo estejam todos em um mesmo plano).

(2) Construa os ggnentosAB, BC,CD e DA.

(3) Construa os pontos médias Y, Z e W dos sgmentosAB, BC, CD e DA,
respectivamente.

(4) Construa os ggnentosXY,Y Z, ZW eW X.

Mova entdo os pontos livred, B, C' e D e estude se, de fato, o quadrilatero
XY ZW é um paralelogramo ou nédo, independentemente das posi¢des dos pontos

57
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A, B, C e D. Caso nao seja, especifique um contraexemplo. Caso seja, apresente
uma demonstracao.

Atividade 2

Dados dois pontos distintos no espaco, construaatraedro regular de modo
que uma de suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Atividade 3

Dados dois pontos distintos no espaco, construecubm de modo que uma de
suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Atividade 4

(Problema das Retas Reversas Dadas duas retas no plano, ou elas se intercep-

tam ou elas séo paralelas. J4, no espaco, elas podem ser paralelas, se interceptarem
ou ainda serem reversas, isto é, elas ndo estdo contidas em um mesmo plano. Da-
das duas retas reversase r,, construa no GeoGebra 3D dois plangse 7 tais

guem; é paralelo ary, m; contém a reta; e my contém a retas.

Atividade 5

(Problema das Retas Reversas Zjonsidere 3 retas quaisquer duas a duas rever-
sas. Sera que existe uma quarta rgtque intercepte simultaneamente as retas

ro €r3? Faca uma investigacdo com o GeoGebra 3D. Os passos seguintes podem
Ihe ajudar.

Passo 1. No GeoGebra 3D, construa trés retas reversase rs.

Passo 2. Construa um plang que contenha; e que intercepte a reta em um
pontoP.

Passo 3. Construa o plang determinado pelo pontB e a retars.
Passo 4. Construa o pordbde interse¢éo de, e r; no pontoQ.

Passo 5. Por fim, construa a rétg).

Atividade 6

(Problemas de Inscricao)

(a) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramw@epara construi-lo rapidamente),
construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.



59

(b) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramnfﬁjapara construi-lo rapidamente),
construa um tetraedro regular que Ihe seja inscrito.

(c) Dado um tetraedro regular (vocé pode usar a ferran{>-tpara construi-lo
rapidamente), construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.

Atividade 7

(Lugares Geomeétricos)implemente cada um dos lugares geométricos descrito
a seguir no GeoGebra 3D! Observacéo: para o Ifg)no comando que habi-
lita/desabilita o rastro de um ponto pode ser Uutil:

SetTracekNome do Ponto, < true| false>].

(a) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois pontos
distintos dados? E no espaco?

(b) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a trés pontos ndo
colineares dados? E no espaco?

(c) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a quatro pontos nao copla-
nares dados?

(d) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto
fora do plano?

Atividade 8

(Commandino) Em Geometria Plana, as medianas (as retas que ligam os vértices
aos pontos médios dos lados opostos) de um tridngulo sdo sempre concorrentes.
Seré que o resultado pode ser generalizado para tetraedros no espago? Mais preci-
samente, dado um tetraedro qualquer, sera que as retas que ligam seus vértices aos
baricentros das faces opostas sdo sempre concorrentes? Implemente a construcdo
no GeoGebra 3D e investigue!

Dica: para construir, por exemplo, o centro da fadeC do tetraedro, use o co-
mando CentroDoTriangulo(A, B, C, 2) na Janela de Algebra.

Atividade 9

Em Geometria Plana, as alturas de um triang@mpresdo concorrentes em um
ponto (o ortocentro do tridngulo). E as alturas de um tetraedro? Sempre se encon-
tram em um mesmo ponto? Investigue com o GeoGebra 3D!
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Atividade 10

Dado um tetraedro qualquer, construa no GeoGebra 3D sua esfera circunscrita.

Atividade 11

(Projecéo EstereograficalJse o GeoGebra 3D para ilustrar a projecao estereogra-
fica. Qual é a imagem, pela projecéo estereografica, de circulos desenhados sobre
a esfera?

@ 7 .l 50%k 15:04
Q

Atividade 12

(Hiperboloide Eliptico de Revolucao de Uma Folha)mplemente no GeoGe-
bra 3D uma construcéo que ilustra o fato de o hiperboloide de uma folha ser uma
superficie regrada.

© T .l 66%id 15:55
o =

W
A\74




Capitulo 5

Geometria 3D: Solucoes

Atividade 1

Em Geometria Plana, o Teorema de Varignon afirma que os pontos médios de um
guadrilatero qualquesempreformam um paralelogramo. O Teorema de Varignon
continua valendo se os vértices do “quadrilatero” ndo estiverem em um mesmo
plano? Implemente a construcdo no GeoGebra 3D e investigue!

T .l 98%H 19:52

o =

Mais especificamente:

(1) No GeoGebra 3D, construa quatro ponthsB, C e D (certifique-se de que,
ao fazé-lo, os pontos nédo estejam todos em um mesmo plano).

(2) Construa os ggnentosAB, BC,CD e DA.

(3) Construa os pontos médias Y, Z e W dos sgmentosAB, BC, CD e DA,
respectivamente.

(4) Construa os ggnentosXY,Y Z, ZW eW X.

Mova entdo os pontos livred, B, C' e D e estude se, de fato, o quadrilatero
XY ZW é um paralelogramo ou nédo, independentemente das posi¢des dos pontos
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A, B, C e D. Caso nao seja, especifique um contraexemplo. Caso seja, apresente
uma demonstracao.

Solugdo Note que o sgmento XY é base média do trianguld BC' e, sendo
assim, XY é paraleloa AC. Uma vezqueW Z é base média do triangubDC,
segue-s@ue W Z é paraleloa AC. Consequentement&(Y é paraleloa W Z.

Com o mesmo raciocinio, temasie X W é paraleloa ZY. Um quadrilatero que
possui 0s lados opostos paralelos é um paralelogramo. Porfaimt& | é, de

fato, um paralelogramo.

Atividade 2

Dados dois pontos distintos no espago, construaatraedro regular de modo

gque uma de suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Solucéo A construcao € analoga a construgéo no plano de um triangulo equilatero
dados dois de seus vértices.

Passo 1. Construa dois pontos livies B e, em seguida, trace o segmentoeta
AB.

Passo 2. Construir a esfedacom centro enB e raioAB e, em seguida, construa
a esfera3 com centro en¥ e raio AB.

Passo 3. Com a ferramenta de interse¢ao de duas superficies, construa @circulo
de intersecdo enttd e 5.

Passo 4. Marque um ponto semilivesobre o circuld.
Passo 5. Construa entdo uma esfereom centro ent e raioC' B e, em seguida,
construa uma esfegéacom centro enB3 e raioCB.
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Passo 6. Construa o circufode intersecdo das esferBe £ e, em seguida, mar-
que os pontos fixod e F, inte@;cﬁidﬁcﬁﬂldsig.
Passo 7. Por fim, construa ogseentost B, CB, AE, EC e AC.

Atividade 3

Dados dois pontos distintos no espaco, construaubo de modo que uma de
suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Solucdo Os passos da construcdo dos demais vértices do cubo estdo descritos a
seguir. Basta, depois, construir suas arestas e faces.

Passo 1. Marque dois pontos livide B e, em seguida, trace o segmentaeta
AB.

Passo 2. Construa entdo o pladopassando poi3 perpendiculaa AB e, na
sequéncia, construa a esfé@assando pad e com centro ens.

Passo 3. Construa o circulpintersecédo do pland com a esfer# e, em seguida,
marque um pont@’ sobre o circuld@ e construa o sgnentoBC.

Passo 4. Construa o plafidpassando poA e perpendicular ao gementoAB e,
entdo, construa o plarfbpassando pelos pontas B e C'.
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Passo 5. Construa a reteque é a intersecao dos plaribs £, e construa a reta

i, que passa pelo ponto e é paralela ao genentoAB. Marque ent&o
0 pontoD de intersecéo das retas h.

respectivamente, pelos pontés B, Ae D.

\

Passo 6. Construa as retgsk, [ e m perpendiculares ao plar® e passando,

Passo 7. Marque os pontos de interseEa® I’ do circuloC com a retak e, em
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seguida, construa a retapassando poE e paralela ao sgnentoBC.
Margue ent&o o pont@' de intersecéo de e j.

Passo 8. Construa as retag ¢ paralaleas a retae passando, respectivamente,
pelos pontoss e E.

Passo 9. Marque o ponto de interse¢atas retag el e o ponto de intersecab
da retgp com o plandD.

Atividade 4

(Problema das Retas Reversas Dadas duas retas no plano, ou elas se intercep-

tam ou elas sao paralelas. Ja, no espaco, elas podem ser paralelas, se interceptarem
ou ainda serem reversas, isto é, elas ndo estdo contidas em um mesmo plano. Da-
das duas retas reversgse ry, construa no GeoGebra 3D dois plangse 7 tais

guem; é paralelo arg, 71 contém a reta; e w, contém a retas.

Solucao Os passos da construcéo estdo descritos a seguir.

Passo 1. Construa duas retas I’EVEESE @
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Passo 2. Construa, entdo, a rétpassando po€ e paralela a reta@ e, em
seguida, trace a refa= AC.

Passo 3. Construa a retgpassando poB e paralela a reta

Passo 4. Marcar o ponto de interse¢aala retah com a retaj e, em seguida,
construa o plangl passando paof’, D e F'.
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Passo 5. Por fim, construa o plaBgassando poA e paralelo ao plangl.

Atividade 5

(Problema das Retas Reversas ZJonsidere 3 retas quaisquer duas a duas rever-
sas. Sera que existe uma quarta rgtque intercepte simultaneamente as retas

ro € rg? Faca uma investigacdo com o GeoGebra 3D. Os passos seguintes podem
Ihe ajudar.

Passo 1. No GeoGebra 3D, construa trés retas reversase rs.

Passo 2. Construa um plang que contenha; e que intercepte a reta em um
pontoP.

Passo 3. Construa o plang determinado pelo pontB e a retars.
Passo 4. Construa o ponipde intersecéo de, er; no pontoQ).

Passo 5. Por fim, construa a rétg).

ObservacaoDe fato, a construcdo apresentada permite construir infinitasrtetas

gue interceptam simultaneamente as retas; e r3. O lugar geométrico dessas

retas € um hiperboloide eliptico de uma folha se as trés retas ndo sdo todas paralelas
a um mesmo plano, e um hiperboloide parabdlico caso contrario (conforme Hilbert

& Cohn-Vossen (1990) e Viro & Viro (2006)).




68 CAPITULO 5. GEOMETRIA 3D: SOLUCOES

Atividade 6

(Problemas de Inscri¢éo)

(a) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramwtﬁiq)ara construi-lo rapidamente),
construa um octaedro regular que Ihe seja inscrito.

(b) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramﬁjapara construi-lo rapidamente),
construa um tetraedro regular que lhe seja inscrito.

(c) Dado um tetraedro regular (vocé pode usar a ferran@-tpara construi-lo
rapidamente), construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.

Solucéo

(a) Para construir um octaedro regular inscrito em um cubo, basta tomar os cen-
tros das faces do cubo como vértices do octaedro regular, conforme na figura
a seguir.

25

(b) Para construir um tetraedro regular inscrito em um cubo, basta tomar as dia-
gonais das faces do cubo como arestas do tetraedro regular, conforme figura
a seqguir.
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(c) Para construir um octaedro regular inscrito em um tetraedro regular, basta to-
mar os pontos médios das arestas do tetraedro regular como vértices do octae-
dro regular, conforme figura a seguir.

Atividade 7

(Lugares Geométricos)iImplemente cada um dos lugares geométricos descrito
a seguir no GeoGebra 3D! Observacéo: para o Ifg)no comando que habi-
lita/desabilita o rastro de um ponto pode ser Util:

SetTracekNome do Ponto, < true| false>].

(a) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois pontos
distintos dados? E no espaco?

(b) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a trés pontos nao
colineares dados? E no espago?

(c) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a quatro pontos nédo copla-
nares dados?

(d) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto
fora do plano?
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Solucéo

(a) Dados dois pontos distintos e B no plano, o lugar geométrico dos pontos
equidistantes a e B é o0 segmento de reta que é perpendicular gmseto
AB e passa pelo ponto médie AB (a mediatriz do sgmentoAB). No
espaco, esse lugar geométrico € o plano que é perpendiculagraerseAB
e passa pelo ponto médie AB (o plano mediador do genentoAB).

(b) Dados trés pontos nao colinearksB e C no plano, o lugar geométrico dos
pontos equidistantes 4, B e C' € o circuncentro do trianguld BC. No
espaco, esse lugar geométrico é a reta perpendicular ao plano que contém o
triangulo ABC e que passa pelo circuncentro desse triangulo.

(c) No espaco, dados quatro pontos néo colineards, C' e D ndo coplanares, 0
lugar geométrico dos pontos equidistante$, &, C e D é o circuncentro do
tetraedroABC D.

(d) O lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto fora do
plano € um paraboloide.

Atividade 8

(Commandino) Em Geometria Plana, as medianas (as retas que ligam os vértices
aos pontos médios dos lados opostos) de um tridngulo sdo sempre concorrentes.
Seré que o resultado pode ser generalizado para tetraedros no espago? Mais preci-
samente, dado um tetraedro qualquer, sera que as retas que ligam seus vértices aos
baricentros das faces opostas sdo sempre concorrentes? Implemente a construcao
no GeoGebra 3D e investigue!

Dica: para construir, por exemplo, o centro da fadeC do tetraedro, use o co-
mando CentroDoTriangulo[A, B, C, 2] na Janela de Algebra.

Observacao Sim, as retas que ligam os vértices de um tetraedro aos baricentros
das faces opostas sdo sempre concorrentes. Esse resultado € conhecido como Te-
orema de Comandino em homenagem ao matematico italiano Federico Comman-
dino (1509-1575), que o publicou na sua ob&Centro Gravitates Solidoru®

Centro de Gravidade dos Sdélidos). Uma demonstracdo do Teorema de Comandino
pode ser encontrada em Sharygin (1986).
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Atividade 9

Em Geometria Plana, as alturas de um triang@impresdo concorrentes em um
ponto (o ortocentro do triangulo). E as alturas de um tetraedro? Sempre se encon-
tram em um mesmo ponto? Investigue com o GeoGebra 3D!

Solucéo As alturas de um tetraedreem semprgdo concorrentes. Tente determi-
nar um exemplo onde isso ocorre a partir da sua construcdo no GeoGebra 3D.

Atividade 10

Dado um tetraedro qualquer, construa no GeoGebra 3D sua esfera circunscrita.
ObservacaoBasta seguir 0s passos apresentados na Solucédo da Atividade 7.

Atividade 11

(Projecédo Estereografica)lJse o GeoGebra 3D para ilustrar a projecao estereogra-
fica. Qual é a imagem, pela projecdo estereografica, de circulos desenhados sobre
a esfera?

ObservacaoVocé podera encontrar a construcéo neste endereco:
< W]

Atividade 12

(Hiperboloide Eliptico de Revolu¢cdo de Uma Folha)mplemente no GeoGe-
bra 3D uma construcéo que ilustra o fato de o hiperboloide de uma folha ser uma
superficie regrada.
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© % .l 66%H 15:55

Q =

ObservacaoVocé podera encontrar a construcao neste endereco:
>0

<
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