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Prefácio

Estudos apontam que, em Geometria Plana, alunos da Escola Básica frequen-
temente confundem propriedades do desenho com propriedades do objeto geomé-
trico representado. Assim, por exemplo, um quadrado girado deixa de ser um
quadrado para esses alunos. Possivelmente, esse tipo de comportamento seja um
reflexo da natureza estática de como a Geometria Plana é comumente trabalhada
em sala de aula (figuras não podem ser movidas ou alteradas em uma página de um
livro ou no quadro-negro).

No caso da Geometria Espacial, uma das dificuldades que o aluno enfrenta ao
estudar esse assunto é a tarefa de reconstruir mentalmente uma imagem tridimen-
sional a partir de uma figura bidimensional estática impressa na página de um livro.
Como a Geometria Projetiva bem nos ensina, esse tipo de procedimento dá margem
à ambiguidade, pois dois objetos diferentes podem ter uma mesma projeção plana.
Para melhor entender um objeto tridimensional, é necessário observá-lo de várias
posições diferentes.

Para contrapor essa abordagem estática usual no Ensino e Aprendizagem de
Geometria Plana e Espacial, propomos neste trabalho um conjunto de atividades
interativas com o uso de umsoftwarede Geometria Dinâmica, no caso, osoftware
gratuito GeoGebra parasmartphonese tablets. Mais precisamente, para Geometria
Plana, apresentamos uma coleção de exercícios, classificados por nível de dificul-
dade, onde os alunos devem (1) implementar a construção do enunciado usando
o GeoGebra parasmartphonese tablets, (2) arrastar os pontos livres e semilivres
para estudar o problema, (3) descobrir (por si mesmos) invariantes geométricos as-
sociados à configuração e, por fim, (4) tentar prová-los. Para Geometria Espacial,
as atividades propostas abordam questões de Geometria Projetiva, Geometria do
Tetraedro e Geometria Analítica Espacial.



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

Capítulo 1

Introdução

1.1 Geometria 2D

Nossa experiência em escolas confirma resultados já apontados por Gravina
(1996): em geral, alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio apresentam
pouca compreensão dos objetos geométricos, confundem propriedades do desenho
com propriedades do objeto geométrico representado, ou seja, misturam acom-
ponente figuralassociada ao desenho com acomponente conceitual, aquela que
define o objeto por meio das suas propriedades intrínsecas.

Essa confusão entre as propriedades do desenho e aquelas do objeto geomé-
trico tem origem nos livros didáticos e práticas de ensino de nossas escolas. Os li-
vros escolares iniciam seus assuntos com definições verbais, nem sempre claras e
precisas, onde determinada propriedade é enfatizada, acompanhadas de desenhos
bem particulares do tipo “prototípicos” onde, por exemplo, quadrados e retângulos
apresentam desenhados quase sempre com os lados paralelos às bordas da folha
e os triângulos, na sua maioria, são acutângulos e quase sempre estão desenha-
dos com um dos lados na “horizontal” e sua altura na “vertical” (como na figura
a seguir).

Isto leva nossos alunos a não reconhecerem desenhos desses mesmos objetos em
outras posições (como na figura a seguir).

3
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Mais ainda: os exemplos e exercícios propostos são, em geral, aqueles cujas
soluções são baseadas em operações aritméticas do tipo “calcule” ou em equa-
ções “determine o valor dex”, de modo que, para os alunos, a posição relativa do
desenho quanto à borda da página, o traçado particular do segmento, a operação
aritmética ou a equação utilizada passam a fazer parte das características do objeto,
estabelecendo desequilíbrios na formação dos conceitos.

Desse modo, a operação de multiplicação substitui o conceito de área e a soma
substitui o conceito de perímetro, o Teorema de Tales e a semelhança de triângu-
los “escondem-se” em equações complicadas, e o Teorema de Pitágoras acaba se
reduzindo a uma pura aplicação da equação de segundo grau. Como nos aponta
Gravina (1996), faltam no contexto escolar mais atividades que explorem os con-
ceitos geométricos em si:

O aspecto de construção dos objetos geométricos raramente é
abordado; dificilmente encontramos no livro escolar a instru-
ção “construa”, e no entanto esta é uma das atividades que
leva o aluno ao domínio de conceitos geométricos. Mais difí-
cil ainda é encontrar questões do tipo “o que podemos dizer
nesta situação?” ou “que regularidades percebemos?”, onde
estratégias de investigação devem ser estabelecidas.

(Gravina, 1996, p. 2)

Na formação dos conceitos da Geometria, a componente figural desempenha
um papel fundamental. O desenho é um suporte concreto de expressão e entendi-
mento da componente conceitual. Se, por um lado, ele revela os conceitos e resulta-
dos que ajudam em sua compreensão, por outro, guarda características particulares
que não pertencem ao conjunto das propriedades que definem o objeto geométrico
problematizado. Em diversas situações de aprendizagem, os alunos devem, num
mesmo problema, controlar diversas informações num mesmo desenho e deduzir
aquelas propriedades importantes para sua compreensão.

Deduzir uma propriedade significa estabelecer uma cadeia
lógica de raciocínios conectando propriedades do enunciado
tomadas como pressupostos (hipóteses) às propriedades ditas
decorrentes (teses). Esta cadeia de raciocínios que denomina-
mos de argumentação lógica e dedutiva. O desenho entra aqui
como materialização da configuração geométrica, guardando
as relações a partir das quais decorrem as propriedades.
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1.1. GEOMETRIA 2D 5

(Gravina, 1996, p. 3)

Tanto no caso da formação de conceitos, quanto no caso de dedução de proprie-
dades, podemos concluir que grande parte das dificuldades originam-se no aspecto
estático do desenho: devemos explorar situações de aprendizagem que permitam
“o controle do desenho para que características de contingência da representação
não sejam incorporadas às propriedades matemáticas que determinam a configura-
ção” (Gravina, 1996, p. 6).

No sentido de evitar que características de representação sejam confundidas
com as propriedades matemáticas dos objetos geométricos, devemos passar para
um tratamento de “desenhos em movimento” onde particularidades da representa-
ção desapareçam quando impomos ao desenho movimentos de translação, rotação,
entre outros.

Numa sala de aula convencional, atividades com dobraduras, recortes, cola-
gens, papel quadriculado, entre outras, até podem propiciar configurações com
“desenhos em movimento” mas, a partir de um certo grau de complexidade, onde
são exigidas configurações com muitos objetos, o movimento sincronizado com
esses recursos torna-se difícil.

Nesse contexto, ossoftwaresde Geometria Dinâmica são especialmente con-
venientes. De fato: uma construção geométrica feita no papel com lápis, régua e
compasso ou no quadro com giz é estática e, dessa maneira, uma vez feita, ela não
pode ser modificada. Para gerar outros exemplos, o professor ou o aluno deverá
repetir o mesmo procedimento da construção com outros dados iniciais, o que é
tedioso e toma um tempo precioso de sala de aula com uma atividade repetitiva.

Em umsoftwarede Geometria Dinâmica, por outro lado, a construção é feita
apenas uma única vez, com mais precisão e de tal modo que os elementos geo-
métricos da construção podem ser alterados para gerar uma quantidade grande de
exemplos. Mais ainda: ao mover os elementos geométricos da construção, as re-
lações geométricas (pertinência, paralelismo, etc.) entre esses elementos são man-
tidas. Com isto, ao interagir com umsoftwarede Geometria Dinâmica, o aluno
encontrará um ambiente propício à visualização, análise e dedução informal das
relações geométricas da construção a partir do qual deduções formais e rigorosas
podem ser construídas posteriormente.

É no dinamismo que está a chave da Geometria Dinâmica. Como um exem-
plo, considere a seguinte situação: a partir de um quadriláteroABCD, marcam-
se os pontos médiosP , Q, R e S dos quatro lados desse quadrilátero e, en-
tão, constrói-se o quadriláteroPQRS. Que propriedade marcante o quadrilá-
tero PQRS possui? Com lápis, papel e régua, o aluno poderia, eventualmente,
fazer um desenho bem particular para o quadriláteroABCD (como o retângulo e
o losango indicados na figura a seguir) e, então, deduzir uma propriedade (por
exemplo, quePQRS é um losango ou retângulo) que não é válida em geral.
O aluno ainda poderia fazer um desenho em posição geral, mas com um único
desenho em mãos, talvez não conseguisse visualizar e analisar o problema.



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

6 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO
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Em umsoftwarede Geometria Dinâmica, por outro lado, uma vez feita a cons-
trução, vários exemplos podem ser gerados facilmente movimentando-se os pontos
iniciaisA, B, C eD (os assim denominadospontos livres) da construção. Ao gerar
vários exemplos, o aluno perceberá que nem sempre o quadriláteroPQRS é um
losango ou um retângulo, como na figura anterior e, mais ainda, poderá considerar
situações que não consideraria normalmente, como o caso em que o quadrilátero
ABCD não é convexo (como na figura a seguir).

A

B
C

D

P

Q

R

S

Usando umsoftwarede Geometria Dinâmica, o aluno experimentará mais e
terá condições mais favoráveis para perceber apropriedade invariantedo quadrilá-
teroPQRS: ele é sempre um paralelogramo. Essa propriedade, ora conjecturada,
pode (e deve) ser provada: como os pontosR e S são pontos médios, respectiva-
mente, dosladosAD e CD, segue-se pelo teorema da base média do triângulo
queRS é paraleloa AC e queRS=AC

2 . Analogamente,PQ é paraleloa AC e
PQ=AC

2 . Logo,RS é paraleloa PQ e RS=PQ. Observando agora os triângulos
ABD e CBD, podemos também concluirquePS é paraleloa QR e PS=QR.
Sendo assim, o quadriláteroPQRS é, de fato, um paralelogramo[a].

Como nos aponta ainda Gravina (1996), um aspecto importante do pensamento
matemático é a abstração da invariância e, para o seu reconhecimento e entendi-
mento, nada melhor que a variação oferecida pelossoftwaresde Geometria Dinâ-
mica. A transição contínua entre estados intermediários é um recurso importante
desses programas sob o ponto de vista cognitivo porque permite a construção de
uma infinidade de exemplos, o que favorece a construção de conceitos e destaca
os invariantes geométricos presentes na configuração.

[a]Esse resultado é atribuído ao matemático francês Pierre Varignon (1654-1722).
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1.2. GEOMETRIA 3D 7

1.2 Geometria 3D

No que se refere à Geometria Espacial, uma das dificuldades que os alunos
enfrentam é a tarefa de reconstruir mentalmente uma imagem tridimensional a par-
tir de uma figura bidimensional estática impressa na página de um livro. Como
a Geometria Projetiva bem nos ensina, esse tipo de procedimento dá margem à am-
biguidade, pois dois objetos diferentes podem ter uma mesma projeção plana. Por
exemplo, no cubo (a) na figura a seguir, seM , N e O são os pontos médios das
arestasBC, CE e EF respectivamente, então o segmentoAO e o caminho poli-
gonal formado pela justaposição dos segmentosAM , MN e NO, quando vistos
de uma posição específica, possuem a mesma projeção, a saber, o desenho em (b).

Outro complicador das representações 2D de objetos 3D: ângulos frequente-
mente aparecem deformados. Considere, por exemplo, a figura a seguir (Volkert,
2008). Os ânguloŝAFG, ÂFD e ÂDO na configuração 3D são todos retos mas,
na representação 2D correspondente, obtida por uma projeção em perspectiva, eles
não são.

A

H

O

D

F
G

Mais ainda: existem representações 2D de objetos 3D que, em um primeiro
momento, podem parecer adequadas mas, de fato, não o são. Um exemplo clássico
é a Pirâmide de Huffman (Huffman, 1977). O desenho em (a) na figura a seguir
parece ser a representação de um tronco de pirâmide de base triangular, mas, como
mostra o desenho em (b), este não é o caso.
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8 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

(a) (b)

Todos estes exemplos mostram que, para melhor entender um objeto tridimen-
sional, é necessário observá-lo de várias posições diferentes. Certamente o uso de
materiais concretos é um recurso didático indispensável, principalmente nas séries
iniciais. Por outro lado, existem certas configurações e propriedades geométricas
que são difíceis de se representar concretamente, devido a limitações de ordem
técnica. Aliado ao fascínio que exerce sobre os alunos, o computador, otablet e
o smartphonecolocam-se então como uma ferramenta promissora para o ensino da
Geometria Espacial.

1.3 Objetivo e Descrição

Frente aos contextos apresentados nas duas seções anteriores, este trabalho tem
por objetivo apresentar uma seleção de exercícios, classificados por nível de difi-
culdade, onde o aluno deve (1) implementar a construção sugerida no exercício em
umsoftwarede Geometria Dinâmica, (2) estudá-la movendo os elementos “livres”
da construção, (3) fazer uma conjectura para o invariante geométrico da construção
e (4) provar sua conjectura.

Utilizaremos como referência osoftwarede Geometria Dinâmica gratuito Geo-
Gebra em sua versão paratabletse smartphones(disponível no seguinte ende-
reço: <http://www.geogebra.org/>). Contudo, outros programas podem ser usa-
dos igualmente[b], pois as ferramentas necessárias para o estudo dos invariantes
propostos são básicas e comuns a qualquersoftwarede Geometria Dinâmica. Não
é nosso objetivo aqui ensinar a usar o GeoGebra. Para o leitor iniciante, recomen-
damos os vídeos tutoriais disponíveis em<http://www.uff.br/geogebra/>.

No que se segue, usaremos os seguintes termos:ponto livre, ponto semilivre
e invariante geométrico. Porponto livreentendemos qualquer ponto da constru-
ção que pode ser arrastado para qualquer lugar. Porponto semilivreentendemos
um ponto que é construído sobre segmentos, semirretas, retas e círculos e cujo
movimento fica restrito a esses objetos geométricos. Porinvariante geométricoen-
tendemos qualquer propriedade geométrica (concorrência, colinearidade, perpen-
dicularismo, paralelismo, etc.) e também relações entre medidas de comprimento

[b]Por exemplo, o Sketchometry (disponível em:<http://www.sketchometry.org/>), o Régua e
Compasso (disponível em:<http://car.rene-grothmann.de/>), etc.

http://car.rene-grothmann.de/
http://www.sketchometry.org/
http://www.uff.br/geogebra/
http://www.geogebra.org/
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1.3. OBJETIVO E DESCRIÇÃO 9

de segmentos, de áreas e de ângulos (segmentos congruentes, áreas equivalentes,
ângulos complementares, suplementares, etc.) que permanecem invariantes com
relação ao movimento dos pontos livres e semilivres.

Nosso trabalho está dividido da seguinte maneira. No Capítulo 2, apresenta-
mos os enunciados das construções divididos em quatro níveis. Os três primeiros
níveis estão organizados por grau de dificuldade e tratam apenas de invariantes que
envolvem Geometria de Posição (congruência, colinearidade, paralelismo, perpen-
dicularidade, etc.). Essa classificação de dificuldade leva em conta a dificuldade
da construção, da percepção do invariante e da complexidade da demonstração, se-
gundo nossa opinião. O quarto nível apresenta invariantes que envolvem somas de
medidas e comparações de áreas. Como fonte de pesquisa, usamos as seguintes re-
ferências: (Alencar Filho, 1983), (Asociación Fondo de Investigadores y Editores,
2012), (Dolce & Pompeo, 1993), (Morgado, Wagner & Jorge, 1973), (Muniz Neto,
2013) e (Posamentier & Salkind, 1970). No Capítulo 3, apresentamos demonstra-
ções para os invariantes geométricos. Os enunciados das atividades relacionadas
com Geometria Espacial são apresentados no Capítulo 4, e as respostas dessas ati-
vidades no Capítulo 5.
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Capítulo 2

Geometria 2D: Enunciados

2.1 Nível 1

Invariante 1

Construa um quadriláteroABCD. Em seguida, marque os pontos médiosP , Q, R
eS dosladosAB, BC, CD eDA, respectivamente. Construa então o quadrilátero
PQRS.

A

B

C

D

P

Q

R

S

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe o quadrilátero

PQRS. Você consegue identificar algum invariante geométrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

11
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12 CAPÍTULO 2. GEOMETRIA 2D: ENUNCIADOS

Invariante 2

Trace um segmentoAB. Nesse segmento marque um pontoC. Marque então um
pontoD diferente deC e, em seguida, trace o segmentoCD. Construa as bissetri-
zes dos ânguloŝACD e B̂CD.

A

B

C

D

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o ân-

gulo entre as bissetrizes dos ânguloŝACD e B̂CD. Você consegue identifi-
car algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A A .

Invariante 3

Construa dois círculos com centros nos pontosO e O′ e que passam pelos pontos
N e M , respectivamente. Suponha que os dois círculos intersectam-se em dois
pontos distintos, digamos,P e B. PorP , trace a semirreta

−−→
PO e marque o ponto

A de interseção dessa semirreta com o primeiro círculo. Do mesmo modo, por

P , trace a semirreta
−−→
PO′ e marque o pontoC de interseção dessa semirreta com

o segundo círculo.
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2.1. NÍVEL 1 13

O

N

O′

M

P

A

B

C

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe os pontosA,

B eC. Você consegue identificar algum invariante geométrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.

Invariante 4

Trace um segmentoAB e, nesse segmento, marque um pontoC. Com centro em
A, trace o círculo passando porC e marque um pontoD nesse círculo. Agora
construa um segundo círculo com centro emB passando também porC. Em se-
guida, construa a retar passando porA e D. Trace, então, porB, a retas paralela
à retar. Marque o pontoE de intersecção dessa retas com o segundo círculo
(esse pontoE deverá ser aquele que está no mesmo semiplano que o pontoD com
relação à reta que contém o segmentoAB). Por fim, construa o triânguloDCE.

A

B

C

D

r

s

E
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14 CAPÍTULO 2. GEOMETRIA 2D: ENUNCIADOS

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o tri-

ânguloDCE. Você consegue identificar algum invariante geométrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A A .

Invariante 5

Construa um trapézioABCD debasesAB eCD eladosBC eAD. Trace, então,
as bissetrizes interna e externa correspondentes ao ângulôBAD e, também, as bis-
setrizes interna e externa correspondentes ao ângulôCDA do trapézioABCD.
SejaE o ponto de interseção das bissetrizes externas e sejaF o ponto de interse-
ção das bissetrizes internas. Construa o quadriláteroAFDE.

A
B

D

C

FE

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o quadriláteroAFDE. Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.

Invariante 6

Construa um trapézio retânguloABCD debasesAB e CD e ladooblíquoBC.
Marque, então, o ponto médioM deBC. Por fim, construa o triânguloAMD.
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2.1. NÍVEL 1 15

A

B

D

C

M

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o tri-

ânguloAMD. Você consegue identificar algum invariante geométrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 7

Construa um quadriláteroABCD com ladosAB, BC, CD e DA. Trace as di-
agonaisAC e BD. Marque os pontos médiosE e F dos lados nãoadjacentes
AD e BC, respectivamente, e os pontos médiosG e H dasdiagonaisAC e BD,
respectivamente. Construa o quadriláteroEGFH .

A

B

C

D

E

F

G

H
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16 CAPÍTULO 2. GEOMETRIA 2D: ENUNCIADOS

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o quadriláteroEGFH . Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 8

Construa um círculoC de centroO passando por um pontoL. Sobre o círculoC,
marque dois pontosP e R. Construa então as retas

←→
OP e

←→
OR. SejaQ 6= P

o ponto de interseção entreC e
←→
OP e sejaS o ponto de interseção entreC e

←→
OR.

Em seguida, construa as retas tangentestP , tQ, tR e tS ao círculo nos pontosP , Q,
R e S, respectivamente. Marque os pontos de interseçãoA entretS e tQ, B entre
tQ e tR, C entretR e tP , D entretP e tS . Por fim, construa o quadriláteroABCD.

O

L

R

P

Q

S

C

B

A

D

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o quadriláteroABCD. Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

2.1. NÍVEL 1 17

Invariante 9

Construa um círculoC de centroO passando por um pontoP . Marque um pontoA
sobreC e, então, trace a reta

←→
OA. SejaD 6= A o ponto de interseção entreC e

←→
OA.

Determine os pontos médiosM eN deAO eOD, respectivamente. Construa, por
M, uma reta perpendiculara AD e marque os pontosB e F de interseção dessa
reta com o círculoC. Agora, trace, porN, uma reta perpendiculara AD e marque
os pontosC eE de interseção dessa reta com o círculoC (o pontoC deve estar no
mesmo semiplano que o pontoB com relação à reta

←→
OA). Desenhe o hexágono

ABCDEF .

O

P

A

D

M

N

B

C

E

F

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o hexágonoABCDEF . Você consegue identificar algum invariante geo-
métrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.
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18 CAPÍTULO 2. GEOMETRIA 2D: ENUNCIADOS

2.2 Nível 2

Invariante 1

Construa um trapézioABCD deladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelos
AB e CD. Em seguida, trace as semirretas

−−→
AD e

−−→
BC. Marque o pontoM de

interseção das semirretas
−−→
AD e

−−→
BC. Depois, trace, porM , a reta paralelar aos

ladosAB e CD. Construa, então, as semirretas
−→
AC e

−−→
BD. Por fim, marque

os pontosL eN de interseção dessas semirretas com a retar.

A

B

C

D

M

L

r

N

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os pontosL, M e N . Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.

Invariante 2

Construa um quadradoABCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, cons-
trua sobre oladoBC um triângulo equiláteroBCE para fora e, sobre oladoCD,
um triângulo equiláteroCDF para dentro do quadrado.
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A

B

C

D

E

F

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os pontosA, E e F . Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:.

Invariante 3

Construa o quadradoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um
triângulo equiláteroABE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para
fora do triânguloABE, dois quadrados: o primeiro,AERS, de ladosAE, ER,
RS e SA, e o segundo,EBPQ, de ladosBE, EQ, QP e PB. Por fim, trace
o quadriláteroCQRD.

A

B

C

D

E P

Q

R

S
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1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o quadriláteroCQRD. Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 4

Construa um triângulo isóscelesABC de baseAB. Em seguida, construa três
triângulos equiláterosBCF , ACE e ABD para fora desse triângulo. Por fim,
construa os segmentosBE, AF eCD.

A

B

C

E

F

D

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os comprimentos dos segmentosBE, AF e CD. Você consegue identifi-
car algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .
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2.3 Nível 3

Invariante 1

Construa um trapézioABCD deladosAB, BC, CD eDA e ladosparalelosAB
e CD. Trace asdiagonaisAC e BD e marque opontoAC ∩ BD = {E}. PorE
trace a reta paralela aoladoAB. Essa reta intersectará oladoAD emF e olado
BC emG. Considere os segmentosFE eEG.

A

B

C

D

E

F

G

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os comprimentos dos segmentosFE e EG . Você consegue identificar al-
gum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.

Invariante 2

Construa um paralelogramoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida,
sobre cada um de seus lados, construa para fora do paralelogramo os triângulos
equiláterosABP , BCQ, CDR e DAS. Marque então os baricentrosE, F , G e
H dos triângulosABP , BCQ, CDR e DAS, respectivamente. Por fim, construa
o quadriláteroEFGH .
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A
B

C
D

S

H

R

G

Q

F

P

E

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o quadriláteroEFGH . Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 3

Construa um paralelogramoABCD deladosAB, BC, CD eDA. Em cada um de
seus lados, construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, então, os cen-
trosE, F , G eH desses quadrados e, por fim, desenhe o quadriláteroEFGH .

A
B

C

D

G

H

E

F

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
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2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o quadriláteroEFGH . Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 4

Construa o quadriláteroABCD deladosAB, BC, CD eDA. Trace suas respec-
tivas mediatrizesmAB , mBC , mCD e mDA. Suponha que:mAB ∩mBC = {E};
mAB ∩ mAD = {F}; mCD ∩ mAD = {G} e mCD ∩ mBC = {H}. Construa
o quadriláteroEFGH e trace sua diagonal

←→
FH . Por fim, trace a diagonal

←→
BD do

quadriláteroABCD.

A
B

CD

mAB

mBC

mCD

mDA

H

E

F

G

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o ân-

gulo formado pelasdiagonaisFH e BD. Você consegue identificar algum
invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.

Invariante 5

Construa um triânguloABC. Sobre osladosAB eAC, respectivamente, construa
triângulos equiláterosABF e ACD para fora do triânguloABC. Sobre olado
BC, por sua vez, construa o triângulo equiláteroBCE para dentro do triângulo
ABC. Por fim, trace o quadriláteroADEF .
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A

B

C

D
E

F

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

o quadriláteroADEF . Você consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 6

Construa um triânguloABC. Sobre olado BC, construa para fora do triângulo
desse triângulo o quadradoBCPQ comladosBC, CP , PQ e QB. Agora, sobre
o ladoAC desse triângulo, construa para fora do triângulo o quadradoACRS com
ladosAC, CR, RS e SA. Determine os centrosD e E dos quadradosBCPQ e
ACRS, respectivamente, e, então, marque o ponto médioM doladoAB. Por fim,
construa o triânguloDEM .

A

B

C

R

S

Q

P

E

D

M
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1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o ân-

guloD̂ME do triânguloDEM . Você consegue identificar algum invariante
geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 7

Construa um quadriláteroABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus la-
dos construa, para fora do quadrilátero, quatro quadrados. Marque os respectivos
centrosE, F , G eH desses quadrados. Por fim, trace os segmentosEG eFH .

A

B

C

D

E

F

G

H

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe o ân-

gulo formado pelos segmentosEG e FH . Você consegue identificar algum
invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .
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2.4 Nível 4

Invariante 1

Construa um retânguloABCD e marque um pontoE no interior do retângulo. Em
seguida, trace os segmentosBE eCE. Por fim, construa os ânguloŝEBA, D̂CE

e B̂EC.

A

B

D

C

E

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os ânguloŝEBA, ÊCD e B̂EC. Você consegue identificar algum inva-
riante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:A α .

Invariante 2

Construa o paralelogramoABCD comladosAB, BC, CD eDA. Trace a diago-
nal AC e marque um pontoE nessa diagonal. Construa, porE, a reta paralela ao
ladoAB e, então, marque os pontos de interseçãoG e I dessa reta com oslados
AD e BC, respectivamente. Analogamente, trace, porE, a reta paralela aolado
AD e, então, marque os pontos de interseçãoH eF dessa reta com osladosAB e
CD, respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogramosGEFD eHBIE.
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A B

D
C

E

F

G

H

I

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

as áreas dos paralelogramosGEFD e HBIE. Você consegue identificar
algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:A .

Invariante 3

Construa um paralelogramoABCD com ladosAB, BC, CD e DA com AD
paralelo aBC. No seu interior marque um pontoE. Construa agora os triângulos
ADE eBCE.

A

B

C

D

E

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

as áreas dos triângulosADE e BCE. Você consegue identificar algum in-
variante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A A
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Invariante 4

Construa um trapézioABCD comladosAB, BC, CD e DA, comAB paralelo
a CD. Trace suas diagonais e marque o pontoE, interseção dessas diagonais.
Considere agora os triângulosADE eBCE.

A
B

D

C

E

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

as áreas dos triângulosADE e BCE. Você consegue identificar algum in-
variante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:
A

.

Invariante 5

Construa um paralelogramoABCD com ladosAB, BC, CD e DA, com AD
paraleloBC. Trace adiagonalBD. Pelo vérticeB trace uma retar perpendicular
à diagonalBD. Pelos vérticesA e C trace retas perpendiculares ar que intersec-
tarão essa reta, respectivamente, nos pontosE e F . Construa os segmentosAE e
CF .

A

B

C

D

r E

F

r
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1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os comprimentos dos segmentosAE e CF e dadiagonalBD. Você conse-
gue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .

Invariante 6

Construa um triângulo isóscelesABC de baseAB. Marque o pontoH, pé da
altura relativa aoladoBC. Em seguida, marque um pontoD nabaseAB e, por
D, trace retas perpendiculares aosladosAC e BC. SejamE e F os pontos de
interseção dessas retas perpendiculares com as retas

←→
AC e

←→
BC, respectivamente.

A

B

C

D

E

F

H

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os comprimentos dos segmentosAH, DE eDF . Você consegue identificar
algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:A .

Invariante 7

Construa um retânguloABCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace
suasdiagonaisAC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada do vérticeA até
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adiagonalBD. Agora, noladoAB, marque um pontoE. SejamF eG os pés das
perpendiculares baixadas do pontoE até asdiagonaisAC eBD, respectivamente.
Por fim, trace os segmentosAH, EF eEG.

A

B

D

C

E

F
G

H

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

os comprimentos dos segmentosEF , EG e AH. Você consegue identifi-
car algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção:A .

Invariante 8

Construa um quadriláteroABCD simples (isto é,ABCD é tal que os únicos
pontos que pertencem a duas arestas são os seus vértices). Em seguida, marque
os pontos médiosE, F , G e H dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente.
Construa então o quadriláteroEFGH .

A

B

C

D

E

F

G

H



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

2.4. NÍVEL 4 31

1. Quais são os pontos livres dessa construção?
2. Existem pontos semilivres nessa construção? Quais?
3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe

as áreas dos quadriláterosABCD e EFGH . Você consegue identificar al-
gum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que você descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na construção: .
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Capítulo 3

Geometria 2D: Conjecturas e
Demonstrações

3.1 Nível 1

Invariante 1

Construa um quadriláteroABCD. Em seguida, marque os pontos médiosP , Q, R
eS dosladosAB, BC, CD eDA, respectivamente. Construa então o quadrilátero
PQRS.
Pontos livres: os vértices do quadriláteroA, B, C eD. Pontos semilivres: não exis-
tem. Invariante geométrico: o quadrilátero internoPQRS é um paralelogramo.

A

B

C

D

P Q

RS

Demonstração. No triânguloADC, como os pontosR e S são pontos médios,
respectivamente, dosladosCD e AD, segue-se pelo teorema da base média do
triânguloqueRS é paraleloaAC eRS=AC

2 . Do mesmo modo, como os pontosP
e Q são pontos médios, respectivamente, dosladosAB e BC do triânguloABC,
concluímosquePQ é paraleloa AC e PQ=AC

2 . Logo RS é paraleloa PQ e
RS=PQ. Aplicando argumentos análogos aos triângulosABD eCBD, podemos

33
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também concluirquePS é paraleloaQR ePS=QR. Logo, o quadriláteroPQRS
é umparalelogramo.

Invariante 2

Trace um segmentoAB. Nesse segmento marque um pontoC. Marque então um
pontoD diferente deC e, em seguida, trace o segmentoCD. Construa as bissetri-
zes dos ânguloŝACD e B̂CD.
Pontos livres: os pontosA, B eD. Ponto semilivre: o pontoC. Invariante geomé-
trico: as bissetrizes dos ânguloŝACD e B̂CD são perpendiculares.

A BC

D

β

β
α

α

Demonstração. Sejamα o ângulo formado pela bissetriz dêACD com o segmento
AC e β o ângulo formado pela bissetriz dêBCD com o segmentoCB. Temos
então que2α + 2β = 180◦ e, sendo assim, a medida do ângulo entre as bissetrizes
dos ânguloŝACD e B̂CD é igualα + β = 90◦, o que demonstra que elas são
perpendiculares.

Invariante 3

Construa dois círculos com centros nos pontosO e O′ e que passam pelos pontos
N e M , respectivamente. Suponha que os dois círculos intersectam-se em dois
pontos distintos, digamos,P e B. PorP , trace a semirreta

−−→
PO e marque o ponto

A de interseção dessa semirreta com o primeiro círculo. Do mesmo modo, por

P , trace a semirreta
−−→
PO′ e marque o pontoC de interseção dessa semirreta com

o segundo círculo.
Pontos livres: O, O′, M e N . Pontos semilivres: não existem.Invariante geomé-
trico: os pontosA, B eC são colineares.
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O

N

O′

M

P

A B C

Demonstração. Os segmentosPA e PC são diâmetros dos círculos, logo, os tri-
ângulosPBA e PBC são retângulos emB. Assim,ĈBA = ĈBP + P̂BA =
90◦ + 90◦ = 180◦. Os pontosA, B eC são, dessa maneira,colineares.

Invariante 4

Trace um segmentoAB e, nesse segmento, marque um pontoC. Com centro em
A, trace o círculo passando porC e marque um pontoD nesse círculo. Agora
construa um segundo círculo com centro emB passando também porC. Em se-
guida, construa a retar passando porA e D. Trace, então, porB, à retas paralela
à retar. Marque o pontoE de intersecção dessa retas com o segundo círculo
(esse pontoE deverá ser aquele que está no mesmo semiplano que o pontoD com
relação a reta que contém o segmentoAB). Por fim, construa o triânguloDCE.
Pontos livres: A e B. Pontos semilivres: C e D. Invariante geométrico: DCE é
um triângulo retângulo.
Demonstração.O triânguloACD é isósceles debaseCD (poisAC = AD = raio
do círculo de centro emA) e o triânguloBCE também é isósceles debaseCE
(pois BC = BE = raio do círculo de centro emB). Considere, então,β =
ÂCD = ÂDC; θ = B̂CE = B̂EC; ρ = D̂AC, de modo quêCBE = 1800 − ρ

(os ânguloŝCBE eĈAD são suplementares, pois as retas
←→
AD e

←→
BE são paralelas)

e, por fim,α = D̂CE. Pelo teorema do ângulo externo de um triângulo aplicado
aos triângulosADC e CBE, respectivamente, segue-se queθ + α = β + ρ e
β + α = θ + 180◦ − ρ. Somando-se membro a membro essas duas equações,
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A BC

D

r

s

E

β

β

θ

θ

ρ 180 − ρα

temos queβ + θ + 2 α = β + θ + ρ + 180◦− ρ, isto é,2 α = 180◦ e, sendo assim,
α = 90◦. Consequentemente,DCE é um triânguloretângulo.

Invariante 5

Construa um trapézioABCD debasesAB eCD eladosBC eAD. Trace, então,
as bissetrizes interna e externa correspondentes ao ângulôBAD e, também, as bis-
setrizes interna e externa correspondentes ao ângulôCDA do trapézioABCD.
SejaE o ponto de interseção das bissetrizes externas e sejaF o ponto de interse-
ção das bissetrizes internas. Construa o quadriláteroAFDE.
Pontos livres e semilivres: três dos quatro vértices do trapézioABCD são livres,
o vértice restante é semilivre.Invariante geométrico: o quadriláteroAFDE é um
retângulo.

AB

DC

F E

L
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3.1. NÍVEL 1 37

Demonstração. Pelo resultado do Invariante 2, temos quêFAE é um ângulo reto.
O mesmo acontece com o ângulôEDF . SejaL o ponto de interseção das retas

←→
AB

e
←→
DE. Como o quadriláteroABCD é um trapézio, segue-se quêCDA = D̂AL

(pois as retas
←→
AB e

←→
CD são paralelas e os ânguloŝCDA e D̂AL são alternos

internos). Consequentemente,̂FDA = ĈDA/2 = D̂AL/2 = ÊAD. Sendo
assim, os segmentosDF e EA são paralelos.ComoDF é perpendiculara DE e
EA é paraleloa DF , concluímosqueEA também é perpendiculara DE. Logo,
o ânguloÂED também é reto. Como o quadriláteroAFDE tem três angulos
internos retos (̂FAE, ÊDF e ÂED), segue-se que ele é umretângulo.

Invariante 6

Construa um trapézio retânguloABCD debasesAB e CD e ladooblíquoBC.
Marque, então, o ponto médioM deBC. Por fim, construa o triânguloAMD.
Pontos semilivrese pontos livres: dois vértices adjacentes do trapézioABCD são
livres, os outros dois vértices são semilivres.Invariante geométrico: o triângulo
AMD é isósceles.

A B

D C

MH

Demonstração. Trace porM uma reta paralela àsbasesAB e CD do trapézio e
sejaH o ponto de interseção dessa reta com oladoAD. Como os ânguloŝBAD e
ÂDC são retos, o segmentoHM é perpendiculara AD e, portanto, ele é a altura
do triânguloAMD com relação aolado AD. Por outro lado, comoM é ponto
médio de BC e HM é paralelo àsbasesAB e CD, segue-se queH é ponto
médiode AD, de modoqueHM é a mediana do triânguloAMD com relação
aoladoAD. Logo, no triânguloAMD, MH é simultaneamente altura e mediana
com relação aoladoAD. Sendo assim, o triânguloAMD é isósceles debaseAD.

Invariante 7

Construa um quadriláteroABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Trace as di-
agonaisAC e BD. Marque os pontos médiosE e F dos lados não adjacentes
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A
B

C

D

E

F

G

H

AD e BC, respectivamente, e os pontos médiosG e H dasdiagonaisAC e BD,
respectivamente. Construa o quadriláteroEGFH .

Pontos livres: A, B, C e D. Pontos semilivres: não existem.Invariante geomé-
trico: o quadriláteroEGFH é um paralelogramo.

Demonstração. No triânguloBCD, temos que os pontosH e F são pontos mé-
dios, respectivamente, dosladosBD eBC. Portanto, pelo teorema da base média
do triângulo, segue-sequeHF é paraleloaCD eHF =CD

2 . Analogamente, temos
que no triânguloACD, EG é paraleloa CD e EG=CD

2 . Logo, HF é paraleloa
EG e HF =EG. Aplicando-se argumentos análogos aos triângulosADB e ACB
podemos concluirque EH é paraleloa FG e EH=FG. Logo, o quadrilátero
EFGH é umparalelogramo.

Invariante 8

Construa um círculoC de centroO passando por um pontoL. Sobre o círculoC,
marque dois pontosP eR. Construa então as retas

←→
OP e

←→
OR. SejaQ 6= P o ponto

de interseção entreC e
←→
OP e sejaS 6= R o ponto de interseção entreC e

←→
OR. Em

seguida, construa as retas tangentestP , tQ, tR e tS ao círculo nos pontosP , Q, R
e S, respectivamente. Marque os pontos de interseçãoA entretS e tQ, B entretQ

e tR, C entretR e tP , D entretP e tS . Por fim, construa o quadriláteroABCD.

Pontos livres: O e L. Pontos semilivres: P e R. Invariante geométrico: o quadri-
láteroABCD é um losango.
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O

L

RP

Q

S

C

B

A

D

Demonstração. Vamos aplicar o caso especial de congruência de triângulos retân-
gulos: OR = OP e OC é hipotenusa comum, então,CP = CR. O mesmo
ocorre com os outros segmentos tangentes, isto é,DP = DS, AQ = AS e
BQ = BR. Somando-se membro a membro as quatro últimas igualdades temos
queCP +PD+AQ+QB = CR+RB +AS +SD ⇒ CD+AB = CB +AD.
As retas tangentestP e tQ são paralelas, pois são perpendiculares aodiâmetro
PQ e, por motivo análogo, as retas tangentestR e tS também são paralelas. As-
sim, o quadriláteroABCD é um paralelogramo. Agora,x = CD = AB e
y = AD = BC ⇒ 2x = 2y ⇒ x = y, ou seja, os lados do paralelogramo
são congruentes, implicando queABCD é umlosango.

Invariante 9

Construa um círculoC de centroO passando por um pontoP . Marque um pontoA
sobreC e, então, trace a reta

←→
OA. SejaD 6= A o ponto de interseção entreC e

←→
OA.

Determine os pontos médiosM eN deAO eOD, respectivamente. Construa, por
M, uma reta perpendiculara AD e marque os pontosB e F de interseção dessa
reta com o círculoC. Agora, trace, porN, uma reta perpendiculara AD e marque
os pontosC eE de interseção dessa reta com o círculoC (o pontoC deve estar no
mesmo semiplano que o pontoB com relação à reta

←→
OA). Desenhe o hexágono

ABCDEF .

Pontos livres: O e P . Pontos semilivres: A. Invariante geométrico: o hexágono
ABCDEF é regular.
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O

P

A

D

M

N

B

C

E

F

Demonstração. Considere o triânguloABO. Como o segmentoBM é medi-
ana e altura desse triângulo, concluímos que ele é isósceles debaseAO. Mas
AO = OB (AO eOB são raios do círculoC), logo o triânguloABO é equilátero.
De forma análoga, podemos afirmar que os triângulosAFO, DCO, DEO são
também equiláteros, implicando que também serão equiláteros os triângulosBOC
eEFO. Essa justaposição de seis triângulos equiláteros mostra queABCDEF é
um hexágono regular.

3.2 Nível 2

Invariante 1

Construa um trapézioABCD deladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelos
AB e CD. Em seguida, trace as semirretas

−−→
AD e

−−→
BC. Marque o pontoM de

interseção das semirretas
−−→
AD e

−−→
BC. Depois, trace, porM , a reta paralelar aos

ladosAB e CD. Construa, então, as semirretas
−→
AC e

−−→
BD. Por fim, marque

os pontosL eN de interseção dessas semirretas com a retar.

Pontos livres: três vértices do trapézioABCD. Pontos semilivres: o quarto vértice
do trapézio.Invariante geométrico: o pontoM é o ponto médio do segmentoLN .
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A B

CD

M
N L

r

Demonstração. Pelo Teorema de Tales, temos queBC/BM = AD/AM . Como
os triângulosACD e ALM são semelhantes, concluímos que vale a igualdade
AD/AM = CD/LM . Agora, segue-se da semelhança dos triângulosBCD e
BMN queBC/BM = CD/NM . Assim,

BC/BM = AD/AM ⇒ CD/NM = CD/LM ⇒MN = LM,

isto é,M é o ponto médio do segmentoLN .

Invariante 2

Construa um quadradoABCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, cons-
trua sobre oladoBC um triângulo equiláteroBCE para fora e sobre oladoCD
um triângulo equiláteroCDF para dentro do quadrado.
Pontos livres: dois vértices consecutivos do quadrado (os outros dois são fixos).
Pontos semilivres: não existem.Invariante geométrico: os pontosA, F e E são
colineares.

A B

CD

E

F

Demonstração. Temos quêFCE = 30◦ + 60◦ = 90◦ e CF = CE e, assim,
ĈFE = 45◦. Observando o triângulo isóscelesADF , ondeDA = DF , temos



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

42 CAPÍTULO 3. GEOMETRIA 2D: CONJECTURAS E DEMONSTRAÇÕES

que ÂDF = 30◦. Portanto,D̂FA = 75◦. Dessa maneira„̂AFD + D̂FC +
ĈFE = 75◦ + 60◦ + 45◦ = 180◦, ou seja, os pontosA, F eE sãocolineares.

Invariante 3

Construa o quadradoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um
triângulo equiláteroABE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para
fora do triânguloABE, dois quadrados: o primeiro,AERS, de ladosAE, ER,
RS e SA, e o segundo,EBPQ, de ladosBE, EQ, QP e PB. Por fim, trace
o quadriláteroCQRD.
Pontos livres: dois vértices consecutivos do primeiro quadradoABCD (os outros
dois são fixos).Pontos semilivres: não existem.Invariante geométrico: o quadri-
láteroCQRD é um trapézio isósceles.

A B

CD

E

P

QR

S

Demonstração. Para demonstrar que o polígonoCQRD é um trapézio isósceles,
devemos mostrar que os segmentosDR eCQ são congruentes e que os segmentos
RQ eDC são paralelos.
Primeiro demonstraremos que os segmentosDR eCQ são congruentes. Para isso,
mostraremos que os triângulosADR eBCQ são congruentes. De fato: temos que
AD = BC (lados do quadradoABCD), AR = BQ (diagonais dos quadrados
congruentesAERS e EBPQ) e R̂AD = Q̂BC = 15◦. Assim, pelo caso LAL,
os triângulosADR eBCQ são congruentes e, em particular,DR = CQ.
Agora, demonstraremos que os segmentosRQ e DC são paralelos. Note, inici-
almente, queER = EQ (lados dos quadrados congruentesAERS e EBPQ).
ComoR̂EQ = 360◦− (90◦ + 90◦ + 60◦) = 120◦, segue-se quêERQ = 30◦ (ân-
gulo da base do triângulo isóscelesERQ) e, portanto,ÂRQ = 45◦ + 30◦ = 75◦.
ComoR̂AB = 45◦ +60◦ = 105◦, temos quêARQ+R̂AB = 75◦ +105◦ = 180◦,
o que implica no paralelismo dos segmentosRQ eAB. ComoAB eCD são para-
lelos (lados opostos do quadradoABCD), segue-se que os segmentosRQ e CD
são tambémparalelos.
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Invariante 4

Construa um triângulo isóscelesABC de baseAB. Em seguida, construa três
triângulos equiláterosBCF , ACE e ABD para fora desse triângulo. Por fim,
construa os segmentosBE, AF eCD.
Pontos livres: A e B. Ponto semilivre: C. Invariante geométrico: os segmentos
AF , BE eCD são congruentes.

A B

C

E F

D

Demonstração. Os triângulosAFB e ABE são congruentes pelo caso LAL, pois
BF = BC = AC = AE, AB é comum êABF = ĈBA + F̂BC = ĈBA +
60◦ = B̂AC + ĈAE = ÊAB. Em particular,AF = BE. Considere agora os
triângulosDBC e ABF . Temos queDB = AB (lados do triângulo equilátero
ABD), BC = BF (lados do triângulo equiláteroBCF ) e D̂BC = D̂BA +
ÂBC = 60◦ + ÂBC = ĈBF + ÂBC = ÂBF . Portanto, pelo caso LAL,
os triângulosDBC e ABF são congruentes. Em particular,CD = AF . Dessa
maneira, os segmentosAF , BE eCD sãocongruentes.

3.3 Nível 3

Invariante 1

Construa um trapézioABCD deladosAB, BC, CD eDA e ladosparalelosAB
eCD. Trace asdiagonaisAC eBD e marque opontoAC ∩BD = {E}. PorE,
trace a reta paralela aoladoAB. Essa reta intersectará oladoAD emF e olado
BC emG. Considere os segmentosFE eGE.
Pontos livres e semilivres: três vértices do trapézioABCD, o quarto vértice é
semilivre.Invariante geométrico: FE = GE.
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AB

C D

E

FG

Demonstração. Pelo critério LAL, os triângulosABD e FED são semelhantes.
Dessa maneira,AB/FE = AD/FD = DB/DE = (DE + EB)/DE. Do
mesmo modo, os triângulosABC eEGC são semelhantes e, portanto,AB/GE =
BC/CG = CA/CE = (AE + CE)/CE. Analogamente, os triângulosECD e
EAB também são semelhantes e, sendo assim,AB/CD = AE/CE = EB/DE.
Consequentemente,(AE + CE)/CE = (DE + EB)/DE. Logo, AB/FE =
(DE+EB)/DE = (AE+CE)/CE = AB/GE . Mas, seAB/FE = AB/GE,
entãoFE = GE.

Invariante 2

Construa um paralelogramoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em seguida,
sobre cada um de seus lados, construa para fora do paralelogramo os triângulos
equiláterosABP , BCQ, CDR e DAS. Marque então os baricentrosE, F , G e
H dos triângulosABP , BCQ, CDR e DAS, respectivamente. Por fim, construa
o quadriláteroEFGH .
Pontos livres: três vértices do paralelogramoABCD (o quarto vértice é fixo).
Pontos semilivres: não existe.Invariante geométrico: o quadriláteroEFGH é um
paralelogramo.

A B

C
D

S

H

R

G

Q

F

P

E

α
α

β

β
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Demonstração. Como os triângulos equiláteros construídos sobre os lados opostos
do paralelogramoABCD são congruentes, temos queDH = FB, GD = EB e
ĤDG = 360◦−α−ĜDC−ÂDH = 360◦−α−ÊBA− F̂BC = ÊBF ; AH =
FC, AE = CG e ĤAE = ĤAD + β + B̂AE = B̂CF + β + D̂CG = F̂CG.
Dessa maneira, pelo caso LAL,HDG é congruente aEBF eEAH é congruente
a FCG. Em particular,GH = EF e EH = FG. Assim, como os lados opostos
do quadriláteroEFGH são congruentes, ele é umparalelogramo.

Invariante 3

Construa um paralelogramoABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Em cada um
de seus lados, construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, então, os
centrosE, F , G eH desses quadrados e, por fim, desenhe o quadriláteroEFGH .
Pontos livres: três vértices do paralelogramoABCD (o quarto vértice é fixo).
Pontos semilivres: não existem.Invariante geométrico: o quadriláteroEFGH é
um quadrado.

A B

C
D

K

G

H

E

L

F

Demonstração. SejamK eL pontos como na figura. Temos quêKBL + ÂBC =
360◦ − L̂BA − K̂BC = 360◦ − 90◦ − 90◦ = 180◦ = B̂CD + ÂBC. Assim,
K̂BL = B̂CD. Além disso, comoBG = CG e BF = CH , segue-se que
os triângulosBFG e CGH são congruentes (caso LAL). Em particular,FG =
GH e B̂GF = ĈGH . Dessa maneira,

ĤGF = B̂GF + ĤGB = ĈGH + ĤGB = ĈGB = 90◦.

Resumindo:FG = GH e ĤGF = 90◦. Analogamente, podemos mostrar que
GH = HE e ĜHE = 90◦; HE = EF e ĤEF = 90◦ e EF = FG e ÊFG =
90◦. Sendo assim, o quadriláteroEFGH é umquadrado.
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Invariante 4

Construa o quadriláteroABCD deladosAB, BC, CD eDA. Trace suas respec-
tivas mediatrizesmAB , mBC , mCD e mDA. Suponha que:mAB ∩mBC = {E};
mAB ∩ mAD = {F}; mCD ∩ mAD = {G} e mCD ∩ mBC = {H}. Construa
o quadriláteroEFGH e trace sua diagonal

←→
FH . Por fim, trace a diagonal

←→
BD do

quadriláteroABCD.

Pontos livres: os vértices do quadriláteroABCD. Pontos semilivres: não existem.
Invariante geométrico: as retas

←→
FH e

←→
BD são perpendiculares.

A

B

C
D

mAB

mBC

mCD

mDA

H
E

F

G

P

Demonstração. Seja
←→
FH ∩

←→
BD = {P}. Os triângulosHDF e HBF são con-

gruentes, poisFD = FA = FB, HB = HC = HD e FH é um lado co-
mum. Em particular, o triânguloDFB é isósceles êDFP = P̂FB. Agora, pelo
critério LAL, os triângulosPFB e PFD são congruentes. Consequentemente,
DP = BP , istoé,FP é mediana e, portanto, também altura do triângulo isósce-
lesDFB. Dessa maneira,

←→
FP é perpendicular a

←→
BD.

Invariante 5

Construa um triânguloABC. Sobre osladoAB e AC, respectivamente, construa
triângulos equiláterosABF e ACD para fora do triânguloABC. Sobre olado
BC, por sua vez, construa o triângulo equiláteroBCE para dentro do triângulo
ABC. Por fim, trace o quadriláteroADEF .

Pontos livres: os vértices do triânguloABC. Pontos semilivres: não existem.
Invariante geométrico: o quadriláteroADEF é um paralelogramo.
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A

B C

E

D

F

Demonstração. Os triângulosABC e FBE são congruentes. De fato:BC =
BE, pois o triânguloEBC é equilátero. Ocorre também queAB = FB, pois
o triânguloFBA é equilátero. Agora

ÊBF = 60◦ − ÂBE = ĈBA.

Pelo critério LAL, os triângulosABC e FBE são congruentes. De maneira aná-
loga, demonstra-se que os triângulosABC e DEC também são congruentes.
ComoFBE é congruente aABC e ABC é congruente aDEC, segue-se que
FBE é congruente aDEC. Portanto,FB = ED e FE = DC. Mas os triân-
gulosFBA e DAC são equiláteros, logoFA = FB e AD = DC. Concluímos
assim queFA = ED eFE = AD. Portanto, o quadriláteroAFED é um parale-
logramo.

Invariante 6

Construa um triânguloABC. Sobre olado BC, construa para fora do triângulo
desse triângulo o quadradoBCPQ comladosBC, CP , PQ e QB. Agora, sobre
o ladoAC desse triângulo, construa para fora do triângulo o quadradoACRS com
ladosAC, CR, RS e SA. Determine os centrosD e E dos quadradosBCPQ e
ACRS, respectivamente, e, então, marque o ponto médioM doladoAB. Por fim,
construa o triânguloDEM .

Pontos livres: os vértices do triânguloABC. Pontos semilivres: não existem.
Invariante geométrico: o triânguloDEM é retângulo e isósceles, isto é,̂EMD =
90◦ eEM = DM .
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C

A B

R

S

M

Q

P

YX

D

E

Demonstração. SejamX o ponto médio do segmentoAC e Y o ponto médio
do segmentoBC. Note que Y M e MX são bases médias do triânguloBCA
com relação aosladosCA e BC, respectivamente. Assim,Y M = CA/2 e
MX = BC/2. ComoCX = CA/2 e Y C = BC/2, concluímos queCX =
Y M e MX = Y C. Em particular, o quadriláteroCXMY é um paralelogramo,
EX = Y M e MX = DY . Agora,ÊXM = ÊXA + ÂXM = 90◦ + X̂CY =
90◦ + M̂Y B = B̂Y D + M̂Y B = M̂Y D. Dessa maneira, pelo critério LAL, os
triângulosXEM e Y MD são congruentes. Em particular,EM = DM . Resta
mostrar queD̂ME = 90◦. Sejamα = X̂ME, β = Ŷ MX e γ = D̂MY . Ob-
serve quêDME = α+β +γ. Agora,ÊXM +M̂XC +ĈXE = 360◦, ÊXM =
180◦ − M̂EX − X̂ME = 180◦ − α − γ, M̂XC = 180◦ − Ŷ MX = 180◦ − β
e ĈXE = 90◦. Assim, (180◦ − α − γ) + (180◦ − β) + 90◦ = 360◦. Logo,
D̂ME = α + β + γ = 90◦.

Invariante 7

Construa um quadriláteroABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus la-
dos construa, para fora do quadrilátero, quatro quadrados. Marque os respectivos
centrosE, F , G eH desses quadrados. Por fim, trace os segmentosEG eFH .

Pontos livres: os vértices do quadriláteroABCD. Pontos semilivres: não existem.
Invariante geométrico: As retas

←→
EG e

←→
FH são perpendiculares e, também,EG =

FH .



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

3.4. NÍVEL 4 49

A
B

C

D

E

F

G

H

M

b

b

a

a

N

Demonstração. SejaM o ponto médio da diagonalBD do quadrilátero. Pelo In-
variante Geométrico anterior, temosqueGM e FM são congruentes e perpendi-
culares. O mesmo acontececomHM eEM . Sendo assim, os triângulosFMH e
EMG são congruentes e , em particular,EG = FH . Seja

←→
FH∩

←→
EG = {N}. Para

o quadriláteroNGMH , temos quêHNG+N̂GM+90◦+F̂ME+90◦+M̂HF =
360◦ e, para o triânguloFMH , vale queN̂FM + F̂ME + 90◦ + M̂HF = 180◦.
Subtraindo-se essas igualdades e levando-se em conta quêNGM = N̂FM , con-
cluímos quêHNG = 90◦.

3.4 Nível 4

Invariante 1

Construa um retânguloABCD e marque um pontoE no interior do retângulo. Em
seguida, trace os segmentosBE eCE. Por fim, construa os ânguloŝEBA, D̂CE

e B̂EC.
Pontos semilivrese pontos livres: dois vértices adjacentes do retânguloABCD
são livres, um vértice restante é semilivre e o outro é fixo; o pontoE é semilivre.



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

50 CAPÍTULO 3. GEOMETRIA 2D: CONJECTURAS E DEMONSTRAÇÕES

Invariante geométrico: B̂EC=ÊBA+ ÊCD.

A B

D C

E L

Demonstração. Trace porE uma reta paralela aolado AB. SejaL o ponto
de interseção dessa reta com olado BC. O ângulosD̂CE e ĈEL são con-
gruentes, pois são ângulos alternos internos com relação às retas paralelas

←→
EL

e
←→
CD. Os ânguloŝABE e B̂EL, por sua vez, também são congruentes, pois

são ângulos alternos internos com relação às retas paralelas
←→
EL e

←→
AB. Logo:

B̂EC = ĈEL + B̂EL = D̂CE + ÂBE.

Invariante 2

Construa o paralelogramoABCD deladosAB, BC, CD eDA. Trace adiagonal
AC e marque um pontoE nessa diagonal. Construa, porE, a reta paralela aolado
AB e, então, marque os pontos de interseçãoG e I dessa reta com osladosAD e
BC, respectivamente. Analogamente, trace, porE, a reta paralela aoladoAD e,
então, marque os pontos de interseçãoH e F dessa reta com osladosAB e CD,
respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogramosGEFD eHBIE.
Pontos semilivrese pontos livres: dois vértices adjacentes do paralelogramo
ABCD são livres, um é semilivre e o que restou é fixo.Invariante geométrico:
os paralelogramosGEFD eHBIE possuem a mesma área.

A B

D C

E

F

G

H

I
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Demonstração. ComoABCD é um paralelogramo, temos que os triângulosACD
e ACB são congruentes (LLL) e, sendo assim, suas áreas são iguais:(ACD) =
(ACB)[a]. Do mesmo modo, comoAHEG é um paralelogramo, segue-se que
os triângulosAEG e AEH são congruentes (LLL) e, dessa maneira,(AEG) =
(AEH). Analogamente, comoEICF é um paralelogramo,(ECF ) = (ECI).
Agora,

(ACD) = (ACB)⇒

(AEG) + (ECF ) + (GEFD) = (AEH) + (ECI) + (HBIE).

Mas(AEG) = (AEH) e (ECF ) = (ECI). Portanto, concluímos que(GEFD)
é igual a(HBIE), isto é, os paralelogramosGEFD eHBIE possuem a mesma
área.

Invariante 3

Construa um paralelogramoABCD deladosAB, BC, CD eDA. No seu interior,
marque um pontoE. Considere agora os triângulosADE eBCE.

Pontos semilivresepontos livres: dois vértices adjacentes do paralelogramoABCD
são livres, um é semilivre e o que restou é fixo; o pontoE é semilivre.Invariante
geométrico: a área do triânguloADE somada com a área do triânguloBCE é
igual à metade da área do paralelogramoABCD.

A B

C
D

E

L

H

Demonstração. Trace uma reta porE perpendicular aosladosAB e CD do pa-
ralelogramo. SejamH e L os pontos de interseção dessa reta perpendicular com
as retas

←→
AB e

←→
CD. Temos então que(ABE) + (CDE) = AB∙HE

2 + CD∙EL
2 =

AB∙HE
2 + AB∙EL

2 = AB∙(HE+EL)
2 = AB∙HL

2 = (ABCD)
2 Note também que, em par-

ticular, a área do triânguloADE somada com a área do triânguloBCE também é
igual à metade da área do paralelogramoABCD.

[a]Seguindo Coxeter & Greitzer (1967), a notação(V1V2 ∙ ∙ ∙ Vn) indicará a área do polígono
V1V2 ∙ ∙ ∙ Vn. Assim, por exemplo,(ABC) representará a área do triânguloABC.
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Invariante 4

Construa um trapézioABCD de ladosAB, BC, CD e DA, com AB paralelo
a CD. Trace as diagonais desse trapézio e marque o pontoE de interseção dessas
diagonais. Construa agora os triângulosADE eBCE.

Pontos livres e semilivres: três dos quatro vértices do trapézioABCD são livres,
o vértice restante é semilivre.Invariante geométrico: os triângulosADE e BCE
possuem a mesma área.

AB

C D

E

HL

Demonstração. Temos que(ADB) = (ADE) + (ABE) e, também,(ACB) =
(BCE) + (ABE). Mas os triângulosADB e ACB possuem a mesma área,
pois possuem uma mesma base(AB) e uma mesma altura (LC = HD). As-
sim,(ADB) = (ACB)⇒ (ADE)+(ABE) = (BCE)+(ABE)⇒ (ADE) =
(BCE).

Invariante 5

Construa um paralelogramoABCD deladosAB, BC, CD eDA, comAD para-
lelo aBC. Trace adiagonalBD. Pelo vérticeB, desenhe uma retar perpendicular
à diagonalBD. Pelos vérticesA e C, trace retas perpendiculares à retar que in-
tersectarão essa reta, respectivamente, nos pontosE e F . Construa os segmentos
AE eCF .

Pontos semilivrese pontos livres: dois vértices adjacentes do paralelogramo
ABCD são livres, um é semilivre e o que restou é fixo; o pontoE é semilivre.
Invariante geométrico: AE + CF = BD.
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A
B

C
D

E

F

H

I

M
r

Demonstração. Considere os segmentosCH eAI perpendicularesaBD. SejaM
a interseção dasdiagonaisAC eBD. Os triângulosEBA eIAB são congruentes.
Os triângulos retângulosAMI e CMH também são congruentes, poisAM =
MC, M̂AI = M̂CH e ÂMI = ĈMH , logo,EB = AI = CH . Os triângulos
retângulosAEB eDHC possuem hipotenusas e um dos catetos congruentes, logo
são também congruentes, portanto,HD = AE, CF = HB e AE + CF =
HD + HB = BD.

Invariante 6

Construa um triângulo isóscelesABC de baseAB. Marque o pontoH, pé da
altura relativa aoladoBC. Em seguida, marque um pontoD nabaseAB e, por
D, trace retas perpendiculares aosladosAC e BC. SejamE e F os pontos de
interseção dessas retas perpendiculares com as retas

←→
AC e

←→
BC, respectivamente.

Pontos livres: A e B. Pontos semilivres: C e D. Invariante geométrico: DF +
DE = AH.

A B

C

D

E

F

H

Demonstração. Como o triânguloABC é, por hipótese, isósceles debaseAB,
segue-se quêBAC = ÂBC. Agora, por construção, os ânguloŝAED, D̂FB
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e ÂHB são retos e, dessa maneira, os triângulosBDF , ADE e ABH são se-
melhantes (AA). Sendo assim,DF/AH = BD/BA e DE/AH = AD/BA.
Portanto,

DF + DE

AH
=

DF

AH
+

DE

AH
=

BD

BA
+

AD

BA
=

BD + AD

BA
=

BA

BA
= 1,

e, consequentemente,DF + DE = AH.

Invariante 7

Construa um retânguloABCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace
suasdiagonaisAC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada do vérticeA até
adiagonalBD. Agora, noladoAB, marque um pontoE. SejamF eG os pés das
perpendiculares baixadas do pontoE até asdiagonaisAC eBD, respectivamente.
Por fim, trace os segmentosAH, EF eEG.
Pontos livres e semilivres: dois vértices adjacentes do retânguloABCD são livres,
um vértice restante é semilivre e o outro é fixo; o pontoE é semilivre.Invariante
geométrico: EF + EG = AH.

A B

D C

E

F

G

H

Demonstração. Como o polígonoABCD é um retângulo, temos quêEAF =
ÊBG = ĤBA. Segue-se daí que os triângulosAEF , EBG e AHB são se-
melhantes, pois eles são retângulos. Logo,AE/AB = EF/AH e BE/AB =
EG/AH . Portanto,

EF + EG

AH
=

EF

AH
+

EG

AH
=

AE

AB
+

BE

AB
=

AE + BE

AB
=

AB

AB
= 1,

e, consequentemente,EF + EG = AH.

Invariante 8

Construa um quadriláteroABCD simples (isto é,ABCD é tal que os únicos
pontos que pertencem a duas arestas são os seus vértices). Em seguida, marque
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os pontos médiosE, F , G e H dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente.
Construa então o quadriláteroEFGH .

Pontos livres: os pontosA, B, C e D. Pontos semilivres: não existem.Invariante
geométrico: a área do quadriláteroEFGH é igual à metade da área do quadrilátero
ABCD.

A

B

C

D

G

H E

F

Demonstração. Já sabemos pelo Invariante 1 do Nível 1 que o quadriláteroEFGH
é um paralelogramo. Suponha que o quadriláteroABCD seja convexo. Quando
construímos a base média de um triângulo, ele fica decomposto em um trapézio
e um triângulo que possui área igual à quarta parte da área do triângulo original.
Aplicando essa propriedade a nossa construção, temos que

(EFGH) = (ABCD)− (AEH)− (BEF )− (CFG)− (DGH)

= (ABCD)−
(ABD)

4
−

(ABC)
4

−
(CBD)

4
−

(ACD)
4

= (ABCD)−
(ABD) + (CBD)

4
−

(ABC) + (ACD)
4

= (ABCD)−
(ABCD)

4
−

(ABCD)
4

=
(ABCD)

2
.

Isso encerra o caso em que o quadriláteroABCD é convexo. Suponha agora que
ABCD seja um quadrilátero não convexo simples.
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B

C

D

A

H

E F

G

Para esse caso, temos que

(EFGH) = (ABCD)− (AEH)− (FCG)− (DGH) + (EBF ).

Mas (AEH) = (ABD)/4, (FCG) = (BCD)/4, (DGH) = (ACD)/4 e
(EBF ) = (ABC)/4. Logo,

(EFGH) = (ABCD)−
(ABD)

4
−

(BCD)
4

−
(ACD)

4
+

(ABC)
4

= (ABCD)−
(ABD) + (BCD)

4
−
(

(ACD)− (ABC)
4

)

= (ABCD)−
(ABCD)

4
−

(ABCD)
4

=
(ABCD)

2
,

o que estabelece o resultado para o caso de polígonos não convexossimples.
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Capítulo 4

Geometria 3D: Atividades

Atividade 1

Em Geometria Plana, o Teorema de Varignon afirma que os pontos médios de um
quadrilátero qualquersempreformam um paralelogramo. O Teorema de Varignon
continua valendo se os vértices do “quadrilátero” não estiverem em um mesmo
plano? Implemente a construção no GeoGebra 3D e investigue!

Mais especificamente:

(1) No GeoGebra 3D, construa quatro pontosA, B, C e D (certifique-se que, ao
fazê-lo, os pontos não estejam todos em um mesmo plano).

(2) Construa os segmentosAB, BC, CD eDA.

(3) Construa os pontos médiosX, Y , Z eW dos segmentosAB, BC, CD eDA,
respectivamente.

(4) Construa os segmentosXY , Y Z, ZW eWX.

Mova então os pontos livresA, B, C e D e estude se, de fato, o quadrilátero
XY ZW é um paralelogramo ou não, independentemente das posições dos pontos
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A, B, C e D. Caso não seja, especifique um contraexemplo. Caso seja, apresente
uma demonstração.

Atividade 2

Dados dois pontos distintos no espaço, construa umtetraedro regular de modo
que uma de suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Atividade 3

Dados dois pontos distintos no espaço, construa umcubo de modo que uma de
suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Atividade 4

(Problema das Retas Reversas 1)Dadas duas retas no plano, ou elas se intercep-
tam ou elas são paralelas. Já, no espaço, elas podem ser paralelas, se interceptarem
ou ainda serem reversas, isto é, elas não estão contidas em um mesmo plano. Da-
das duas retas reversasr1 e r2, construa no GeoGebra 3D dois planosπ1 e π2 tais
queπ1 é paralelo aπ2, π1 contém a retar1 eπ2 contém a retar2.

Atividade 5

(Problema das Retas Reversas 2)Considere 3 retas quaisquer duas a duas rever-
sas. Será que existe uma quarta retar4 que intercepte simultaneamente as retasr1,
r2 e r3? Faça uma investigação com o GeoGebra 3D. Os passos seguintes podem
lhe ajudar.

Passo 1. No GeoGebra 3D, construa três retas reversasr1, r2 e r3.

Passo 2. Construa um planoπ1 que contenhar1 e que intercepte a retar2 em um
pontoP .

Passo 3. Construa o planoπ2 determinado pelo pontoP e a retar3.

Passo 4. Construa o pontoQ de interseção deπ2 e r1 no pontoQ.

Passo 5. Por fim, construa a retaPQ.

Atividade 6

(Problemas de Inscrição)

(a) Dado um cubo (você pode usar a ferramentapara construí-lo rapidamente),
construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.
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(b) Dado um cubo (você pode usar a ferramentapara construí-lo rapidamente),
construa um tetraedro regular que lhe seja inscrito.

(c) Dado um tetraedro regular (você pode usar a ferramentapara construí-lo
rapidamente), construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.

Atividade 7

(Lugares Geométricos)Implemente cada um dos lugares geométricos descrito
a seguir no GeoGebra 3D! Observação: para o Item(d), o comando que habi-
lita/desabilita o rastro de um ponto pode ser útil:

SetTrace[<Nome do Ponto>, < true| false>].

(a) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois pontos
distintos dados? E no espaço?

(b) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a três pontos não
colineares dados? E no espaço?

(c) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a quatro pontos não copla-
nares dados?

(d) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto
fora do plano?

Atividade 8

(Commandino) Em Geometria Plana, as medianas (as retas que ligam os vértices
aos pontos médios dos lados opostos) de um triângulo são sempre concorrentes.
Será que o resultado pode ser generalizado para tetraedros no espaço? Mais preci-
samente, dado um tetraedro qualquer, será que as retas que ligam seus vértices aos
baricentros das faces opostas são sempre concorrentes? Implemente a construção
no GeoGebra 3D e investigue!

Dica: para construir, por exemplo, o centro da faceABC do tetraedro, use o co-
mando CentroDoTriângulo(A, B, C, 2) na Janela de Álgebra.

Atividade 9

Em Geometria Plana, as alturas de um triângulosempresão concorrentes em um
ponto (o ortocentro do triângulo). E as alturas de um tetraedro? Sempre se encon-
tram em um mesmo ponto? Investigue com o GeoGebra 3D!
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60 CAPÍTULO 4. GEOMETRIA 3D: ATIVIDADES

Atividade 10

Dado um tetraedro qualquer, construa no GeoGebra 3D sua esfera circunscrita.

Atividade 11

(Projeção Estereográfica)Use o GeoGebra 3D para ilustrar a projeção estereográ-
fica. Qual é a imagem, pela projeção estereográfica, de círculos desenhados sobre
a esfera?

Atividade 12

(Hiperboloide Elíptico de Revolução de Uma Folha)Implemente no GeoGe-
bra 3D uma construção que ilustra o fato de o hiperboloide de uma folha ser uma
superfície regrada.
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Capítulo 5

Geometria 3D: Soluções

Atividade 1

Em Geometria Plana, o Teorema de Varignon afirma que os pontos médios de um
quadrilátero qualquersempreformam um paralelogramo. O Teorema de Varignon
continua valendo se os vértices do “quadrilátero” não estiverem em um mesmo
plano? Implemente a construção no GeoGebra 3D e investigue!

Mais especificamente:

(1) No GeoGebra 3D, construa quatro pontosA, B, C e D (certifique-se de que,
ao fazê-lo, os pontos não estejam todos em um mesmo plano).

(2) Construa os segmentosAB, BC, CD eDA.

(3) Construa os pontos médiosX, Y , Z eW dos segmentosAB, BC, CD eDA,
respectivamente.

(4) Construa os segmentosXY , Y Z, ZW eWX.

Mova então os pontos livresA, B, C e D e estude se, de fato, o quadrilátero
XY ZW é um paralelogramo ou não, independentemente das posições dos pontos

61



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

62 CAPÍTULO 5. GEOMETRIA 3D: SOLUÇÕES

A, B, C e D. Caso não seja, especifique um contraexemplo. Caso seja, apresente
uma demonstração.
Solução. Note que o segmentoXY é base média do triânguloABC e, sendo
assim,XY é paraleloa AC. Uma vezqueWZ é base média do triânguloADC,
segue-sequeWZ é paraleloa AC. Consequentemente,XY é paraleloa WZ.
Com o mesmo raciocínio, temosqueXW é paraleloa ZY . Um quadrilátero que
possui os lados opostos paralelos é um paralelogramo. Portanto,XY ZW é, de
fato, um paralelogramo.

Atividade 2

Dados dois pontos distintos no espaço, construa umtetraedro regular de modo
que uma de suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.
Solução. A construção é análoga à construção no plano de um triângulo equilátero
dados dois de seus vértices.

Passo 1. Construa dois pontos livresA eB e, em seguida, trace o segmento dereta
AB.

Passo 2. Construir a esferaA com centro emB e raioAB e, em seguida, construa
a esferaB com centro emA e raioAB.

Passo 3. Com a ferramenta de interseção de duas superfícies, construa o círculoC
de interseção entreA eB.

Passo 4. Marque um ponto semilivreC sobre o círculoC.
Passo 5. Construa então uma esferaD com centro emC e raioCB e, em seguida,

construa uma esferaE com centro emB e raioCB.
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Passo 6. Construa o círculoG de interseção das esferasD eE e, em seguida, mar-
que os pontos fixosD eE, interseções dos círculosC eG.

Passo 7. Por fim, construa os segmentosEB, CB, AE, EC eAC.

Atividade 3

Dados dois pontos distintos no espaço, construa umcubo de modo que uma de
suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Solução. Os passos da construção dos demais vértices do cubo estão descritos a
seguir. Basta, depois, construir suas arestas e faces.

Passo 1. Marque dois pontos livresA e B e, em seguida, trace o segmento dereta
AB.

Passo 2. Construa então o planoA passando porB perpendiculara AB e, na
sequência, construa a esferaB passando porA e com centro emB.

Passo 3. Construa o círculoC, interseção do planoA com a esferaB e, em seguida,
marque um pontoC sobre o círculoC e construa o segmentoBC.

Passo 4. Construa o planoD passando porA e perpendicular ao segmentoAB e,
então, construa o planoE passando pelos pontosA, B eC.
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64 CAPÍTULO 5. GEOMETRIA 3D: SOLUÇÕES

Passo 5. Construa a retah que é a interseção dos planosD e E , e construa a reta
i, que passa pelo pontoC e é paralela ao segmentoAB. Marque então
o pontoD de interseção das retasi eh.

Passo 6. Construa as retasj, k, l e m perpendiculares ao planoE e passando,
respectivamente, pelos pontosC, B, A eD.

Passo 7. Marque os pontos de interseçãoE e F do círculoC com a retak e, em
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seguida, construa a retan passando porE e paralela ao segmentoBC.
Marque então o pontoG de interseção den e j.

Passo 8. Construa as retasp e q paralaleas à retai e passando, respectivamente,
pelos pontosG eE.

Passo 9. Marque o ponto de interseçãoI das retasq e l e o ponto de interseçãoJ
da retap com o planoD.

Atividade 4

(Problema das Retas Reversas 1)Dadas duas retas no plano, ou elas se intercep-
tam ou elas são paralelas. Já, no espaço, elas podem ser paralelas, se interceptarem
ou ainda serem reversas, isto é, elas não estão contidas em um mesmo plano. Da-
das duas retas reversasr1 e r2, construa no GeoGebra 3D dois planosπ1 e π2 tais
queπ1 é paralelo aπ2, π1 contém a retar1 eπ2 contém a retar2.
Solução. Os passos da construção estão descritos a seguir.

Passo 1. Construa duas retas reversas
←→
AB e

←→
CD.
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66 CAPÍTULO 5. GEOMETRIA 3D: SOLUÇÕES

Passo 2. Construa, então, a retah passando porC e paralela à reta
←→
AB e, em

seguida, trace a retai =
←→
AC.

Passo 3. Construa a retaj passando porB e paralela à retai.

Passo 4. Marcar o ponto de interseçãoF da retah com a retaj e, em seguida,
construa o planoA passando porC, D eF .
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Passo 5. Por fim, construa o planoB passando porA e paralelo ao planoA.

Atividade 5

(Problema das Retas Reversas 2)Considere 3 retas quaisquer duas a duas rever-
sas. Será que existe uma quarta retar4 que intercepte simultaneamente as retasr1,
r2 e r3? Faça uma investigação com o GeoGebra 3D. Os passos seguintes podem
lhe ajudar.

Passo 1. No GeoGebra 3D, construa três retas reversasr1, r2 e r3.

Passo 2. Construa um planoπ1 que contenhar1 e que intercepte a retar2 em um
pontoP .

Passo 3. Construa o planoπ2 determinado pelo pontoP e a retar3.

Passo 4. Construa o pontoQ de interseção deπ2 e r1 no pontoQ.

Passo 5. Por fim, construa a retaPQ.

Observação. De fato, a construção apresentada permite construir infinitas retasr4

que interceptam simultaneamente as retasr1, r2 e r3. O lugar geométrico dessas
retas é um hiperboloide elíptico de uma folha se as três retas não são todas paralelas
a um mesmo plano, e um hiperboloide parabólico caso contrário (conforme Hilbert
& Cohn-Vossen (1990) e Viro & Viro (2006)).



III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J
-

III
S

im
pó

si
o

N
ac

io
na

ld
a

F
or

m
aç

ão
do

P
ro

fe
ss

or
de

M
at

em
át

ic
a

-
R

io
de

Ja
ne

iro
-

R
J

-
C

M
R

J

68 CAPÍTULO 5. GEOMETRIA 3D: SOLUÇÕES

Atividade 6

(Problemas de Inscrição)

(a) Dado um cubo (você pode usar a ferramentapara construí-lo rapidamente),
construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.

(b) Dado um cubo (você pode usar a ferramentapara construí-lo rapidamente),
construa um tetraedro regular que lhe seja inscrito.

(c) Dado um tetraedro regular (você pode usar a ferramentapara construí-lo
rapidamente), construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.

Solução.

(a) Para construir um octaedro regular inscrito em um cubo, basta tomar os cen-
tros das faces do cubo como vértices do octaedro regular, conforme na figura
a seguir.

(b) Para construir um tetraedro regular inscrito em um cubo, basta tomar as dia-
gonais das faces do cubo como arestas do tetraedro regular, conforme figura
a seguir.
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(c) Para construir um octaedro regular inscrito em um tetraedro regular, basta to-
mar os pontos médios das arestas do tetraedro regular como vértices do octae-
dro regular, conforme figura a seguir.

Atividade 7

(Lugares Geométricos)Implemente cada um dos lugares geométricos descrito
a seguir no GeoGebra 3D! Observação: para o Item(d), o comando que habi-
lita/desabilita o rastro de um ponto pode ser útil:

SetTrace[<Nome do Ponto>, < true| false>].

(a) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois pontos
distintos dados? E no espaço?

(b) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a três pontos não
colineares dados? E no espaço?

(c) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a quatro pontos não copla-
nares dados?

(d) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto
fora do plano?
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Solução.

(a) Dados dois pontos distintosA e B no plano, o lugar geométrico dos pontos
equidistantes aA e B é o segmento de reta que é perpendicular ao segmento
AB e passa pelo ponto médiode AB (a mediatriz do segmentoAB). No
espaço, esse lugar geométrico é o plano que é perpendicular ao segmentoAB
e passa pelo ponto médiodeAB (o plano mediador do segmentoAB).

(b) Dados três pontos não colinearesA, B e C no plano, o lugar geométrico dos
pontos equidistantes aA, B e C é o circuncentro do triânguloABC. No
espaço, esse lugar geométrico é a reta perpendicular ao plano que contém o
triânguloABC e que passa pelo circuncentro desse triângulo.

(c) No espaço, dados quatro pontos não colinearesA, B, C eD não coplanares, o
lugar geométrico dos pontos equidistantes aA, B, C e D é o circuncentro do
tetraedroABCD.

(d) O lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto fora do
plano é um paraboloide.

Atividade 8

(Commandino) Em Geometria Plana, as medianas (as retas que ligam os vértices
aos pontos médios dos lados opostos) de um triângulo são sempre concorrentes.
Será que o resultado pode ser generalizado para tetraedros no espaço? Mais preci-
samente, dado um tetraedro qualquer, será que as retas que ligam seus vértices aos
baricentros das faces opostas são sempre concorrentes? Implemente a construção
no GeoGebra 3D e investigue!

Dica: para construir, por exemplo, o centro da faceABC do tetraedro, use o co-
mando CentroDoTriângulo[A, B, C, 2] na Janela de Álgebra.
Observação. Sim, as retas que ligam os vértices de um tetraedro aos baricentros
das faces opostas são sempre concorrentes. Esse resultado é conhecido como Te-
orema de Comandino em homenagem ao matemático italiano Federico Comman-
dino (1509-1575), que o publicou na sua obraDe Centro Gravitates Solidorum(O
Centro de Gravidade dos Sólidos). Uma demonstração do Teorema de Comandino
pode ser encontrada em Sharygin (1986).
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Atividade 9

Em Geometria Plana, as alturas de um triângulosempresão concorrentes em um
ponto (o ortocentro do triângulo). E as alturas de um tetraedro? Sempre se encon-
tram em um mesmo ponto? Investigue com o GeoGebra 3D!

Solução. As alturas de um tetraedronem sempresão concorrentes. Tente determi-
nar um exemplo onde isso ocorre a partir da sua construção no GeoGebra 3D.

Atividade 10

Dado um tetraedro qualquer, construa no GeoGebra 3D sua esfera circunscrita.

Observação. Basta seguir os passos apresentados na Solução da Atividade 7.

Atividade 11

(Projeção Estereográfica)Use o GeoGebra 3D para ilustrar a projeção estereográ-
fica. Qual é a imagem, pela projeção estereográfica, de círculos desenhados sobre
a esfera?

Observação. Você poderá encontrar a construção neste endereço:
<https://www.geogebra.org/m/YJbKGGwj>.

Atividade 12

(Hiperboloide Elíptico de Revolução de Uma Folha)Implemente no GeoGe-
bra 3D uma construção que ilustra o fato de o hiperboloide de uma folha ser uma
superfície regrada.
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Observação. Você poderá encontrar a construção neste endereço:
<https://www.geogebra.org/m/PAeVJA7q>.
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