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Capitulo 1

Introducao

1.1 Geometria 2D

Nossa experiéncia em escolas confirma resultados ja apontados por Gravina
(1996): em geral, alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio apresentam
pouca compreenséo dos objetos geométricos, confundem propriedades do desenho
com propriedades do objeto geométrico representado, ou seja, misturam- a
ponente figuralssociada ao desenho cone@nponente conceityahquela que
define o objeto por meio das suas propriedades intrinsecas.

Essa confusdo entre as propriedades do desenho e aquelas do objeto geomeé-
trico tem origem nos livros didaticos e praticas de ensino de nossas escolas. Os li-
vros escolares iniciam seus assuntos com definic6es verbais, nem sempre claras e
precisas, onde determinada propriedade é enfatizada, acompanhadas de desenhos
bem particulares do tipo “prototipicos” onde, por exemplo, quadrados e retangulos
apresentam desenhados quase sempre com os lados paralelos as bordas da folha
e os triangulos, na sua maioria, sdo acutangulos e quase sempre estdo desenha-
dos com um dos lados na “horizontal” e sua altura na “vertical” (como na figura
a sequir).

Isto leva nossos alunos a ndo reconhecerem desenhos desses mesmos objetos em
outras posi¢des (como na figura a seguir).
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4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Mais ainda: os exemplos e exercicios propostos sao, em geral, aqueles cujas
solucBes sao baseadas em operacdes aritméticas do tipo “calcule” ou em equa-
¢cOes “determine o valor d€’, de modo que, para os alunos, a posicao relativa do
desenho quanto a borda da pagina, o tracado particular do segmento, a operacao
aritmética ou a equacao utilizada passam a fazer parte das caracteristicas do objeto,
estabelecendo desequilibrios na formagéo dos conceitos.

Desse modo, a operacao de multiplicacdo substitui o conceito de area e a soma
substitui o conceito de perimetro, o Teorema de Tales e a semelhanga de triangu-
los “escondem-se” em equacdes complicadas, e o Teorema de Pitdgoras acaba se
reduzindo a uma pura aplicacdo da equacdo de segundo grau. Como nos aponta
Gravina (1996), faltam no contexto escolar mais atividades que explorem os con-
ceitos geomeétricos em si:

O aspecto de construcao dos objetos geomeétricos raramente €
abordado; dificilmente encontramos no livro escolar a instru-
¢do “construa”, e no entanto esta € uma das atividades que
leva o aluno ao dominio de conceitos geométricos. Mais difi-
cil ainda é encontrar questées do tipo “o que podemos dizer
nesta situacdo?” ou “que regularidades percebemos?”, onde
estratégias de investigacao devem ser estabelecidas.
(Gravina, 1996, p. 2)

Na formagdo dos conceitos da Geometria, a componente figural desempenha
um papel fundamental. O desenho é um suporte concreto de expressao e entendi-
mento da componente conceitual. Se, por um lado, ele revela os conceitos e resulta-
dos que ajudam em sua compreensao, por outro, guarda caracteristicas particulares
gque ndo pertencem ao conjunto das propriedades que definem o objeto geométrico
problematizado. Em diversas situacdes de aprendizagem, os alunos devem, num
mesmo problema, controlar diversas informa¢des num mesmo desenho e deduzir
aguelas propriedades importantes para sua compreensao.

Deduzir uma propriedade significa estabelecer uma cadeia
I6gica de raciocinios conectando propriedades do enunciado
tomadas como pressupostos (hipéteses) as propriedades ditas
decorrentes (teses). Esta cadeia de raciocinios que denomina-
mos de argumentacéo légica e dedutiva. O desenho entra aqui
como materializacdo da configuracdo geométrica, guardando
as relag@es a partir das quais decorrem as propriedades.
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(Gravina, 1996, p. 3)

Tanto no caso da formacao de conceitos, quanto no caso de deducéo de proprie-
dades, podemos concluir que grande parte das dificuldades originam-se no aspecto
estatico do desenho: devemos explorar situacdes de aprendizagem que permitam
“o controle do desenho para que caracteristicas de contingéncia da representagéo
nao sejam incorporadas as propriedades matematicas que determinam a configura-
¢ao” (Gravina, 1996, p. 6).

No sentido de evitar que caracteristicas de representacéo sejam confundidas
com as propriedades matematicas dos objetos geométricos, devemos passar para
um tratamento de “desenhos em movimento” onde particularidades da representa-
¢ao desaparecam quando impomos ao desenho movimentos de translacéo, rotacao,
entre outros.

Numa sala de aula convencional, atividades com dobraduras, recortes, cola-
gens, papel quadriculado, entre outras, até podem propiciar configuracbes com
“desenhos em movimento” mas, a partir de um certo grau de complexidade, onde
sdo exigidas configuragBes com muitos objetos, 0 movimento sincronizado com
esses recursos torna-se dificil.

Nesse contexto, osoftwaresde Geometria Dindmica sédo especialmente con-
venientes. De fato: uma construcdo geométrica feita no papel com lapis, régua e
compasso ou no quadro com giz é estética e, dessa maneira, uma vez feita, ela ndo
pode ser modificada. Para gerar outros exemplos, o professor ou o aluno devera
repetir o mesmo procedimento da construcdo com outros dados iniciais, 0 que é
tedioso e toma um tempo precioso de sala de aula com uma atividade repetitiva.

Em umsoftwarede Geometria Dinamica, por outro lado, a construcéo é feita
apenas uma unica vez, com mais precisao e de tal modo que os elementos geo-
métricos da construcéo podem ser alterados para gerar uma quantidade grande de
exemplos. Mais ainda: ao mover os elementos geométricos da construcao, as re-
lacBes geométricas (pertinéncia, paralelismo, etc.) entre esses elementos sdo man-
tidas. Com isto, ao interagir com usoftwarede Geometria Dindmica, o aluno
encontrara um ambiente propicio a visualiza¢do, analise e deduc¢éo informal das
relagbes geométricas da construgdo a partir do qual dedugdes formais e rigorosas
podem ser construidas posteriormente.

E no dinamismo que esta a chave da Geometria DinAmica. Como um exem-
plo, considere a seguinte situacao: a partir de um quadril&B6 D, marcam-
se os pontos médioB, Q, R e S dos quatro lados desse quadrilatero e, en-
tdo, constréi-se o quadrilate®QRS. Que propriedade marcante o quadrila-
tero PQRS possui? Com lapis, papel e régua, o aluno poderia, eventualmente,
fazer um desenho bem particular para o quadrilé#dB@ D (como o retangulo e
0 losango indicados na figura a seguir) e, entdo, deduzir uma propriedade (por
exemplo, queP QRS é um losango ou retangulo) que ndo é véalida em geral.
O aluno ainda poderia fazer um desenho em posicéo geral, mas com um Unico
desenho em maos, talvez ndo conseguisse visualizar e analisar o problema.
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Em umsoftwarede Geometria Dinamica, por outro lado, uma vez feita a cons-
trucéo, varios exemplos podem ser gerados facilmente movimentando-se os pontos
iniciaisA, B, C eD (os assim denominadpentos livieyda construcdo. Ao gerar
varios exemplos, o aluno percebera que nem sempre o quadriPARS é um
losango ou um retangulo, como na figura anterior e, mais ainda, podera considerar
situacdes que nao consideraria normalmente, como o caso em que o quadrilatero
ABCD néo é convexo (como na figura a seguir).

D

Usando umsoftwarede Geometria Dindmica, 0 aluno experimentara mais e
tera condices mais favoraveis para percelpgopriedade invariantelo quadrila-
teroP QRS: ele é sempre um paralelogramo. Essa propriedade, ora conjecturada,
pode (e deve) ser provada: como 0s pofRosS sdo pontos médios, respectiva-
mente, dodadosAD e CD, segue-se pelo teorema da base média do triangulo
queRS é paraleloa AC e queRS=4F. AnalogamenteP Q é paraleloa AC e
PQ=4%. Logo, RS é paralelcaPQ e RS=P Q. Observando agora os tridngulos
ABD e CBD, podemos também conclujueP S é paraleloa QR e PS=QR.
Sendo assim, o quadrilatePQRS &, de fato, um paralelograrib

Como nos aponta ainda Gravina (1996), um aspecto importante do pensamento
matematico € a abstracao da invariancia e, para o seu reconhecimento e entendi-
mento, nada melhor que a variacao oferecida pedftsvaresde Geometria Dina-
mica. A transicdo continua entre estados intermediarios € um recurso importante
desses programas sob o ponto de vista cognitivo porque permite a construgcéo de
uma infinidade de exemplos, o que favorece a construcdo de conceitos e destaca
0s invariantes geométricos presentes na configuracao.

[BEsse resultado é atribuido ao matematico francés Pierre Varignon (1654-1722).
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1.2 Geometria 3D

No que se refere a Geometria Espacial, uma das dificuldades que os alunos
enfrentam é a tarefa de reconstruir mentalmente uma imagem tridimensional a par-
tir de uma figura bidimensional estatica impressa na pagina de um livro. Como
a Geometria Projetiva bem nos ensina, esse tipo de procedimento d4 margem a am-
biguidade, pois dois objetos diferentes podem ter uma mesma projecéo plana. Por
exemplo, no cubo (a) na figura a seguirMe N e O sdo os pontos médios das
arestaBBC, CE e EF respectivamente, entdo ogseentoAO e o caminho poli-
gonal formado pela justaposicado dogeentosAM, MN e NO, quando vistos
de uma posicao especifica, possuem a mesma projecao, a saber, o desenho em (b).

(b)

Outro complicador das representacdes 2D de objetos 3D: angulos frequente-
mente aparecem deformados. Considere, por exemplo, a figura a seguir (Volkert,
2008). Os anguloaF G, AFD e ADO na configuracdo 3D s&o todos retos mas,
na representacao 2D correspondente, obtida por uma projecao em perspectiva, eles
nao sao.

Mais ainda: existem representacfes 2D de objetos 3D que, em um primeiro
momento, podem parecer adequadas mas, de fato, ndo o0 sdo. Um exemplo classico
é a PirAmide de Huffman (Huffman, 1977). O desenho em (&) na figura a seguir
parece ser a representacdo de um tronco de piramide de base triangular, mas, como
mostra o desenho em (b), este ndo é o caso.
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(@) (b)

Todos estes exemplos mostram que, para melhor entender um objeto tridimen-
sional, & necessério observa-lo de varias posic¢des diferentes. Certamente o uso de
materiais concretos é um recurso didatico indispensavel, principalmente nas séries
iniciais. Por outro lado, existem certas configuracdes e propriedades geométricas
gue sdo dificeis de se representar concretamente, devido a limitagcbes de ordem
técnica. Aliado ao fascinio que exerce sobre os alunos, o computatddnede
o smartphon&olocam-se entdo como uma ferramenta promissora para o ensino da
Geometria Espacial.

1.3 Objetivo e Descricao

Frente aos contextos apresentados nas duas sec¢des anteriores, este trabalho tem
por objetivo apresentar uma sele¢do de exercicios, classificados por nivel de difi-
culdade, onde o aluno deve (1) implementar a construgao sugerida no exercicio em
um softwarede Geometria Dinamica, (2) estuda-la movendo os elementos “livres”
da construcao, (3) fazer uma conjectura para o invariante geométrico da construcao
e (4) provar sua conjectura.

Utilizaremos como referénciasmftwarede Geometria Dindmica gratuito Geo-
Gebra em sua versdo pdaabletse smartphonegdisponivel no seguinte ende-
reco: < =). Contudo, outros programas podem ser usa-
dos igualmenté!, pois as ferramentas necessarias para o estudo dos invariantes
propostos sdo basicas e comuns a qualsoiwarede Geometria Dindmica. N&o
€ nosso objetivo aqui ensinar a usar o0 GeoGebra. Para o leitor iniciante, recomen-
damos os videos tutoriais disponiveis € >.

No que se segue, usaremos 0s seguintes terpmp livre ponto semilivre
e invariante geométrico Por ponto livre entendemos qualquer ponto da constru-
¢do que pode ser arrastado para qualquer lugarp&uo semilivreentendemos
um ponto que é construido sobre segmentos, semirretas, retas e circulos e cujo
movimento fica restrito a esses objetos geométricosinRariante geométricen-
tendemos qualquer propriedade geométrica (concorréncia, colinearidade, perpen-
dicularismo, paralelismo, etc.) e também rela¢des entre medidas de comprimento

bIpor exemplo, o Sketchometry (disponivel erat =), o0 Régua e
Compasso (disponivel ers ), etc.


http://car.rene-grothmann.de/
http://www.sketchometry.org/
http://www.uff.br/geogebra/
http://www.geogebra.org/
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de segmentos, de areas e de angulos (segmentos congruentes, areas equivalentes,
angulos complementares, suplementares, etc.) que permanecem invariantes com
relacdo ao movimento dos pontos livres e semilivres.

Nosso trabalho esta dividido da seguinte maneira. No Capitulo 2, apresenta-
mos 0s enunciados das construc¢des divididos em quatro niveis. Os trés primeiros
niveis estéo organizados por grau de dificuldade e tratam apenas de invariantes que
envolvem Geometria de Posi¢éo (congruéncia, colinearidade, paralelismo, perpen-
dicularidade, etc.). Essa classificacdo de dificuldade leva em conta a dificuldade
da construcao, da percepc¢éo do invariante e da complexidade da demonstragéo, se-
gundo nossa opinido. O quarto nivel apresenta invariantes que envolvem somas de
medidas e comparacdes de &reas. Como fonte de pesquisa, usamos as seguintes re-
feréncias: (Alencar Filho, 1983), (Asociacion Fondo de Investigadores y Editores,
2012), (Dolce & Pompeo, 1993), (Morgado, Wagner & Jorge, 1973), (Muniz Neto,
2013) e (Posamentier & Salkind, 1970). No Capitulo 3, apresentamos demonstra-
¢Oes para os invariantes geométricos. Os enunciados das atividades relacionadas
com Geometria Espacial sdo apresentados no Capitulo 4, e as respostas dessas ati-
vidades no Capitulo 5.
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Capitulo 2

Geometria 2D: Enunciados

2.1 Nivel 1

Invariante 1

Construa um quadrilatel@BCD. Em seguida, margue os pontos médig®), R

eS dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente. Construa entéo o quadrilatero
PORS.

C

=

Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe o quadrilatero
P QRS. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construgad e

11
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Invariante 2

Trace um sgmentoAB. Nesse segmento marque um po@toMarque entdo um
pontoD diferente deC e, em seguida, trace oggaentoCD. Construa as bissetri-

zes dos anguloACD e BCD.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cao? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
gulo entre as bissetrizes dos angudsD e BCD. Vocé consegue identifi-
car algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c e »%

Invariante 3

Construa dois circulos com centros nos pof2esO e que passam pelos pontos

N e M, respectivamente. Suponha que os dois circulos intersectam-se em dois
pontos distintos, digamoPB, e B. PorP, trace a semirret O e marque o ponto

A de intersecdo dessa semirreta com o primeiro circulo. Do mesmo modo, por
P, trace a semirretRO e marque o pont€ de intersecdo dessa semirreta com

o segundo circulo.
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=

Quais sao os pontos livres dessa construgcao?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e semilivres (caso existam) e observe os pantos
B e C. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgg‘c e @ .

Invariante 4

Trace um sgmentoAB e, nesse segmento, marque um padtaCom centro em
A, trace o circulo passando pGre marque um pont® nesse circulo. Agora
construa um segundo circulo com centro Bnpassando também p@. Em se-
guida, construa a retapassando pof e D. Trace, entdo, pdB, a retas paralela
a retar. Marque o pontcE de intersecgdo dessa reta&om o segundo circulo
(esse pont& devera ser aquele que estd no mesmo semiplano que opatm
relacdo a reta que contém aseentoAB). Por fim, construa o trianguidCE.
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N

Ferramentas do GeoGebra usadas na construg:éc / / /'// @ .
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Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o tri-
anguloDCE. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Invariante 5

Construa um trapézidBCD debasesAB e CD eladosBC e AD. Trace, entéo,
as bissetrizes interna e externa correspondentes ao d4idoe, também, as bis-

setrizes interna e externa correspondentes ao ar@lé. do trapézicABCD.
SejaE o ponto de intersecdo das bissetrizes externas dé-sejponto de interse-
cdo das bissetrizes internas. Construa o quadrilAeDE.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c / e /'// /\../ .

Quais sdo os pontos livres dessa construgédo?

Existem pontos semilivres nessa constru¢do? Quais?

Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatercAF DE. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Invariante 6

Construa um trapézio retanguikBCD de basesAB e CD e ladoobliquoBC.
Marque, entdo, o ponto médM deBC. Por fim, construa o triangulaM D.



2.1. NIVEL 1 15

=

Quais sado os pontos livres dessa construcéao?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o tri-
anguloAM D. Vocé consegue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrigag e J( //'// .

Invariante 7

Construa um quadrilatereBCD comladosAB, BC, CD e DA. Trace as di-
agonaisAC e BD. Marque os pontos médids e F dos lados nd@djacentes
AD e BC, respectivamente, e os pontos médbe H dasdiagonaisAC e BD,
respectivamente. Construa o quadrilateieF H.

D
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

N

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilaterd&eGF H. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-

trico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constriugadg s

Invariante 8

Construa um circul€@ de centroO passando por um ponto. Sobre o circuld,
margue dois pontoBP e R. Construa entdo as ret&® e OR. SejaQ = P
0 ponto de interse¢do enttee OP e sejaS o ponto de intersecéo enttee OR.
Em seguida, construa as retas tangetiteto, tr ets ao circulo nos pontads, Q,
R e S, respectivamente. Marque os pontos de intersécéantrets e tg, B entre
tg etr, C entretg etp, D entretp ets. Por fim, construa o quadrilateABCD.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
Existem pontos semilivres nessa constru¢cao? Quais?

N

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatercABCD. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-

trico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c / 7@ @ !
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Invariante 9

Construa um circul@ de centrd) passando por um ponk. Marque um ponta\
sobreC e, ento, trace a re@A. SejaD = A o ponto de intersecdo entee OA.
Determine os pontos médids e N deAO e OD, respectivamente. Construa, por
M, uma reta perpendicul@rAD e marque os pontdB e F de intersecdo dessa
reta com o circul€. Agora, trace, poN, uma reta perpendicularAD e marque
0s ponto<C e E de intersecao dessa reta com o circl(o pontoC deve estar no
mesmo semiplano que o poriBcom relacao a retﬁ). Desenhe o hexagono
ABCDEF.

=

Quais sdo os pontos livres dessa construgdo?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 hexdgoncABCDEF. Vocé consegue identificar algum invariante geo-
métrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na construqﬁ‘c .'. / /'/ J( @ .
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2.2 Nivel 2

Invariante 1

Construa um trapézidBCD deladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelos
AB eCD. Em seguida, trace as semirreta® e BC. Marque o pontdM de

intersecdo das semirretad e BC. Depois, trace, poM, a reta paralela aos

ladosAB e CD. Construa, entdo, as semirretd€ e BD. Por fim, marque
os pontod e N de intersecdo dessas semirretas com arreta

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os pontosL, M e N. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrquc e el ﬁ

Invariante 2

Construa um quadradaBCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, cons-
trua sobre dadoBC um triangulo equilater® CE para fora e, sobreladoCD,
um triangulo equilater€ DF para dentro do quadrado.
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A

1. Quais sdo os pontos livres dessa construcao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
0s pontosA, E e F. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constngéc:

Invariante 3

Construa o quadradaBCD deladosAB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um
tridngulo equilatercABE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para
fora do trianguloABE, dois quadrados: o primeirdERS, deladosAE, ER,

RS e SA, e 0 segundoEBPQ, deladosBE, EQ, QP e PB. Por fim, trace
o quadrilaterdCQRD.

Py
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatera®CQRD. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constru‘;ﬁc Q :

Invariante 4

Construa um tridngulo is6scel@BC de baseAB. Em seguida, construa trés
triangulos equilateroBCF, ACE e ABD para fora desse triangulo. Por fim,
construa os gpnentoBE, AF eCD.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
Existem pontos semilivres nessa constru¢do? Quais?

n

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe

os comprimentos dos gmentosBE, AF e CD. Vocé consegue identifi-

car algum invariante geomeétrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrwgﬁ'c o J( I:}
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2.3 Nivel 3

Invariante 1

Construa um trapézibBCD deladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB
e CD. Trace asliagonaisAC e BD e marque gontoAC n BD = {E}. PorE
trace a reta paralela aado AB. Essa reta intersectardatlo AD emF e olado
BC emG. Considere os ggnentosFE e EG.

=

Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dos gmentosF E e EG . Vocé consegue identificar al-
gum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construgé\c e ﬁ

Invariante 2

Construa um paralelogran®BCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida,

sobre cada um de seus lados, construa para fora do paralelogramo os triangulos
equilaterosABP, BCQ, CDR e DAS. Marque entdo os baricentr&s F, G e

H dos triangulosABP, BCQ, CDR e DAS, respectivamente. Por fim, construa

o quadrilater&eF GH.



22 CAPITULO 2. GEOMETRIA 2D: ENUNCIADOS

R

p

Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilaterd=F GH. Vocé consegue identificar algum invariante geomeé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construgad e /'// Q

Invariante 3

Construa um paralelogran#&B CD deladosAB, BC,CD eDA. Em cadaum de
seus lados, construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, entéo, os cen-
troskE, F, G eH desses quadrados e, por fim, desenhe o quadril&ie®H .

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
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2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e os pontos semilivres (caso existam) e observe
o quadrilaterd=F GH. Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas ha construgad e /'// Q

Invariante 4

Construa o quadrilaterdaBCD deladosAB, BC, CD e DA. Trace suas respec-
tivas mediatrizesnag, Mec, Mcp € Mpa. Suponha quemag N Mgc = {E};
Mag N Map = {F}; Mcp N Map = {G} €eMcp N Mgec = {H} Construa
o quadrilaterdEF GH e trace sua diagon&H. Por fim, trace a diagon&D do
quadrilatercABCD.

=

Quais sado os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
gulo formado pelasiagonaisFH e BD. Vocé consegue identificar algum
invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na construg:éc e ><

Invariante 5

Construa um triangul&BC. Sobre osadosAB e AC, respectivamente, construa
triangulos equilatero&ABF e ACD para fora do trianguléABC. Sobre olado
BC, por sua vez, construa o tridngulo equilat®&G E para dentro do triangulo
ABC. Por fim, trace o quadrilatetaDEF .
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
0 quadrilatercADEF . Vocé consegue identificar algum invariante geomé-
trico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constru.@ﬁc Q .

Invariante 6

Construa um trianguldBC. Sobre olado BC, construa para fora do triangulo
desse tridangulo o quadra@®CP Q comladosBC, CP, PQ e QB. Agora, sobre
oladoAC desse triangulo, construa para fora do tridngulo o quadk2iS com
ladosAC, CR, RS e SA. Determine os centrd® e E dos quadradoBCPQ e
ACRS, respectivamente, e, entdo, marque o ponto mgtiao ladoAB. Por fim,
construa o triangui®EM.
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
guloDME do trianguloDEM. Vocé consegue identificar algum invariante
geométrico?

4. Tente demonstrar o0 invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrigag e Q

Invariante 7

Construa um quadrilaterdBCD deladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus la-
dos construa, para fora do quadrilatero, quatro quadrados. Marque os respectivos
centrosE, F, G e H desses quadrados. Por fim, trace agrsentosEG eF H.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

2. Existem pontos semilivres nessa construgdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe o an-
gulo formado pelos ggnentosEG e FH. Vocé consegue identificar algum
invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

[ ] /./
Ferramentas do GeoGebra usadas na constrigag e I:}
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2.4 Nivel 4

Invariante 1

Construa um retangulaB CD e marque um pontg& no interior do retangulo. Em
seguida, trace os gmentoBE e CE. Por fim, construa os angul&BA, DCE
eBEC.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?
Existem pontos semilivres nessa constru¢do? Quais?

n

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe

os anguloEEBA, ECD e BEC. Vocé consegue identificar algum inva-
riante geométrico?
4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrL@t e J( — b' é‘ .

Invariante 2
Construa o paralelogran®BCD comladosAB, BC, CD e DA. Trace a diago-
nal AC e marque um pont& nessa diagonal. Construa, @r a reta paralela ao
lado AB e, entdo, marque os pontos de interseBa®| dessa reta com dados
AD e BC, respectivamente. Analogamente, trace, [ppr reta paralela atado
AD e, entdo, marque os pontos de intersada®F dessa reta com dadosAB e
CD, respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogr&@&dsD e HBIE.
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e

4.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constn@ el b' .

Quais séo os pontos livres dessa construcédo?

Existem pontos semilivres nessa construcao? Quais?

Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos paralelogran®&FD e HBIE. Vocé consegue identificar
algum invariante geométrico?

Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

Invariante 3

Construa um paralelogramdBCD com ladosAB, BC, CD e DA com AD
paralelo aBC. No seu interior marque um ponk. Construa agora os tridngulos

ADE eBCE.

N

4.

||
Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c L — b'

A

Quais sado os pontos livres dessa construgao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

Arraste os pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos tridngulédsDE e BCE. Vocé consegue identificar algum in-

variante geomeétrico?
Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.
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Invariante 4

Construa um trapézidBCD comladosAB, BC, CD e DA, comAB paralelo
aCD. Trace suas diagonais e marque o poBtointersecdo dessas diagonais.
Considere agora os triangul8OE eBCE.

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos triangulédsDE e BCE. Vocé consegue identificar algum in-
variante geometrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrqu‘c e /'// b' .

Invariante 5

Construa um paralelogramd®BCD comladosAB, BC, CD e DA, comAD
paraleloBC. Trace adiagonalBD. Pelo vérticeB trace uma reta perpendicular
adiagonalBD. Pelos vértice# e C trace retas perpendiculares gue intersec-
tardo essa reta, respectivamente, nos pdates-. Construa os ggnentosAE e
CF.

D
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dos gmentosAE e CF e dadiagonalBD. Vocé conse-
gue identificar algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

N

| o]
Ferramentas do GeoGebra usadas na constrw;ﬁ'c 1 J(

Invariante 6

Construa um triangulo isésceldsBC de baseAB. Marque o pontdH, pé da
altura relativa adadoBC. Em seguida, marque um poril» nabaseAB e, por
D, trace retas perpendiculares dadosAC e BC. SejamE e F os pontos de
intersecdo dessas retas perpendiculares com as¥6ta3C, respectivamente.

C

F

B

Quais séo os pontos livres dessa construgéo?

Existem pontos semilivres nessa construcdo? Quais?

3. Arraste os pontos livres e 0os pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dos gmentosAH, DE e DF. Vocé consegue identificar
algum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geomeétrico que vocé descobriu.

Ferramentas do GeoGebra usadas na constr@ e j( ><

Invariante 7

Construa um retanguldaBCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace
suasdiagonaisAC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada do vértkaté

A
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adiagonalBD. Agora, noladoAB, marque um pont&. SejamF e G os pés das
perpendiculares baixadas do poR@té agliagonaisAC e BD, respectivamente.
Por fim, trace os sgnentosAH, EF e EG.

D

1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢ao? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
os comprimentos dos gmentosEF, EG e AH. Vocé consegue identifi-
car algum invariante geomeétrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

n

Ferramentas do GeoGebra usadas na constrt@: e j( .

Invariante 8

Construa um quadrilaterdBCD simples (isto ¢ ABCD é tal que os Unicos

pontos que pertencem a duas arestas sd0 0s seus veértices). Em seguida, marque
0s pontos médioE, F, G e H dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente.
Construa entdo o quadrilateled= GH.

D
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1. Quais sao os pontos livres dessa construcao?

Existem pontos semilivres nessa constru¢cdo? Quais?

3. Arraste 0s pontos livres e 0s pontos semilivres (caso existam) e observe
as areas dos quadrilatera8CD e EF GH. Vocé consegue identificar al-
gum invariante geométrico?

4. Tente demonstrar o invariante geométrico que vocé descobriu.

N

Ferramentas do GeoGebra usadas na construgag b' )
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Capitulo 3

Geometria 2D: Conjecturas e
Demonstracoes

3.1 Nivell

Invariante 1

Construa um quadrilatel®®BCD. Em seguida, marque 0s pontos médio®), R

e S dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente. Construa entio o quadrilatero
PQRS.

Pontos livres os vértices do quadrilate, B, C e D. Pontos semiliviesnao exis-
tem. Invariante geométricoo quadrilatero intern® QRS é um paralelogramo.

B

Demonstracdo No trianguloADC, como os pontoRR e S sdo pontos médios,
respectivamente, ddadosCD e AD, segue-se pelo teorema da base média do
trianguloqueRS é paralelamAC e Rsz%. Do mesmo modo, como os pontes

e Q séo pontos médios, respectivamente, lddssAB e BC do trianguloABC,
concluimosque PQ é paraleloa AC e PQ=2S. Logo RS ¢é paraleloa PQ e
RS=P Q. Aplicando argumentos analogos aos triangéi&D e CBD, podemos

33
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também concluiqueP S é paralela QR eP S=QR. Logo, o quadrilater® QRS
€ umparalelogramo. -

Invariante 2

Trace um sgmentoAB. Nesse segmento marque um po@toMarque entdo um
pontoD diferente deC e, em seguida, trace oggaentoCD. Construa as bissetri-
zes dos anguloACD eBCD.

Pontos livres os pontodA, B e D. Ponto semilivreo pontoC. Invariante geomeé-
trico: as bissetrizes dos angula€ D e BCD sao perpendiculares.

DemonstracdoSejama o &ngulo formado pela bissetriz &€ D com o sgmento

AC e B o angulo formado pela bissetriz @&CD com o sgmentoCB. Temos
entdo qua + 2 = 180° e, sendo assim, a medida do angulo entre as bissetrizes
dos angulosACD e BCD é iguala + 3 = 90°, o que demonstra que elas sédo
perpendiculares. -

Invariante 3

Construa dois circulos com centros nos pof2asO e que passam pelos pontos

N e M, respectivamente. Suponha que os dois circulos intersectam-se em dois
pontos distintos, digamo®, e B. PorP, trace a semirretR O e marque o ponto

A de intersecdo dessa semirreta com o primeiro circulo. Do mesmo modo, por
P, trace a semirrete O e marqgue o pont€ de intersecdo dessa semirreta com

0 segundo circulo.

Pontos livres O, O, M e N. Pontos semilivresndo existemlnvariante geomeé-

trico: os pontosA, B e C séo colineares.
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Demonstracdo Os sgmentosP A e P C s&o diametros dos circulos, logo, os tri-
angulosP BA e PBC séo retangulos eB. Assim,CBA = CBP + PBA =
90° + 90° = 180°. Os pontosA, B e C sdo, dessa maneireglineares. m

Invariante 4

Trace um sgmentoAB e, nesse segmento, marque um pdbtaCom centro em

A, trace o circulo passando pGre marque um pont® nesse circulo. Agora
construa um segundo circulo com centro Brpassando também p&. Em se-
guida, construa a rerapassando poA e D. Trace, entdo, pdB, a retas paralela

a retar. Marque o pontdE de intersec¢do dessa reta&om o segundo circulo
(esse pont& devera ser aguele que estd no mesmo semiplano que opatm
relagdo a reta que contém @seentoAB). Por fim, construa o trianguidCE.
Pontos livres A e B. Pontos semilivresC e D. Invariante geométricoDCE é

um triangulo retangulo.

Demonstracg&oO trianguloACD é isésceles deaseCD (poisAC = AD = raio

do circulo de centro em) e o trianguloBCE também é isdsceles dmseCE
(poisBC = BE = raio do circulo de centro eB). Considere, entda =
ACD = ADC; 8 = BCE = BEC; p = DAC, de modo qu&€BE = 180° —p

(os angulo€ BE e CAD s&o suplementares, pois as réi@s e BE sdo paralelas)

e, por fim,a = DCE. Pelo teorema do angulo externo de um triangulo aplicado
aos triangulosADC e CBE, respectivamente, segue-se §ue a = B +p e
B+a =6+ 180" — p. Somando-se membro a membro essas duas equagoes,
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temosqus +8+2a =B +6+p+180° —p, isto é,2a = 180° e, sendo assim,
a = 90°. Consequentement®,CE é um triangulaetangulo. n

Invariante 5

Construa um trapézidaBCD debasesAB e CD eladosBC e AD. Trace, entdo,
as bissetrizes interna e externa correspondentes ao d4idoe, também, as bis-
setrizes interna e externa correspondentes ao ar@dld. do trapézicABCD.
SejaE o ponto de intersecéo das bissetrizes externas d-sejponto de interse-
cao das bissetrizes internas. Construa o quadril&EDE.

Pontos livres e semilivregrés dos quatro vértices do trapéABCD séo livres,
0 Vértice restante é semilivrvariante geométricoo quadrilater)AF DE é um
retangulo.

BSOS USUTUUUSUUURUORIROOOY €
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DemonstracaoPelo resultado do Invariante 2, temos GUBE é um angulo reto.
O mesmo acontece com o0 angl®F . Sejal o ponto de intersecédo das refs
e DE. Como o quadrilateré\BCD é um trapézio, segue-se qGOA = DAL
(pois as reta?dB e CD sdo paralelas e os angul6DA e DAL sio alternos
internos). ConsequentementeDA = CDA/2 = DAL/2 = EAD. Sendo
assim, os sgmentosDF e EA s&o paralelosComoDF é perpendiculaa DE e
EA é paraleloa DF, concluimosjue EA também ¢é perpendicularDE. Logo,
0 anguloAED também é reto. Como o quadrilatefd- DE tem trés angulos
internos retosk AE, EDF e AED), segue-se que ele é uatangulo. m

Invariante 6

Construa um trapézio retanguikBCD de basesAB e CD e ladoobliquoBC.
Marque, entdo, o ponto médM deBC. Por fim, construa o triangulaM D.
Pontos semilivres pontos livres dois vértices adjacentes do trapéABCD séo
livres, 0s outros dois vértices sao semilivréisvariante geométricoo triangulo
AMD é isOsceles.

D C

1

Demonstracéo Trace porM uma reta paralela dsasesAB e CD do trapézio e
sejaH o ponto de intersecédo dessa reta colmdm AD. Como os anguloBAD e
ADC s3o retos, o sgnentoHM é perpendiculaa AD e, portanto, ele é a altura
do trianguloAM D com relacdo adado AD. Por outro lado, com® é ponto
médiode BC e HM ¢é paralelo asvasesAB e CD, segue-se quél é ponto
médiode AD, de modogque HM ¢ a mediana do trianguldaM D com relagdo
aoladoAD. Logo, no triangul)AM D, M H é simultaneamente altura e mediana
com relacdo atadoAD. Sendo assim, o triangulaM D ¢é isésceles deaseAD.

Invariante 7

Construa um quadrilaterABCD de ladosAB, BC, CD e DA. Trace as di-
agonaisAC e BD. Marque os pontos médids e F dos lados ndo adjacentes
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D

AD e BC, respectivamente, e os pontos médbe H dasdiagonaisAC e BD,
respectivamente. Construa o quadrilatei@F H.

Pontos livres A, B, C e D. Pontos semilivresndo existem.Invariante geome-
trico: o quadrilater&&GF H é um paralelogramo.

Demonstracao No trianguloBCD, temos que os pontdd e F sdo pontos mé-
dios, respectivamente, dzxlosBD e BC. Portanto, pelo teorema da base média
do triangulo, segue-spieHF é paralelmaCD eHF =%. Analogamente, temos
gue no tridngulAACD, EG é paralelea CD e EG=S2. Logo, HF é paralelca
EG eHF=EG. Aplicando-se argumentos analogos aos triangaibs e ACB
podemos concluigue EH ¢ paraleloa FG e EH=FG. Logo, o quadrilatero

EF GH é umparalelogramo. u

Invariante 8

Construa um circul€@ de centroO passando por um ponto. Sobre o circuld,
marque dois pontdd eR. Construa entdo as ret@® eOR. SejaQ = P o ponto
de intersecgéo ent@eOP e sejaS = R o ponto de interse¢do enttee OR. Em
seguida, construa as retas tangetgedq, tr € ts ao circulo nos pontoB, Q, R
e S, respectivamente. Marque os pontos de intersécéntrets etg, B entretg
etgr, C entretg etp, D entretp ets. Por fim, construa o quadrilate/eBCD.

Pontos livres O e L. Pontos semilivresP e R. Invariante geométricoo quadri-
lateroABCD é um losango.
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DemonstracdoVamos aplicar o caso especial de congruéncia de triangulos retan-
gulos: OR = OP e OC é hipotenusa comum, entd6P = CR. O mesmo
ocorre com 0s outros segmentos tangentes, islDR, = DS, AQ = AS e

BQ = BR. Somando-se membro a membro as quatro Ultimas igualdades temos
queCP +PD+AQ+QB =CR+RB+AS+SD CD+AB =CB+AD.

As retas tangentetp e tg sdo paralelas, pois séo perpendicularesliametro

PQ e, por motivo analogo, as retas tangertte® ts também sdo paralelas. As-
sim, o quadrilater)ABCD é um paralelogramo. Agorx = CD = AB e

y = AD = BC 2X = 2y X =Y, ou seja, os lados do paralelogramo
sdo congruentes, implicando ga8CD é umlosango. -

Invariante 9

Construa um circul@ de centrdd passando por um ponk. Marque um ponta\
sobreC e, entdo, trace a re@A. SejaD = A o ponto de intersecdo entee OA.
Determine os pontos médids e N deAO e OD, respectivamente. Construa, por
M, uma reta perpendicularAD e marque os pontdB e F de intersecdo dessa
reta com o circul€. Agora, trace, poN, uma reta perpendicularAD e marque
0s pontosC e E de interse¢éo dessa reta com o ciréuo pontoC deve estar no
mesmo semiplano que o ponBcom relacdo a reté_A). Desenhe o hexagono
ABCDEF.

Pontos livres O e P. Pontos semilivresA. Invariante geométricoo hexagono
ABCDEF é regular.
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Demonstracdo Considere o trianguldBO. Como o sgmentoBM é medi-
ana e altura desse triangulo, concluimos que ele é is6sceleasédO. Mas
AO = OB (AO e OB séo raios do circul6), logo o trianguloABO é equilatero.
De forma anédloga, podemos afirmar que os triangdb®O, DCO, DEO sé&o
também equilateros, implicando que também seréo equilateros os triaBgds
e EFO. Essa justaposicao de seis triangulos equilateros mostraB@DEF é
um hexagono regular -

3.2 Nivel 2

Invariante 1

Construa um trapézidBCD deladosAB, BC, CD e DA, com ladosparalelos
AB eCD. Em seguida, trace as semirrefad e BC. Marque o pontdJ de

intersecado das semirretad e BC. Depois, trace, poM, a reta paralela aos

ladosAB e CD. Construa, entdo, as semirrefd€ e BD. Por fim, marque
os pontod_ e N de intersecdo dessas semirretas com arreta

Pontos livrestrés vértices do trapézidBCD. Pontos semilivreso quarto vértice
do trapéziolnvariante geométricoo pontoM € o ponto médio do sgnentoLN.



3.2. NIVEL 2 41

\N \V e

A B
DemonstracdoPelo Teorema de Tales, temos @€/BM = AD/AM. Como
o0s triangulosACD e ALM sao semelhantes, concluimos que vale a igualdade

AD/AM = CD/LM. Agora, segue-se da semelhanca dos triangBic® e
BMN queBC/BM = CD/NM. Assim,

BC/BM = AD/AM CD/NM =CD/LM MN = LM,

isto €,M € o ponto médio do sgnentoLN. -

Invariante 2

Construa um quadradaBCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, cons-
trua sobre dadoBC um triangulo equilater® CE para fora e sobre lmdoCD

um tridngulo equilater€ DF para dentro do quadrado.

Pontos livres dois vértices consecutivos do quadrado (os outros dois sao fixos).
Pontos semilivresndo existem.Invariante geométricoos pontosA, F e E séo
colineares.

A% B

Demonstracdo Temos que=CE = 30° + 60° = 90° e CF = CE e, assim,
CFE = 45°. Observando o triangulo iséscela®F, ondeDA = DF, temos
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que ADF = 30°. Portanto,DFA = 75°. Dessa maneiraAFD + DFC +
CFE =75 +60° + 45° = 180°, ou seja, 0s ponto&, F e E sdocolineares. g

Invariante 3

Construa o quadraddBCD deladosAB, BC, CD e DA. Agora, desenhe um
triangulo equilatercABE para dentro do quadrado. Em seguida, construa, para
fora do triangulcABE, dois quadrados: o primeiréddERS, deladosAE, ER,

RS e SA, e 0 sequndoEBPQ, deladosBE, EQ, QP e PB. Por fim, trace
0 quadrilateraCQRD.

Pontos livres dois vértices consecutivos do primeiro quadrad®C D (os outros
dois séo fixos)Pontos semilivresndo existemlnvariante geométricoo quadri-

lateroCQRD é um trapézio isésceles.

R, . Q

A B

DemonstracaoPara demonstrar que o poligo@®@QRD é um trapézio isosceles,
devemos mostrar que osggeentosDR e CQ s&o congruentes e que ogs&ntos
RQ e DC séo paralelos.

Primeiro demonstraremos que ogsentoDR e CQ sio congruentes. Para isso,
mostraremos gue os trianguld® R e BCQ sdo congruentes. De fato: temos que
AD = BC (lados do quadraddBCD), AR = BQ (diagonais dos quadrados
congruenteAERS e EBP Q) e RAD = QBC = 15°. Assim, pelo caso LAL,
os triangulosADR e BCQ séo congruentes e, em particuiRR = CQ.

Agora, demonstraremos que ogsentosRQ e DC s&o paralelos. Note, inici-
almente, queER = EQ (lados dos quadrados congruenfeSRS e EBP Q).
ComoREQ = 360° — (90° +90° + 60°) = 120°, segue-se qUERQ = 30° (an-
gulo da base do tridngulo is6sceleRQ) e, portantoARQ = 45° + 30° = 75°.
ComoRAB = 45°+60° = 105°, temos quARQ+RAB = 75°+105° = 180°,

o0 que implica no paralelismo dosgeentoRQ e AB. ComoAB e CD sio para-
lelos (lados opostos do quadrad@CD), segue-se que osgeentosRQ e CD
sdo tambénparalelos. n
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Invariante 4

Construa um triangulo is6sceldsBC de baseAB. Em seguida, construa trés
tridngulos equilateroBCF, ACE e ABD para fora desse tridngulo. Por fim,
construa os ggmentosBE, AF eCD.

Pontos livres A e B. Ponto semilivre C. Invariante geométricoos sgmentos
AF, BE e CD s&o congruentes.

D

DemonstracdoOs triangulosAF B e ABE sao congruentes pelo caso LAL, pois
BF = BC = AC = AE, AB é comum eABF = CBA+ FBC = CBA +
60° = BAC + CAE = EAB. Em particularAF = BE. Considere agora 0s
tridngulosDBC e ABF. Temos queDB = AB (lados do tridngulo equilatero
ABD), BC = BF (lados do triangulo equilaterBCF) e DBC = DBA +
ABC = 60° + ABC = CBF + ABC = ABF. Portanto, pelo caso LAL,
os trianguloPDBC e ABF séo congruentes. Em particul&P = AF. Dessa
maneira, os sanentosAF, BE e CD sdocongruentes. -

3.3 Nivel 3

Invariante 1

Construa um trapézibBCD deladosAB, BC, CD e DA e ladosparalelosAB
e CD. Trace asliagonaisAC e BD e marque @ontoAC n BD = {E}. PorE,
trace a reta paralela aado AB. Essa reta intersectardadlo AD emF e olado
BC emG. Considere os ggnentosE e GE.

Pontos livres e semilivrestrés vértices do trapézibBCD, o quarto vértice é
semilivre.Invariante geométricoF E = GE.
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Demonstracédo Pelo critério LAL, os triangulo®\BD e FED séo semelhantes.
Dessa maneiraAB/FE = AD/FD = DB/DE = (DE + EB)/DE. Do
mesmo modo, os trianguldsB C e EGC sdo semelhantes e, portamddB/GE =
BC/CG = CA/CE = (AE + CE)/CE. Analogamente, os triangul@&sCD e
EAB também sdo semelhantes e, sendo assBy,CD = AE/CE = EB/DE.
ConsequentementéAE + CE)/CE = (DE + EB)/DE. Logo, AB/FE =
(DE+EB)/DE = (AE+CE)/CE = AB/GE . Mas, seéAB/FE = AB/GE,
entdoF E = GE. n

Invariante 2

Construa um paralelogram®BCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida,

sobre cada um de seus lados, construa para fora do paralelogramo os tridngulos
equilaterosABP, BCQ, CDR e DAS. Marque entéo os baricentrés F, G e

H dos trianguloABP, BCQ, CDR e DAS, respectivamente. Por fim, construa

o quadrilaterdeF GH.

Pontos livres trés vértices do paralelogranBCD (o quarto vértice é fixo).
Pontos semilivresndo existelnvariante geométricoo quadrilaterd&aF GH € um
paralelogramo.
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DemonstracdoComo os tridngulos equilateros construidos sobre os lados opostos
do paralelogram@®\BCD sé&o congruentes, temos gid1 = FB,GD = EB e

HDG =360°—a—GDC—-ADH =360"—a—EBA—-FBC =EBF; AH =
FC,AE =CGeHAE =HAD +3+BAE =BCF + 3 +DCG = FCG.
Dessa maneira, pelo caso LAHDG é congruente EBF e EAH é congruente
aFCG. Em particularGH = EF eEH = FG. Assim, como os lados opostos

do quadrilaterde F GH séo congruentes, ele é yraralelogramo. m

Invariante 3

Construa um paralelogran®BCD deladosAB, BC, CD e DA. Em cada um

de seus lados, construa quadrados para fora do paralelogramo. Marque, entéo, os
centrosk, F, G eH desses quadrados e, por fim, desenhe o quadrilgie@H .

Pontos livres trés vértices do paralelogranABCD (o0 quarto vértice é fixo).
Pontos semilivresndo existem.Invariante geométricoo quadrilatercEFGH é

um quadrado.

L

DemonstracdoSejamK e L pontos como na figura. Temos gdeBL + ABC =
360° — LBA — KBC = 360° —90° — 90° = 180° = BCD + ABC. Assim,
KBL = BCD. Além disso, comdBG = CG e BF = CH, segue-se que
os triangulosBF G e CGH séo congruentes (caso LAL). Em particulaicG =
GH eBGF = CGH. Dessa maneira,

HGF =BGF + HGB =CGH + HGB = CGB =90°.

Resumindo:FG = GH e HGF = 90°. Analogamente, podemos mostrar que
GH =HE eGHE =90°; HE = EF eHEF =90°eEF = FGeEFG =
90°. Sendo assim, o quadrilateEF GH é umquadrado. m
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Invariante 4

Construa o quadrilateraBCD deladosAB, BC, CD e DA. Trace suas respec-
tivas mediatrizesnag, Mec, Mcp € Mpa. Suponha quemag N Mgec = {E};
Mag N Map = {F}; Mcp N Map = {G} €eMcp N Mpc = {H} Construa
o quadrilaterdEF GH e trace sua diagon&H. Por fim, trace a diagon&D do
guadrilatercABCD.

Pontos livres os vértices do quadrilate®®BCD. Pontos semilivresndo existem.
Invariante geométricoas retas=H e BD s&o perpendiculares.

Demonstracdo SejaFH n BD = {P}. Os triangulosHDF e HBF s&o con-
gruentes, poi$¥D = FA = FB, HB = HC = HD eFH é um lado co-
mum. Em particular, o triangulDF B é isdsceles ®FP = PFB. Agora, pelo
critério LAL, os triangulosP FB e PFD sao congruentes. Consequentemente,
DP = BP, istoé, FP é mediana e, portanto, também altura do tridngulo is6sce-
lesDF B. Dessa maneirdP é perpendicular B8D. m

Invariante 5

Construa um triangul&BC. Sobre osado AB e AC, respectivamente, construa
tridngulos equilateros&ABF e ACD para fora do trianguldABC. Sobre olado
BC, por sua vez, construa o triangulo equilAt&G E para dentro do triangulo
ABC. Por fim, trace o quadrilateldDEF .

Pontos livres os vértices do triangul®BC. Pontos semilivres ndo existem.
Invariante geométricoo quadrilatercADEF é um paralelogramo.
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Demonstracdo Os triangulosABC e FBE sao congruentes. De fat®8C =
BE, pois o trianguloEBC é equilatero. Ocorre também g = F B, pois
o trianguloF BA é equilatero. Agora

EBF =60 — ABE = CBA.

Pelo critério LAL, os triangulo®\BC e F BE s&o congruentes. De maneira ana-
loga, demonstra-se que os triangulaBC e DEC também sado congruentes.
ComoFBE é congruente ABC e ABC é congruente ®EC, segue-se que
FBE é congruente ®EC. PortantoFB = ED e FE = DC. Mas os trian-
gulosFBA e DAC séo equilateros, logp A = FB e AD = DC. Concluimos
assim qué-A = ED eFE = AD. Portanto, o quadrilater&F ED é um parale-
logramo. -

Invariante 6

Construa um triangul&BC. Sobre olado BC, construa para fora do triangulo
desse tridangulo o quadra@®CP Q comladosBC, CP, PQ e QB. Agora, sobre
oladoAC desse triangulo, construa para fora do triangulo o quadda2idS com
ladosAC, CR, RS e SA. Determine os centrdd e E dos quadradoBCPQ e
ACRS, respectivamente, e, entdo, marque o ponto mgtiao ladoAB. Por fim,
construa o triangul®EM.

Pontos livres os vértices do trianguldABC. Pontos semilivresndo existem.
Invariante geométricoo trianguloDEM é retangulo e isésceles, istoEEIM D =
90° eEM = DM.
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Demonstracdo SejamX o ponto médio do ggnentoAC e Y o ponto médio
do sgmentoBC. NotequeY M e MX sdo bases médias do trianguBC A
com relacdo aotadosCA e BC, respectivamente. Assin, M = CA/2 e
MX = BC/2. ComoCX = CA/2eYC = BC/2, concluimos qu&CX =
YM eMX =YC. Em particular, o quadrilater@ XMY ¢é um paralelogramo,
EX=YMeMX =DY. Agora, EXM = EXA + AXM =90° + XCY =
90°+MYB =BYD + MY B = MY D. Dessa maneira, pelo critério LAL, 0s
triangulosXEM e Y MD sé&o congruentes. Em particul&@M = DM. Resta
mostrar queDME = 90°. Sejama = XME, = YMX ey = DMY. Ob-
serve qUOME = a+p+y. Agora, EXM +MXC+CXE = 360", EXM =
180° —MEX —XME =180°—a—y,MXC =180°—YMX =180 —f3
e CXE = 90°. Assim,(180° — a —vy) + (180° — ) + 90° = 360°. Logo,
DME =a+p+y =090". -

Invariante 7

Construa um quadrilaterdBCD deladosAB, BC, CD e DA. Sobre seus la-

dos construa, para fora do quadrilatero, quatro quadrados. Marque 0s respectivos
centrosE, F, G e H desses quadrados. Por fim, trace agrsentosEG e FH.

Pontos livres os vértices do quadrilate®®BCD. Pontos semilivresndo existem.

Invariante geométricoAs retasEG e FH sao perpendiculares e, tambdeG =
FH.
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DemonstracdoSejaM o ponto médio da diagon&8D do quadrilatero. Pelo In-
variante Geométrico anterior, temgseGM e FM s&o congruentes e perpendi-
culares. O mesmo acontecenHM e EM. Sendo assim, os triangulesMH e
EM G sdo congruentes e , em particuB = FH. SejaFHnEG = {N}. Para

o quadrilateraANGMH, temos queHN G+NGM +90°+FME+90°+MHF =
360° e, para o triangul& MH, vale gueNFM + FME +90° + MHF = 180°.
Subtraindo-se essas igualdades e levando-se em conkh@Me = NF M, con-
cluimos queHN G = 90°. m

3.4 Nivel4

Invariante 1

Construa um retanguldBCD e marque um ponti& no interior do retangulo. Em
seguida, trace os gmentoBE e CE. Por fim, construa os angul&BA, DCE
eBEC.

Pontos semilivre® pontos livres dois vértices adjacentes do retang@lBCD
sao livres, um vértice restante é semilivre e o outro € fixo; o pEnéosemilivre.



50 CAPITULO 3. GEOMETRIA 2D: CONJECTURAS E DEMONSTRACOES

Invariante geométricoBEC=EBA+ ECD.

Demonstracdo Trace porE uma reta paralela aldo AB. Sejal o ponto
de intersecdo dessa reta comlado BC. O angulosDCE e CEL s&o con-
gruentes, pois sdo angulos alternos internos com relacéo as retas patalelas
e CD. Os angulosABE e BEL, por sua vez, também sdo congruentes, pois
sdo angulos alternos internos com relacéo as retas parETéJafsA_B’. Logo:
BEC =CEL +BEL =DCE + ABE. m

Invariante 2

Construa o paralelogram®BCD deladosAB, BC, CD eDA. Trace adiagonal
AC e marque um pont& nessa diagonal. Construa, [y a reta paralela a@ado
AB e, entdo, marque os pontos de interse@aml dessa reta com dadosAD e
BC, respectivamente. Analogamente, trace, Bpn reta paralela a@do AD e,
entdo, margue os pontos de interseefie F dessa reta com dadosAB e CD,
respectivamente. Por fim, desenhe os paralelogr&&isD e HBIE.

Pontos semilivrese pontos livres dois vértices adjacentes do paralelogramo
ABCD sao livres, um é semilivre e 0 que restou é fiavariante geométrico

os paralelogramoSEF D e HBIE possuem a mesma area.

D F/ oC

o/ M
277
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DemonstracdoComoABCD ¢é um paralelogramo, temos que os triangéaD

e ACB sao congruentes (LLL) e, sendo assim, suas areas sdo igdal®) =
(ACB)®, Do mesmo modo, comAHEG é um paralelogramo, segue-se que
os triangulosAEG e AEH séao congruentes (LLL) e, dessa mane{fREG) =
(AEH). Analogamente, com&ICF € um paralelogramdECF) = (ECI).
Agora,

(ACD) = (ACB)
(AEG) + (ECF) + (GEFD) = (AEH) + (ECI) + (HBIE).

Mas(AEG) = (AEH) e (ECF) = (ECI). Portanto, concluimos g&EF D)
éigual a(HBIE), isto é, os paralelogram@EF D e HBIE possuem a mesma
area. -

Invariante 3

Construa um paralelogran&B C D deladosAB, BC, CD eDA. No seu interior,
marque um pont&. Considere agora os trianguléE eBCE.

Pontos semilivres pontos livres dois vértices adjacentes do paralelogradhC D
sdo livres, um é semilivre e 0 que restou é fixo; o pdahté semilivre.Invariante

geométrico a area do trianguldADE somada com a area do triangCE é

igual a metade da area do paralelograhi®CD.

Demonstracéo Trace uma reta pde perpendicular aokdosAB e CD do pa-
ralelogramo. SejarH e L os pontos de interse¢do dessa reta perpendicular com

as retasAB e CD. Temos entdo qUABE) + (CDE) = ABHE 4 CDEL —
ABHE + ABEL = AB-(HETEL) — ABHL — (ABCD) Note também que, em par-

ticular, a area do trlanguIADE somada com a area do triangB& E também é
igual a metade da area do paralelograki®CD. n

Bseguindo Coxeter & Greitzer (1967), a notag@aVs - - - V) indicara a area do poligono
V1Vz - -+ Vn. Assim, por exemplo(ABC) representara a area do triangdeC.
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Invariante 4

Construa um trapézidBCD deladosAB, BC, CD e DA, com AB paralelo
aCD. Trace as diagonais desse trapézio e marque o fa®intersecio dessas
diagonais. Construa agora os triangukiSE e BCE.

Pontos livres e semilivregrés dos quatro vértices do trapeéA@CD séo livres,
0 vértice restante é semilivrévariante geométricoos triangulosADE e BCE
possuem a mesma area.

Demonstracao Temos qu€§ ADB) = (ADE) + (ABE) e, também(ACB) =
(BCE) + (ABE). Mas os triangulosADB e ACB possuem a mesma area,
pois possuem uma mesma b#d#) e uma mesma alturd.C = HD). As-
sim,(ADB) = (ACB) (ADE)+(ABE)=(BCE)+(ABE) (ADE)=
(BCE). -

Invariante 5

Construa um paralelogran®eBCD deladosAB, BC, CD eDA, comAD para-

leloaBC. Trace adiagonaBD. Pelo vérticeB, desenhe uma retgperpendicular
adiagonalBD. Pelos vérticed\ e C, trace retas perpendiculares a retque in-

tersectardo essa reta, respectivamente, nos p&néds. Construa os ggnentos
AE eCF.

Pontos semiliviese pontos livres dois vértices adjacentes do paralelogramo
ABCD sao livres, um é semilivre e 0 que restou é fixo; o pdaté semilivre.
Invariante geométricoAE + CF = BD.
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DemonstracdoConsidere os ggnentosCH e Al perpendiculareaBD. SejaM
aintersecdo dagiagonaisAC e BD. Os triangulos€BA e | AB sdo congruentes.

Os triangulos retanguloBM 1 e CMH também s&o congruentes, péid1 =

MC, MAI = MCH eAMI = CMH, logo,EB = Al = CH. Os tridngulos
retdngulosAEB e DHC possuem hipotenusas e um dos catetos congruentes, logo
sdo também congruentes, portarittDp = AE, CF = HB e AE + CF =

HD +HB = BD. -

Invariante 6

Construa um triangulo isésceldsBC de baseAB. Marque o pontdH, pé da
altura relativa adadoBC. Em seguida, marque um ponf» nabaseAB e, por
D, trace retas perpendiculares dadosAC e BC. SejamE e F os pontos de
intersecdo dessas retas perpendiculares com as¥6ta3C, respectivamente.
Pontos livres A e B. Pontos semilivresC e D. Invariante geométricoDF +
DE = AH.

C

A D B

Demonstracdo Como o trianguloABC €, por hipdtese, isésceles HaseAB,
segue-se qUBAC = ABC. Agora, por construcdo, os angulé&D, DFB
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e AHB sdao retos e, dessa maneira, os triangid®F, ADE e ABH séo se-
melhantes (AA). Sendo assilmF/AH = BD/BA e DE/AH = AD/BA.
Portanto,

DF+DE _DF DE _BD  AD _BD+AD _BA

= + = + — ——— — =1,
AH AH AH BA BA BA BA
e, consequentemen®fF + DE = AH. u
Invariante 7

Construa um retanguldaBCD deladosAB, BC, CD e DA. Em seguida, trace
suasdiagonaisAC e BD. SejaH o pé da perpendicular baixada do vértaté
adiagonalBD. Agora, noladoAB, marque um pont&. SejamF e G os pés das
perpendiculares baixadas do poR@té agliagonaisAC e BD, respectivamente.
Por fim, trace os ggmentosAH, EF eEG.

Pontos livres e semilivreslois vértices adjacentes do retangalB CD sao livres,
um vértice restante é semilivre e o outro é fixo; o pdaté semilivre.Invariante
geométricoEF + EG = AH.

D C

A E B

Demonstracdo Como o poligoncABCD € um retangulo, temos qUeAF =
EBG = HBA. Segue-se dai que os trianguldEF, EBG e AHB séao se-
melhantes, pois eles sdo retangulos. Lodg/AB = EF/AH e BE/AB =
EG/AH. Portanto,

EF+EG _EF _EG _AE _BE _AE+BE _AB _

AH ~ AH AH AB AB  AB _E_l’
e, consequentementeF + EG = AH. m
Invariante 8

Construa um quadrilaterdABCD simples (isto ¢ ABCD é tal que os Unicos
pontos que pertencem a duas arestas sdo 0s seus vértices). Em seguida, marque
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os pontos médiok, F, G e H dosladosAB, BC, CD e DA, respectivamente.
Construa entdo o quadrilateled- GH.

Pontos livres 0s pontosA, B, C e D. Pontos semilivresndo existemlnvariante
geométricoa area do quadrilatefieF GH ¢é igual a metade da area do quadrilatero
ABCD.

DemonstracaoJa sabemos pelo Invariante 1 do Nivel 1 que o quadril&&GH

€ um paralelogramo. Suponha que o quadrilafeBCD seja convexo. Quando
construimos a base média de um tridngulo, ele fica decomposto em um trapézio
e um tridngulo que possui area igual a quarta parte da area do triangulo original.
Aplicando essa propriedade a nhossa construcéo, temos que

(EFGH) = (ABCD) — (AEH) — (BEF) — (CFG) — (DGH)
(ABD) _(ABC) _(CBD) _(ACD)

= (ABCD) —

4 4 4 4
— (ABCD)— (ABD) + (CBD) _ (ABC) + (ACD)
4 4
B _ (ABCD) _ (ABCD) (ABCD)
= (ABCD) . . = —

Isso encerra 0 caso em que o quadrila®BCD é convexo. Suponha agora que
ABCD seja um quadrilatero ndo convexo simples.
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D

A

Para esse caso, temos que
(EFGH) = (ABCD) — (AEH) — (FCG) — (DGH) + (EBF).
Mas (AEH) = (ABD)/4, (FCG) = (BCD)/4, (DGH) = (ACD)/4 e
(EBF) = (ABC)/4. Logo,
(ABD) _ (BCD) _ (ACD) _ (ABC)

(EFGH) = (ABCD) — ~—, ; : :
— (ABCD) — ABD) : (BCD) _ (ACD) - (ABC)

0 que estabelece o resultado para o caso de poligonos ndo cosvepgles. g



Capitulo 4

Geometria 3D: Atividades

Atividade 1

Em Geometria Plana, o Teorema de Varignon afirma que os pontos médios de um
guadrilatero qualquesempreformam um paralelogramo. O Teorema de Varignon
continua valendo se os vértices do “quadrilatero” ndo estiverem em um mesmo
plano? Implemente a construcdo no GeoGebra 3D e investigue!

T .l 98%H 19:52

o =

Mais especificamente:

(1) No GeoGebra 3D, construa quatro pordgsB, C e D (certifique-se que, ao
fazé-lo, os pontos nédo estejam todos em um mesmo plano).

(2) Construa os ggnentosAB, BC, CD eDA.

(3) Construa os pontos médids Y, Z eW dos sgmentosAB, BC, CD e DA,
respectivamente.

(4) Construa os ggnentosXY ,YZ,ZW eWX.

Mova entdo os pontos livre&, B, C e D e estude se, de fato, o quadrilatero
XY ZW ¢é um paralelogramo ou nédo, independentemente das posi¢des dos pontos

57
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A, B, C eD. Caso nao seja, especifique um contraexemplo. Caso seja, apresente
uma demonstracao.

Atividade 2

Dados dois pontos distintos no espaco, construaatraedro regular de modo
que uma de suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Atividade 3

Dados dois pontos distintos no espaco, construecubm de modo que uma de
suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Atividade 4

(Problema das Retas Reversas Dadas duas retas no plano, ou elas se intercep-

tam ou elas séo paralelas. J4, no espaco, elas podem ser paralelas, se interceptarem
ou ainda serem reversas, isto é, elas ndo estdo contidas em um mesmo plano. Da-
das duas retas revergase r,, construa no GeoGebra 3D dois plamase 1, tais

guem; é paralelo ar,, M1 contém a retai; e, contém a retat,.

Atividade 5

(Problema das Retas Reversas Zjonsidere 3 retas quaisquer duas a duas rever-
sas. Sera que existe uma quarta rgtque intercepte simultaneamente as retas

r, ersz? Faca uma investigacdo com o GeoGebra 3D. Os passos seguintes podem
Ihe ajudar.

Passo 1. No GeoGebra 3D, construa trés retas reversgse rs.

Passo 2. Construa um plang que contenhay e que intercepte a reta em um
pontoP.

Passo 3. Construa o plang determinado pelo ponte e a retars.
Passo 4. Construa o porffbde interse¢éo de, e r1 no pontoQ.

Passo 5. Por fim, construa a rét.

Atividade 6

(Problemas de Inscricao)

(a) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramw@epara construi-lo rapidamente),
construa um octaedro regular que Ihe seja inscrito.
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(b) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramnfﬁjapara construi-lo rapidamente),
construa um tetraedro regular que Ihe seja inscrito.

(c) Dado um tetraedro regular (vocé pode usar a ferran{>-tpara construi-lo
rapidamente), construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.

Atividade 7

(Lugares Geomeétricos)implemente cada um dos lugares geométricos descrito
a seguir no GeoGebra 3D! Observacéo: para o Ifg)no comando que habi-
lita/desabilita o rastro de um ponto pode ser Uutil:

SetTracekNome do Ponte, < true| false>].

(a) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois pontos
distintos dados? E no espaco?

(b) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a trés pontos ndo
colineares dados? E no espaco?

(c) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a quatro pontos nao copla-
nares dados?

(d) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto
fora do plano?

Atividade 8

(Commandino) Em Geometria Plana, as medianas (as retas que ligam os vértices
aos pontos médios dos lados opostos) de um tridngulo sdo sempre concorrentes.
Seré que o resultado pode ser generalizado para tetraedros no espago? Mais preci-
samente, dado um tetraedro qualquer, sera que as retas que ligam seus vértices aos
baricentros das faces opostas sdo sempre concorrentes? Implemente a construcdo
no GeoGebra 3D e investigue!

Dica: para construir, por exemplo, o centro da f&d&C do tetraedro, use o co-
mando CentroDoTriangulo(A, B, C, 2) na Janela de Algebra.

Atividade 9

Em Geometria Plana, as alturas de um triang@mpresdo concorrentes em um
ponto (o ortocentro do tridngulo). E as alturas de um tetraedro? Sempre se encon-
tram em um mesmo ponto? Investigue com o GeoGebra 3D!
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Atividade 10

Dado um tetraedro qualquer, construa no GeoGebra 3D sua esfera circunscrita.

Atividade 11

(Projecéo EstereograficalJse o GeoGebra 3D para ilustrar a projecao estereogra-
fica. Qual é a imagem, pela projecéo estereografica, de circulos desenhados sobre
a esfera?

@ 7 .l 50%k 15:04
Q

Atividade 12

(Hiperboloide Eliptico de Revolucao de Uma Folha)mplemente no GeoGe-
bra 3D uma construcéo que ilustra o fato de o hiperboloide de uma folha ser uma
superficie regrada.

© T .l 66%id 15:55
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Capitulo 5

Geometria 3D: Solucoes

Atividade 1

Em Geometria Plana, o Teorema de Varignon afirma que os pontos médios de um
guadrilatero qualquesempreformam um paralelogramo. O Teorema de Varignon
continua valendo se os vértices do “quadrilatero” ndo estiverem em um mesmo
plano? Implemente a construcdo no GeoGebra 3D e investigue!

T .l 98%H 19:52

o =

Mais especificamente:

(1) No GeoGebra 3D, construa quatro pordgsB, C e D (certifique-se de que,
ao fazé-lo, os pontos nédo estejam todos em um mesmo plano).

(2) Construa os ggnentosAB, BC, CD eDA.

(3) Construa os pontos médids Y, Z eW dos sgmentosAB, BC, CD e DA,
respectivamente.

(4) Construa os ggnentosXY ,YZ,ZW eWX.

Mova entdo os pontos livre&, B, C e D e estude se, de fato, o quadrilatero
XY ZW ¢é um paralelogramo ou nédo, independentemente das posi¢des dos pontos
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A, B, C eD. Caso nao seja, especifique um contraexemplo. Caso seja, apresente
uma demonstracao.

Solugdo Note que o sgmentoXY ¢é base média do triangulaBC e, sendo
assim, XY é paraleloa AC. Uma vezqueW Z é base média do triangusDC,
segue-seue WZ ¢é paraleloa AC. ConsequentementXY é paraleloa WZ.

Com o mesmo raciocinio, temogsie XW ¢é paralelcaZY . Um quadrilatero que
possui 0s lados opostos paralelos é um paralelogramo. Pord@MtaW é, de

fato, um paralelogramo.

Atividade 2

Dados dois pontos distintos no espago, construaatraedro regular de modo

gque uma de suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Solucéo A construcao € analoga a construgéo no plano de um triangulo equilatero
dados dois de seus vértices.

Passo 1. Construa dois pontos livees B e, em seguida, trace o segmentoeta
AB.

Passo 2. Construir a esfefacom centro enB e raioAB e, em seguida, construa
a esferaB com centro enA e raioAB.

Passo 3. Com a ferramenta de interse¢ao de duas superficies, construa €circulo
de intersecédo entrA e B.

Passo 4. Marque um ponto semiliv€esobre o circul®.
Passo 5. Construa entdo uma esfereom centro enC e raioCB e, em seguida,
construa uma esfefacom centro enB e raioCB.




63

Passo 6. Construa o circuode intersecéo das esfelas E e, em seguida, mar-
que os pontos fixo® e E, inte@;ﬁidﬁcirﬂlﬁsﬂ.
Passo 7. Por fim, construa ogseentosEB, CB, AE, EC e AC.

Atividade 3

Dados dois pontos distintos no espaco, construaubo de modo que uma de
suas arestas tenha, como extremidades, esses dois pontos.

Solucdo Os passos da construcdo dos demais vértices do cubo estdo descritos a
seguir. Basta, depois, construir suas arestas e faces.

Passo 1. Marque dois pontos livide B e, em seguida, trace o segmentaeta
AB.

Passo 2. Construa entdo o plaAopassando poB perpendiculara AB e, na
sequéncia, construa a esf&gassando poA e com centro enB.

Passo 3. Construa o circulpintersecdo do pland com a esfer® e, em seguida,
marque um pont€& sobre o circul® e construa o ggnentoBC.

Passo 4. Construa o plambpassando poA e perpendicular ao gemmentoAB e,
entdo, construa o plaribpassando pelos pontds B eC.
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Passo 5. Construa a rdteque é a intersecao dos plarids E, e construa a reta

i, que passa pelo pon e é paralela ao geentoAB. Marque entdo
o pontoD de intersecéo das retas h.

respectivamente, pelos pontésB, A eD.

\

Passo 6. Construa as retpsk, | e m perpendiculares ao plario e passando,

Passo 7. Marque os pontos de interse€d®F do circuloC com a retk e, em
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seguida, construa a retapassando poE e paralela ao ggnentoBC.
Marque entédo o pontG de intersecdo de ej.

Passo 8. Construa as refas g paralaleas a retae passando, respectivamente,
pelos pontoss e E.

Passo 9. Marque o ponto de interset&tas retag el e o ponto de interse¢cdb
da retgp com o plandD.

Atividade 4

(Problema das Retas Reversas Dadas duas retas no plano, ou elas se intercep-

tam ou elas sao paralelas. Ja, no espaco, elas podem ser paralelas, se interceptarem
ou ainda serem reversas, isto é, elas ndo estdo contidas em um mesmo plano. Da-
das duas retas revergase ry, construa no GeoGebra 3D dois plamgse 1, tais

guet é paralelo artp, 11 contém a reta; e T, contém a reta,.

Solucao Os passos da construcéo estdo descritos a seguir.

Passo 1. Construa duas retas revefdase CD.
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Passo 2. Construa, entdo, a rhtpassando po€ e paralela a reté\B e, em
seguida, trace a refa= AC.

Passo 3. Construa a rgtgpassando pdB e paralela a reta

Passo 4. Marcar o ponto de interse¢aala retah com a retaj e, em seguida,
construa o plan@\ passando pot, D eF.
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Passo 5. Por fim, construa o plaBgassando poA e paralelo ao plané.

Atividade 5

(Problema das Retas Reversas ZJonsidere 3 retas quaisquer duas a duas rever-
sas. Sera que existe uma quarta rgtque intercepte simultaneamente as retas

r ers? Faca uma investigacdo com o GeoGebra 3D. Os passos seguintes podem
Ihe ajudar.

Passo 1. No GeoGebra 3D, construa trés retas reversgse rs.

Passo 2. Construa um plang que contenha; e que intercepte a reta em um
pontoP.

Passo 3. Construa o plang determinado pelo ponte e a retars.
Passo 4. Construa o porffbde intersecéo de, e r; no pontoQ.

Passo 5. Por fim, construa a ré&t@.

ObservacaoDe fato, a construcdo apresentada permite construir infinitasrietas

gue interceptam simultaneamente as retas; e r3. O lugar geométrico dessas

retas € um hiperboloide eliptico de uma folha se as trés retas ndo sdo todas paralelas
a um mesmo plano, e um hiperboloide parabdlico caso contrario (conforme Hilbert

& Cohn-Vossen (1990) e Viro & Viro (2006)).
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Atividade 6

(Problemas de Inscri¢éo)

(a) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramwtﬁiq)ara construi-lo rapidamente),
construa um octaedro regular que Ihe seja inscrito.

(b) Dado um cubo (vocé pode usar a ferramﬁjapara construi-lo rapidamente),
construa um tetraedro regular que lhe seja inscrito.

(c) Dado um tetraedro regular (vocé pode usar a ferran@-tpara construi-lo
rapidamente), construa um octaedro regular que lhe seja inscrito.

Solucéo

(a) Para construir um octaedro regular inscrito em um cubo, basta tomar os cen-
tros das faces do cubo como vértices do octaedro regular, conforme na figura
a seguir.

25

(b) Para construir um tetraedro regular inscrito em um cubo, basta tomar as dia-
gonais das faces do cubo como arestas do tetraedro regular, conforme figura
a seqguir.
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(c) Para construir um octaedro regular inscrito em um tetraedro regular, basta to-
mar os pontos médios das arestas do tetraedro regular como vértices do octae-
dro regular, conforme figura a seguir.

Atividade 7

(Lugares Geométricos)iImplemente cada um dos lugares geométricos descrito
a seguir no GeoGebra 3D! Observacéo: para o Ifg)no comando que habi-
lita/desabilita o rastro de um ponto pode ser Util:

SetTracekNome do Ponte, < true| false>].

(a) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois pontos
distintos dados? E no espaco?

(b) No plano, qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a trés pontos nao
colineares dados? E no espago?

(c) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a quatro pontos nédo copla-
nares dados?

(d) Qual é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto
fora do plano?
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Solucéo

(a) Dados dois pontos distintds e B no plano, o lugar geométrico dos pontos
equidistantes & e B é o segmento de reta que é perpendicular gmseto
AB e passa pelo ponto médie AB (a mediatriz do sgmentoAB). No
espaco, esse lugar geométrico € o plano que é perpendiculagraerseAB
e passa pelo ponto médie AB (o plano mediador do genentoAB).

(b) Dados trés pontos nao colineatesB e C no plano, o lugar geométrico dos
pontos equidistantes A, B e C é o circuncentro do trianguldBC. No
espaco, esse lugar geométrico é a reta perpendicular ao plano que contém o
trianguloABC e que passa pelo circuncentro desse triangulo.

(c) No espaco, dados quatro pontos néo colineArds, C e D ndo coplanares, 0
lugar geométrico dos pontos equidistantes, &8, C e D é o circuncentro do
tetraedroABCD.

(d) O lugar geométrico dos pontos equidistantes a um plano e a um ponto fora do
plano € um paraboloide.

Atividade 8

(Commandino) Em Geometria Plana, as medianas (as retas que ligam os vértices
aos pontos médios dos lados opostos) de um tridngulo sdo sempre concorrentes.
Seré que o resultado pode ser generalizado para tetraedros no espago? Mais preci-
samente, dado um tetraedro qualquer, sera que as retas que ligam seus vértices aos
baricentros das faces opostas sdo sempre concorrentes? Implemente a construcao
no GeoGebra 3D e investigue!

Dica: para construir, por exemplo, o centro da fAd®C do tetraedro, use o co-
mando CentroDoTriangulo[A, B, C, 2] na Janela de Algebra.

Observacao Sim, as retas que ligam os vértices de um tetraedro aos baricentros
das faces opostas sdo sempre concorrentes. Esse resultado € conhecido como Te-
orema de Comandino em homenagem ao matematico italiano Federico Comman-
dino (1509-1575), que o publicou na sua ob&Centro Gravitates Solidoru®

Centro de Gravidade dos Sdélidos). Uma demonstracdo do Teorema de Comandino
pode ser encontrada em Sharygin (1986).
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Atividade 9

Em Geometria Plana, as alturas de um triang@impresdo concorrentes em um
ponto (o ortocentro do triangulo). E as alturas de um tetraedro? Sempre se encon-
tram em um mesmo ponto? Investigue com o GeoGebra 3D!

Solucéo As alturas de um tetraedreem semprgdo concorrentes. Tente determi-
nar um exemplo onde isso ocorre a partir da sua construcdo no GeoGebra 3D.

Atividade 10

Dado um tetraedro qualquer, construa no GeoGebra 3D sua esfera circunscrita.
ObservacaoBasta seguir 0s passos apresentados na Solucédo da Atividade 7.

Atividade 11

(Projecédo Estereografica)lJse o GeoGebra 3D para ilustrar a projecao estereogra-
fica. Qual é a imagem, pela projecdo estereografica, de circulos desenhados sobre
a esfera?

ObservacaoVocé podera encontrar a construcéo neste endereco:
< >,

Atividade 12

(Hiperboloide Eliptico de Revolu¢cdo de Uma Folha)mplemente no GeoGe-
bra 3D uma construcéo que ilustra o fato de o hiperboloide de uma folha ser uma
superficie regrada.












