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Prefacio I xiii

O Departamento de Matematica da Universidade Federal de Minas Gerais - UFMG tem atuado, por
meio de diversos projetos de extensdo, junto a professores e alunos dos ensinos Fundamental e Médio
com o objetivo de contribuir para a popularizacdo do conhecimento mateméatico e com a melhoria do
ensino e aprendizagem da Matematica.

Nesse contexto, o Museu da Matematica UFMG foi criado, em 2018, para promover a Matematica
atraveés de atividades ludicas que estimulem o interesse dos visitantes, especialmente dos professores,
levando-0s a uma re exao sobre as propostas que passem uma visdo positiva do ensino e aprendizagem
da Matematica e objetivando difundir a Mateméatica Recreativa enquanto ferramenta didatica.

Este trabalho é resultado do minicursoMuseu da Matemética UFMG: Divertimentos Geométricos
ministrado no 5° Simpésio Nacional da Formacdo do Professor de Matematicem 2022, na Univer-
sidade Federal de Santa Maria (UFSM). Nele sdo apresentadas algumas das atividades desenvolvidas
nesse minicurso e objetos matematicos tangiveis e visualmente atraentes e que podem ser usados por
professores dos ensinos Fundamental e Médio para desenvolver diversos conceitos geométricos em dife-
rentes niveis escolares. Cada uma das atividades combina Matematica e arte com o objetivo de estimular
o0 interesse dos estudantes e facilitar, por exemplo, o estudo de padrdes e simetria, o raciocinio espacial
e a resolucéo de problemas, proporcionando assim a possibilidade de experimentar diversos recursos
promotores de uma viséo positiva do ensino-aprendizagem da Geometria.

Consideramos que atividades vistas a partir de uma perspectiva lidica contribuem e cientemente
para a disseminacdo do conhecimento matematico.

Belo Horizonte, setembro de 2023.

Carmen Rosa Giraldo
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Capitulo 1

Sélidos Platonicos

Que nao entre quem néo saiba geometri&latao



29 Capitulo 1. Sélidos Platénicos

Os solidos perfeitos, também conhecidos como Sdélidos Platbnicos, sdo corpos convexos tais que
todas as faces sao poligonos regulares congruentes e sobre cada vértice incidem a mesma quantidade
de poligonos. Eles tém uma beleza simétrica que fascinou muitas pessoas ao longo do tempo. Alguns
poliedros regulares ja eram conhecidos pelos antigos egipcios, que 0os usavam em sua arquitetura.

Os antigos gregos estudaram esse tipo de guras exaustivamente. Acredita-se que Pitagoras ja
conhecesse algumas delas, mas Teeteto foi o primeiro que deu uma descricdo matematica e mostrou
gue somente podem existir 5 poliedros com essas caracteristicas. Platdo escreveu sobre eles no dialogo
Timeu em 360 a.C., no qual associou quatro deles aos quatro elementos terra, ar, agua e fogo. Ja Platdo
deu ao quinto poliedro, o dodecaedro, uma interpretagdo de organizador das constelagdes do céu. Por
sua vez, Aristételes interpretou como um quinto elemento o éter, e postulou que os céus eram feitos
desses elementos.

1.1 Por que somente 5 Sélidos Perfeitos?

Existe uma in nidade de formas de se desenhar um poligono regular (e convexo) no plano. De
fato, para cada nimero de lados existe um poligono regular convexo correspondente. Por outro lado, se
guisermos construir um poliedro regular no espaco, as possibilidades diminuem drasticamente.

Um poliedro regular é um sdélido limitado por faces planas (poligonos regulares). Além disso, um
poliedro é chamado de convexo quando cada um dos planos que contém uma face deixa todo o sélido
do mesmo lado.

Uma das primeiras guras que pensamos quando falamos de um solido € um cubo. Isso talvez se
deva as caracteristicas interessantes que vemos nele, das quais podemos listar trés:

1. Todas as faces sdo quadrados.
2. Cada um de seus vértices toca exatamente 3 quadrados.
3. O cubo é um poliedro convexo.

Surge entdo uma pergunta natural: Quais outros sélidos tém essas mesmas caracteristicas?, ou seja,
guais outros poliedros cumprem que:

1. Todas as faces sejam poligonos regulares.
2. Em cada um de seus vértices coincidam exatamente a mesma quantidade de poligonos.
3. O sdlido seja convexo.

A seguir daremos uma explicacdo matematica e elementar de que existem apenas 5 sélidos perfeitos,
também chamados de soélidos platénicos.
Observemos primeiramente que:

cada vértice deve tocar trés ou mais guras, pois com apenas duas, elas estariam no mesmo plano,
assim ndo formariam um vértice real da gura.

a soma dos angulos das guras que tocam um vértice tem que ser menor do (g0 . Pois caso
a soma dos angulos seja maior, a gura deixa de ser convexa.
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Com isso, chegamos as seguintes conclusées:

1. Caso as faces do sélido sejam tridngulos equilateros, entdo sobre cada vértice do poliedro pode
tocar 3, 4 ou 5 tridngulos, pois os angulos internos do triangulo medeBD e a soma dos angulos
das guras em um vértice tem que ser menor quéGd. (Note que com 6 tridngulos equilateros
teremos uma gura plana).

2. Caso as faces sejam quadrados, entdo o nimero de poligonos incidindo sobre um vértice teria que
ser 3, uma vez que os angulos internos do quadrado medé&f : (Note que 4 quadrados também
formam uma gura plana).

3. Caso as faces sejam pentagonos regulares, entdo o nimero de poligonos tocando um vértice teria
gue ser 3, uma vez que os angulos internos do pentagono med&68 :

4. Como o hexagono regular tem angulos de20 e3 120 360 entdo é impossivel usar 3 ou mais
deles em um vértice, pois nesse caso a soma dos angulos dos poligonos seria maior ou @&l a
impossibilitando que o soélido seja convexo.

As condi¢des anteriores limitam quais dos poligonos, podem ser usados para construir poliedros
regulares, podendo ser apenas triangulos equilateros, quadrados e pentdgonos regulares. Agora surge
entdo outra pergunta: quantos poliedros se podem formar com cada uma dessas guras?

Podemos responder essa pergunta usando uma bela férmula que relaciona o nimero de vértices,
arestas e faces de um poliedro convexo, conhecida como a Férmula de Euler .

Leonhard Paul Euler naceu em Basel, Suica em 1707 e morreu em Sao Petersburgo, Império Russo
em 1783. Foi 0 mateméatico mais prominente do século 18 e um dos maiores de toda a histéria.

Ele viveu em S&o Petersburgo (Russia) e em Berlim (Prdssia) durante a maior parte de sua vida
adulta, e fez importantes contribuic6es a diversas areas da Matematica, entre elas, Teoria dos NUmeros,
Geometria, Célculo, Algebra e Probabilidade. Euler também teve relevantes trabalhos nos campos da
Mecanica, Otica e Astronomia. Foi responsavel pelo nascimento da Teoria de Grafos, resolvendo o
problema das sete pontes de Kénigsberg, e deixou sua marca na Matematica Recreativa.

Euler é considerado uma das pessoas com maior niumero de trabalhos e artigos em diversas areas
do conhecimento, comparavel apenas a Gauss. Ele publicou uma média de 800 paginas de artigos por
ano no periodo de 1727 a 1783, e grande parte de sua obra era inédita. A producdo de Euler ndo sé
trouxe uma Matemética nova, como também muita da nomenclatura moderna. O famoso foi uma das
notacdes introduzidas e popularizadas por Euler.
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De volta aos solidos convexos, Euler descobriu, em 1750, que para esse tipo de sdlidos a seguinte
relacdo é sempre verdadeira:

[

Formula de Euler )

Dado um poliedro, ndo necessariamente regular, mas sem buracos, se denotamos\par nimero
de vértices,A 0 nimero de arestas & o numero de faces do poliedro, entdo esses trés numergs
estdo relacionados pela férmula

\_ vV F A 2 )

Essa formula também vale para qualquemapa plang isto €, nas quais as fronteiras ndo se cruzam
em nenhum ponto além dos vértices.
Consideremos por exemplo o seguinte mapa

298
9

\\

Nele o nimero de arestas & 9, o nimero de vértices &/ 6, e eles dividem todo o plano em
cinco regides (contando a parte externa); dessa fornrfla 5. AssimtemosqueV F A 6 5 9 2
satisfazendo entdo a Férmula de Euler. Nesse caso o mapa do exemplo esta formado por, trés triangulos,
um quadrilatero, e a outra exterior € o complemento de um pentagono (que chamaremos simplesmente
de pentagono).

Consideremos agora 0 mapa da Figura 1 e observemos que novamente a Férmula de Euler é valida.

Figura 1: Grafo plano

De fato, esse mapa tem 15 arestas, 11 vértices e 6 faces (2 tridngulos, 1 pentagono, 2 hexagonos e a
regido externa), eassinv F A 11 6 15 2
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Para pensar

1. E possivel construir um mapa plano, que seja formado por 5 triangulos, 2 quadrilateros e 2
pentdgonos? Justi que sua resposta.

2. Quantos vértices tém um mapa plano formado por 6 tridngulos, 1 quadrilatero e 2 pentagonos?

Observemos que nos exemplos anteriores sobre mapas, desconsideramos a exigéncia de que as guras
fossem regulares. Isto €, a Formula de Euler ndo considera outros fatores geométricos, e unicamente se
atenta as relacdes de fronteira comum e a incidéncia nos vértices. Para o estudo de poliedros regulares,
adicionaremos essas propriedades geométricas, o que nos permite reduzir drasticamente o nimero de
casos a serem considerados.

Para isso, primeiro vamos supor que em um vértice do poliedro incidem tridngulos (lembrando
gue n pode ser 3, 4 ou 5).

No cason 3; de cada vértice saem 3 arestas, e cada aresta tem dois vértices em seus extremos.
Isso signi ca queV e A cumprem a relacao

3V 2A:

Da mesma forma, cada face tem 3 lados (arestas), e cada aresta é
compartilhada por 2 triangulos. LogoA e F satisfazem a relagéo

3F  2A:

Multiplicando a relagédo de Euler por3 e substituindo V e F nessa
férmula, obtemos que Tetraedro

6 3V 3F 3A 2A 2A 3A A:

Logo a gura tera 6 arestas, e portanto 4 faces e 4 veértices. Esta gura é chamada detraedro
Regular .

No cason 4, de cada vértice saem 4 arestas, e cada aresta tem dois vértices em seus extremos.
Isso signi ca queV e A cumprem a relacdo

4y  2A:

Da mesma forma cada face tem 3 lados (arestas) e cada aresta €
compartilhada por 2 tridngulos. LogoA e F satisfazem a relagéo

3F 2A:

Multiplicando a relagédo de Euler por6 e substituindoV e F nessa

férmula obtemos que Octaedro

12 6V 6F O6A 3A 4A O6A A

Logo a gura terd 12 arestas, e portanto 8 faces e 6 vértices. Esta gura é chamada dctaedro
Regular.
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No cason 5, de cada vértice saem 5 arestas, e cada aresta tem dois vértices em seus extremos.
Isso signicaV e A cumprem a relacdo

5V 2A:

Da mesma forma cada face tem 3 lados (arestas) e cada aresta é
compartilhada por 2 triangulos. LogoA e F satisfazem a relacéo

3F  2A:

Multiplicando a relagé@o de Euler por15 e substituindoV e F nessa
formula obtemos que Icosaedro

30 15 15 15A O6A 10A 15A A

Logo a gura tera 30 arestas, e portanto 20 faces e 12 vértices. Esta gura é chamada ®saedro
Regular.

No caso em que as faces sejam quadrados teremos as relagées
3V. 2A e 4F 2A
Multiplicando a relacdo de Euler por 6 temos

12 6V 6F ©6A 4A 3A O6A A:
Cubo

Logo a gura tera 12 arestas, e portanto 6 faces e 8 veértices. Esta gura € chamada rba
Finalmente, no caso em que as faces sejam pentdgonos regulares

teremos as relagbes

V. 2A e b5F 2A:

Multiplicando a relagédo de Euler por 15 e substituindovV e F nessa
férmula obtemos que

30 15V 15 15A 10A 6A 15A A Dodecaedro

Logo a gura tera 30 arestas, e portanto 12 faces e 20 vértices. Esta gura é chamada Dedecaedro
Regular.
Podemos resumir isso na seguinte tabela:

Poliedro ‘ Vértices ‘ Faces‘ Arestas ‘

Tetraedro 4 4 6
Octaedro 6 8 12
Icosaedro 12 20 30
Cubo 8 6 12
Dodecaedro 20 12 30
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1.2 Construcao de Poligonos de Encaixe

Nesta se¢do mostraremos como construir as pegas que serdo utilizadas para montar os sélidos perfei-
tos. Estamos anexando nesta cartilha os moldes dessas guras mas elas podem ser construidas também
usando regra e compasso. A seguir mostramos essa construgao.

1.2.1 Triangulos de encaixe

Para a construcdo da gura triangular, € preciso construir primeiro um tridngulo equilatero. Para
iSSO

" Trace um segmento com comprimento igual & medida do lado do tridngulo equilatero.

Coloque a ponta de um compasso num dos extremos do segmento desenhado e a abertura do
compasso igual ao comprimento do segmento. Em seguida trace um arco de circunferéncia, como
indicado em vermelho na Figura “(b), e faca 0 mesmo procedimento com 0 outro extremo do
segmento. Note que os dois arcos coincidem em um ponto e a distancia desse ponto a cada um dos
extremos € igual ao comprimento do segmento desenhado inicialmente. Esse ponto sera o terceiro
vértice de nosso triangulo equilatero.

Trace os outros dois segmentos para obter o tridngulo equilatero.

Trace um terceiro arco como indicado em verde na Figura 2(c) usando a mesma abertura do
compasso usada anteriormente, e desta vez, com centro no terceiro vértice.

@ (b) (c)

Figura 2: Confeccionando os Tridngulos de Encaixe

" Trace, desde cada vértice, uma linha perpendicular ao lado oposto, como mostrado na Figura =a.

Marque o ponto médio do segmento limitado entre cada arco e os lados, como mostrado na Figura
b.

~ Com centro em cada um desses pontos trace meia circunferéncia tangente tanto ao lado do trian-
gulo como ao arco (veja Fig. =c).
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VA

Figura 3: Construcao dos cortes de encaixe

()

(

A peca construida nesse processo ca como mostrado na Figura 4(a). O poligono que esta peca repre-
senta é o exemplo mais simples dos chamad@sligonos de Reuleaux Esses poligonos tém a propriedade
de serem curvas de largura constante, isto €, a distancia entre qualquer par de retas tangentes paralelas
€ sempre a mesma.

ay

(@)

Figura 4: Peca Triangular e Poligono de Reuleaux

Essas guras serdo usada para montar trés poliedros: Tetraedro, Octaedro e Icosaedro. Para a
construcdo de cada um deles precisaremos respectivamente 4, 8 e 20 triangulos de encaixe.

1.2.2 Quadrados e Pentagonos de encaixe

Analoga a construcdo das pecas triangulares, constroem-se as pecas quadradas e pentagonais, como
mostrado na Figura 5, para construir o0 Cubo e o Dodecaedro respectivamente. Sugerimos que as
abas construidas sobre os lados do quadrado e do pentdgono tenham o mesmo tamanho que as abas
construidas sobre os lados do triangulo. Isso permitird a elaboracéo de outros projetos tais como primas,
antiprismas e alguns Sélidos Arquimedianos.
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Figura 5. Pecas Quadrada e Pentagonal

1.3 Uma proposta para sala de aula

A seguir, apresentamos a construc¢ao de alguns objetos matematicos tangiveis e visualmente atraentes
visando estimular o interesse dos estudantes. Trata-se de atividades com materiais didaticos concretos
com os quais é possivel trabalhar diversos conceitos matematicos. Cada uma dessas atividades possui
suas caracteristicas e trabalha com habilidades especi cas. Isso permite ao professor selecionar, adaptar
e explorar os recursos que atendem melhor as demandas envolvidas no processo de ensino-aprendizagem.

O uso desta atividade é justi cado ndo somente pela curiosidade natural que ela desperta, como
também pelo fato de proporcionar o desenvolvimento de habilidades geométricas (planoespaciais), hesse
contexto, ela deve ser explorada para além da simples montagem de pecas . Essa atividade fornece um
rico material que pode ser usado em sala de aula, sendo um interessante quebra-cabeca l6gico e um
6timo exercicio na resolucdo de problemas e no aprimoramento do raciocinio espacial e no reconhecimento
de padrdes geométricos e coloridos. Além da sua interdisciplinaridade com a arte, arquitetura e temas
de Matematica de nivel superior.

As pecas devem ser reproduzidas em cartolina, ou papel de uma gramatura semelhante a da cartolina.
Depois de reproduzidas, é preciso recorta-las. Em seguida, marcar uma dobra sobre os lados do triangulo,
qguadrado ou pentdgono. Finalmente recortar 0s pequenos arcos de circunferéncia das abas, e as pecas
estardo prontas.
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