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Volume 1| Revista Pé na Aula

E com alegria e profunda responsabilidade
que apresento a vocé, professoraq, professor e
demais educadores que constroem
diariamente o ensino de Matemdtica no Brasil, o
primeiro volume da Revista Pé na Aula. Este
laongamento representa um passo importante
Nna direcdo de algo que acreditomos com
convicgdo: a valorizagdo da prdtica docente
como espaco legitimo de produgdo de
conhecimento, reflexdo e transformagdo
social.

Vivemos um momento em que a sala de aula
exige cada vez mais criatividade, sensibilidade
e coragem. Por isso, desejomos que esta
revista seja um espago onde professores
possam compartilnar vivéncias redis, desafios
cotidionos, ideias inspiradoras, reflexdes
profundas e propostas de trabalho concretas.
AqQui, 0 que importa é a experiéncia viva de
gquem ensind e medeia a construgdo do
conhecimento cotidionamente no chdo da
escola.

Inspirada em modelos internacionadis de
revistas profissionais da drea da Educacdo
Matemdtica, como Educagdo e Matemdtica
(Portugal), Mathemattics in School (Inglaterra) e
Mathematics Teaching in the Middle School
(Estados Unidos), a Pé na Aula nasce com um
diferencial: dar protagonismo d atuagdo do
professor de matemdtica em toda a sua
complexidade e humanidade.

A revista reunird segdes que buscam dialogar
com diferentes dimensdes do fazer docente, a
saber:

- Aconteceu comigo - relatos de
experiéncias que nasceram da sala de aula
e merecem estar emrelevo;

« Do Papel para a Aula - propostas pradticas e
planos de aula alinhados ao curriculo;

- Reflexdes - textos mais teodricos ou
sensiveis, com possibilidade de submissdo
andnima;

+ Achei na internet - selecbes comentadas
de recursos de qualidade disponiveis online;

- Sdberes docentes - perguntas para
praticar e promover o conhecimento
pedagogico do conteudo;

- Uma imagem vale mais que mil numeros -
porque a matemdtica tambéem ¢é visual e
estética;

Do mundo para a sua sala - traducdes e
didlogos com experiéncias internacionais.

A pretensdo do Comité Editorial com este
projeto é construir um espago acolhedor,
dindmico e util, onde professores possam
compartilhar vivéncias, ideias, reflexdes e
desafios do cotidiono escolar, dispensando,
para tanto, a necessidade de seguir formatos
rigidos, referéncias ou exigéncias académicas,
que, muitas vezes, sdo empecilhos para a
divulgacdo de excelentes trabalhos redlizados
pelos docentes em seu cotidiono escolar,
constituindo-se, portanto, como uma
ferramenta de apoio, inspiragdo e
reconhecimento dos saberes de quem estd
com os pés na sala de aula.

Que cada pdgina deste volume desperte
novos olhares, fortalega vinculos, renove
esperangas e, sobretudo, reafirme o valor e a
poténcia do professor de matemdtica
brasileiro.

Seja bem-vinda, seja bem-vindo.

A casa é nossa. A revista € nossa. A palavra é
SUaQ.

Boa leitural
Sumaia Almeida Ramos
Presidente da Associagdo Nacional dos

Professores de Matemdtica na Educagdo
Bdsica - ANPMat
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Saberes docentes

Vdrios jeitos de somar

Rita Santos Guimardes

O objetivo desta secdio é trazer perguntas
que promovam saberes e habilidades
diretamente relacionados ¢ sala de aula de
Matemdtica, promovendo aquele tipo de
conhecimento que é especifico do trabalho
docente do professor de Matemdtica.

Em cada edi¢dio langaremos uma pergunta, e
vocé pode enviar a sua resposta para
conteudos.anpmat@gmail.com. Na proxima
edi¢cdio, o responsdvel por essa pergunta vai
comentar as respostas recebidas.

Resolva de vdrias formas
diferentes a adigdo 54 + 28.
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Do Papel para a Aula

Utilizando dados para
detectar fraudes com
lei de Benford

Vitor Amorim

1. O Tema

Vocé ja ouviu falar dalei de Benford? Este € um tema
que, embora seja pouco conhecido entre os
professores de Matemdtica, tem potencial para gerar
uma sequéncia diddtica contextualizada repleta de
conceitos matemadticos, elementos de modelagem
matematica, historia, tecnologia e discussdio de temas
relevantes para a sociedade.

Apesar de levar o nome do fisico Frank Benford
(1883-1948), o primeiro registro deste achado foi feito
pelo astrébnomo Simon Newcomb (1835-1909). A
descoberta envolve uma caracteristica bastante
surpreendente e contraintuitiva presente em
conjuntos grandes de numeros oriundos de diversas
naturezas.

Suponha que vocé tenha em mdos uma lista grande
de dados, como os comprimentos dos principais rios
do planeta, os numeros contidos Nno balancete de uma
grande empresa ou os boletins de urna das segodes
eleitorais na ultima eleicdo. Ao extrair o primeiro
algarismo significativo de cada um desses numeros,
com qual frequéncia podemos esperar que cada um
dos algarismos de 1a 9 vai aparecer hesta posicdo?

Em geral, a resposta intuitiva para esta pergunta é
179, aproximadamente 11,11%, pois, a principio, Ndo
haveria motivos para supor que algum dos nove
algarismos teria maior predisposicdo para ser o
primeiro. Entretanto, em uma histéria curiosa
envolvendo o desgaste das pdginas de tdbuas de
logaritmos (veja as referéncias [3] e [5]), Newcomb
descobriu que, em grandes conjuntos de numeros das
mais variadas naturezas, o algarismo 1 aparece na
primeira posigdo significativa com maior frequéncia
que o0 2, que por suad vez & mais frequente que o 3 e
assim sucessivamente.

Dessa forma, Newcomb concluiu que, para alguns
conjuntos de dados, a distribuicdo de frequéncias do
primeiro algarismo ndo era uniforme. Assim, propods o
modelo matemdtico apresenta do na figura albaixo,
com o objetivo de descrever a frequéncia de
ocorréncia de cada algarismo na primeira posi¢do, o
que se mostrou uma aproximagdo bastante
satisfatéria dos fendmenos observados.

Figura I: Modelo proposto por Newcomb
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Fonte: Elaborada pelo autor

Décadas mais tarde, Benford trouxe de volta &
tona a descoberta de Newcomb, que ndo havia
ganhado muita atengdo & época. Além de
desenvolver generadlizagdes, Benford testou
enormes conjuntos de dados de multiplas origens e
promoveu com maior sucesso a divulgagdo do
modelo.

Ao longo dos séculos XX e XXI, hovas propriedades
da lei de Benford foram descobertas, seu dominio
de vdlidade e os motivos de seu funcionamento
foram objetos de pesquisa e o tema segue sendo
academicamente relevante até hoje. Nas
referénciaos [3] e [6] podemos encontrar mais
informagodes sobre esse processo.

Contudo, considerando o escopo da proposta de
sequéncia diddtica que apresentaremos a seguir, o
aspecto mais importante da descoberta e
desenvolvimento da lei de Benford foi a ideia de
utiliza-la no auxilio & detecgdo de fraudes, como
veremos mais d frente.

2. A Proposta Diddtica

A proposta de sequéncia diddtica aqui
ogpresentada €& flexivel em vdrios aspectos:
publico-alvo, pré-requisitos, objetivos, conteudos
dbordados, metodologia, recursos, duragdo e
avaliagdo. Essa ideia é sustentada no entendimento
de que o tema "Lei de Benford” permite diferentes
formas de abordagens e niveis de
aprofundamento.

Assim, o coardter da proposta é geral, com
variagbes de abordagem explicitas no texto e
implicitas no contexto em que o docente atua,
permitindo que este defina os elementos
especificos do planejaomento de acordo com seu
conhecimento pedagogico e de sua redlidade.

Para aquecer o tema, a ideia inicial € obter
algumass tabelas grandes de numeros, sendo cada
uma com dados oriundos da mesma naturezao.
Algumas sugestdes sdo: as extensdes territoriais e
os PIBs de todos os paises do mundo, as populagdes
de todos os municipios do Brasi, os numeros
contidos em um relatério trimestral de
demonstragdes financeiras da Petrobrds, as 100
primeiras poténcias de 2 e 0s 100 primeiros NnUMmeros
de Fibonacci.

Essas tabelas de numeros podem ser obtidas com
pesquisas na internet, com o auxilio de planilnas
eletronicas, utilizando ferramentas de inteligéncia
artificial entre outras possibilidades. Dependendo do
planejaomento de tempo e recursos disponiveis, os
dados podem ser levantados e tabulados pelos
dlunos em aula (uma atividade computacional),
como atividade extraclasse ou, adinda, podem ser
organizados e disponibilizados pelo  proprio
professor.
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Do Papel para a Aula

Figura 2: Frequéncias dos primeiros algarismos no Excel

Extensoes L. Populacoes das . . L. Frequéncia Frequéncia L
. Primeiro ) Primeiro | Cem Primeiras | Primeiro . = R Frequéncia
Territoriais dos ) Cidades do . L. A Algarismo| Extensoes Populacoes Lo
. Algarismo ) Algarismo | Poténcias de2 | Algarismo L. B Poténcias de 2
Paises Brasil Territoriais Cidades
9.388.211 9 11451999 1 2 2 1 28,63% 29,91% 30,00%
2.973.190 2 6211223 6 4 4 2 19,23% 18,24% 17,00%
9.147.420 9 2817 381 2 8 8 3 13,25% 13,43% 13,00%
1.811.570 1 2 428 708 2 16 1 4 8,97% 10,81% 10,00%
770.680 7 2417678 2 32 3 5 7,26% 7,50% 7,00%
8.358.140 ] 2 315 560 2 64 6 6 5,56% 6,64% 7,00%
910.770 9 2 063 689 2 128 1 7 5,98% 5,78% 6,00%
130.170 1 1773718 1 256 2 8 5,13% 4,27% 5,00%
16.376.870 1 1488 920 1 512 5 9 5,98% 3,41% 5,00%
1.943.950 1 1437 366 1 1024 1 Total 100,00% 100,00% 100,00%

Fonte: Elaborada pelo autor

Com os dados tabulados, a pergunta do inicio
deste texto pode ser replicada: em cada tabela, que
porcentagem devemos esperar para a frequéncia
relativa de ocorréncia de cada algarismo na
primeira posicéio dos numeros? Em geral, a
discussdo dessa pergunta leva a uma resposta
majoritdric de que todos os algarismos devem
aparecer aproximadamente a mesma quantidade
de vezes na primeira posigdo, ou seja, devem ter
uma distribuigcdo uniforme.

A obtencdo da verdadeira resposta para os
conjuntos de dados Ilevantados pode se
transformar em uma nova atividade
computacional. Por exemplo, utilizando uma planilha
eletronica  (Excel ou software semelhante),
podemos utilizar a fungdo "=ESQUERDA" para obter o
primeiro algarismo de cada um dos numeros de
cada conjunto. Em seguida, com a fungdo
"=CONT.SE", podemos contar quantas vezes cada
algarismo aparece e, dividindo pelo total, obter a
frequéncia relativa de cada um. Na figura abaixo,
trozemos como exemplo o resultado parcial
(primeiras linhas) de trés das seis varidveis
mencionadas acima.

Dependendo do contexto de planejomento, a
atividode computacional proposta acima pode
utilizar outras ferramentas computacionais - como
o GeoGebra, uma linguagem de programagdo ou
inteligéncias artificiais —, ou o professor pode trazer
o resultado pronto, com o objetivo de apenas
discuti-los.

Com o resultado em mdos, € hora de trazer o
contexto historico e o modelo que Newcomb propods
para aproximar as distribuicdes de frequéncias
obtidas:

1
P(i)=10g10<1+—,), i€{1,2,"',9}
1

Note que este momento traz oportunidades para
introducgdo, contextualizagdo, revisdo e
aprofundamento de vdrios conceitos matemdadticos,
como fungdes, logaritmos, distribuicbes de
frequénciaos e de probabilidade, distribuicdes
uniformes e ndo uniformes, representacoes
graficas, modelagem matemdtica entre outros. As
possibilidades para a exploragdo diddtica deste
leque de conceitos matemdticos, no contexto dal lei
de Benford, sdo ilimitadas.
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Voltando aos dados, a proxima figura apresenta
uma representagcdo grafica das distribuicdes de
frequéncias do primeiro algarismo das trés varidveis
observadas, vistas na figura anterior, em
comparagéio com o modelo da lei de
Benford.Voltando aos dados, a proxima figura
apresenta  uma representagdo  grdfica das
distribuicdes de frequéncias do primeiro algarismo
dos trés varidveis observadas, vistas na figura
anterior, em comparagdo com o modelo da lei de
Benford.

Figura 3: Distribui¢des de frequéncia do primeiro algarismo

Dados Observados X Lei de Benford
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Fonte: Elaborada pelo autor

Outro questionamento importante aser feito € se
qualquer conjunto de dados segue o padrdo da lei
de Benford. Uma discussdo direcionada com os
alunos revelaria ropidamente que ndo.
Alternativamente, os alunos podem descobrir esse
fato por si so, ao propor que eles examinem desde o
inicio maiis dois conjuntos de dados: as alturas de
todos os alunos da turma e os ultimos 200 Nnumeros
sorteados na Mega-Sena. Por que esses conjuntos
jamais vdo apresentar o padrdo em questdo?

Muitas outras possibiidades para exploragdo
diddtica deste tema podem ser pensadas.
Indicamos a referéncia [I] para novas ideias e
encorajamos o leitor a buscar seus proprios
caminhos.

Para encerrar, serd apresentada uma proposta
de projeto que tem potencial para gerar
engajomento, contextualizagdo da Matemadtica,
desenvolvimento de habilidades computacionais,
discussdo de temas relevantes e projetos
interdisciplinares.
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3. A Lei de Benford na Detecgdio
de Fraudes

A lei de Benford, para além de uma propriedade
matemadtica curiosa de conjuntos de dados, tem
sido frequentemente utilizada por empresas e
orgdos de auditoria (como o TCU) na detecgdio de
fraudes em documentos contdibeis, especiadmente
agueles envolvendo recursos publicos, como
mostram as referéncias [4] e [6]. Além disso, suas
propriedades j& foram utilizadas para anadlisor
boletins de urnas das eleigdes, divulgados pelo TSE
(vejoem[2]).

Afinal, sabendo que este padrdo de distribuigcdo
dos primeiros algarismos ddi as caras em uma vasta
classe de conjuntos arbitrdrios de dados, quando
encontrarmos um conjunto que ndo o contém,
devemos pelo menos observd-lo com mais cuidado,
pois pode se tratar de numeros artificidlmente
distribuidos sem considerar esta lei "universal”.

Neste contexto, um projeto que pode ser
desenvolvido pelos alunos é o de andlise de dados
NnuMéricos em documentos publicos, tabulando-os e
verificando a adesdo ao padrdo da lei de Benford.
Pode-se, inclusive, utilizar testes estatisticos de
adequagdo (como qui-quadrado), pois, ainda que
ndo sejom um topico presente Nno ensino bdsico,
sdio de fdcil compreensdo e aplicagdo.

Uma escolha cuidadosa dos documentos a serem
anadlisados, considerando o contexto em que a
escola estd inserida, tornard a atividade ainda mais
significativa para os alunos. Como sugestoes,
citamos documentos contdbeis de obras publicas e
utilizagdo de verbas por integrantes dos trés
poderes (principaimente locais), demonstrativos
financeiros de empresas (publicas e privadas),
boletins de urnas de todas as segbes de um
municipio, entre outras ideias neste sentido.
Utilizondo uma diviséo em grupos, vdrios temas
podem ser abordados simultaneamente.

Em geral, os dados mencionados acima sdo
publicos, sendo sua tabulagdo o maior desafio. Mas,
com as ferramentas de inteligéncia artificial, esse
problema tem se tornado mais fdcil de resolver,
restando as tarefas principais de extrair o primeiro
algarismo dos dados, redlizar cdiculo das
frequéncias de suas ocorréncias e os testes de
adequacdo d lei de Benford, para entdo analisar os
resultados.

Por fim, & muito importante chamar a atengdo
para um fato que as vezes passa despercebido na
divulgacdo deste tema: se um conjunto de dados
Ndo aderir d lei de Benford, isso ndo € uma prova de
que houve fraude, mas apenads um primeiro filtro,
um sinal de alerta para que aqueles dados sejom
adlvo de um escrutinio. Por outro lado, a adesdo de
um conjunto de dados ao padrdo também ndo é
uma prova de que ndo houve fraude, visto que o
fraudador pode conhecer a lei e criar dados
artificiais que a satisfagcam.

Tomando essas informagdes como ponto de
partida, uma andilise critica dos dados permitird que
os adlunos desenvolvam reflexdes sobre os temas
sugeridos, além de diversas competéncias
desejdveis para o tratamento e andlise de dados,
com o auxilio desta ferramenta matemdtica tdo
surpreendente.
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Achei na Internet

Youcubed

Mateus Giaonni Fonseca

Acesse o Youcubed

E é tal a enxurrada de stories, dancinhas e memes
gue a internet nos entrega diariomente nas redes
socidis, que por momentos esquecemos de
procurar sites (isso mesmo, sites e ndio redes sociais)
gue colaboram com nossa formagdo e atuagdo
profissional. Nessa toada, encontrei hd alguns anos
o espago virtual youcubed, em sua versdo brasileira:
https://www.youcubed.org/pt-br/.

Trata-se de um espago mantido pelo Instituto
Sidarta e pelo Centro de Pesquisas Youcubed, da
Universidade de Stanford, que centraliza uma série
de atividodes dlinhadas & perspectiva das
Mentadlidades Matemdticas - uma dbordagem de
ensino de matemdtica fundamentada nos campos
da neurociéncia, da psicologia da educagdo e da
educagdo matemadtica, que defende uma proposta
mais aberta, visual e criativa.

De maneira geral, o site possui 7 abas: (a) ideias e
impacto; (b) ciéncia de dados; (c) atividades; (d)
videos; (e) evidéncias; (f) mente sem barreiras; e (g)
livros.

Falondo de cada uma dessas abas, a primeira -
ideias e impacto - apresenta uma série de materiais
que contribuem para a organizagdo do trabalho
pedagodgico do professor, como rubricas de
avaliagcdo de praticas de Mentalidades Matemdticas
€ umal série de videos e demaiis textos formativos. A
secdo (b), por sua vez, reune um olhar especial para
a temdtica ciéncia de dados, assunto relativamente
Nnovo e que tem se feito presente nas discussdes
escolares, dada a demanda atual de compreender
e gerir grandes volumes de dados; enquanto que as
segbes (d) e (e) trazem outros matericis nessa
mesma linha. Alguns desses materiais contribuem
para refletirmos sobre as prdticas matemdticas de
nossos estudantes e como podemos oportunizar
formas mais amplas da agdo matemdtica. As
segdes (f) e (g) sdo compostas por divulgagdo de
livros relacionados & adbordagem das Mentalidades
Matemdticas.

E é na sec¢do (c) - Atividades - que foco minha
atengdo neste primeiro texto de “Achei na
Internet”, pois € nessa aba do site que temos um
conglomerado de atividodes matemdticas de
cunho pradtico para a sala de aula. Atividades que
podem ser replicadas em sala de aula pelo professor
ou servir de material estimulador para a criagdo de
novos matericis, reduzindo a dependéncia
excessiva de livros diddticos que, por vezes,
engessam a agdo matematica na escola.
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No site, o usudrio pode configurar filtros para
selecionar as atividades a partir dos diferentes anos
escolares e topicos da matemdtica; e séo sempre
apresentadas no formato: ilustragdo, titulo, anos
escolares e topicos matemdticos, como aimagem a
seguir:

Figura I: Atividades do site
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Fonte: Disponivel em: <https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/>. Acesso em: 25 ago. 2025.
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Adiante, na exploragdo do site, basta um clique
sob o titulo e a atividade é apresentada naintegra:

Figura 2: Atividades do site - colegdo de moedas
Colecao de Moedas

Esta atividade permite aos alunos explorar como os nimeros s compostos, levando-os a analisar
variadas maneiras de agrupé-los. Muitas estratégias e métodos diferentes podem ser utilizados para
encontrar uma solucao. Os alunos podem usar moedas de verdade, desenhar diagramas e usar gréficos

para acompanhar suas descobertas. Ao longo do trabalho, eles perceberdo muitos padrdes diferentes

alu

nos nimeros que estao explorando.

Atividade >

Instrucoes
Considere um conjunto de moedas com as seguintes caracteristicas:

Quando as moedas sao colocadas em grupos de 2, sobra uma moeda. Quando sao colocadas em grupos
de trés, cinco e seis, também sobra uma moeda. Mas quando sio colocadas em grupos de sete, nao

sobra nenhuma. Qual seria o nimero possivel de moedas?

Fonte: Disponivel em: <https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/colecao-de-moedas/>.

Acesso em: 25 ago. 2025.

E. explorando adinda mais o material disponivel no
site, o usudrio ainda pode clicar no botdo
"Atividade”. Nesta hora, a atividade ganha estrutura
- ela se faz presente em meio a um roteiro de aula
que contempla diferentes momentos proprios da
abordagem Mentadlidades Matemdticas, constando
desde instrugdes/orientagdes para o professor, o
itens adicionais ligados & atividade e cronograma
com distingdio dos tempos e agdes idealizadas:




Achei na Internet

Figura 3: Roteiro de atividades do site - colegdo de moedas

Tempo | Descrigdo/Pontos Materiais
Mensagem de 10 min | Exiba o video de mentalidade: Video de Mentalidade
Mentalidade E égias para Aprends gtica, | M itica, Estratégi
Matemdatica IC | i para Aprender
ces/estratepias-para-aprender-matemati | Matemdti
a-videa/]
Exploracio 25min | « Apresente o problema. ® Fichinhas ou moedas
# Conceda tempo para que os alunos & Tabela de Cem
explorem o conjunto de moedas. & (Cadernos de
anotagbes de
matematica
& Ldpis
e Ldpis ou canetas de
cor
e Calculadoras
[opeional)
Discussdo 10 min | Convide os alunos a mostrar suas
descobertas: Que padrdes eles
perceberam? Que estratégias usaram?
Mensagem de 5 min Pega que reflitam sobre todas as
Mentalidade Estratégias para Aprender Matermatica
Matematica do video:
pds-atividade 1) Fazer um desenho, 2) Trabalhar em
Grupo, 3) Experimentar, 4) Buscar
recursos diferentes, 5) Comegar com um
caso menor. Destaque alguns momentos
em que vocé viu individuos ou grupas
usando essas estratégias ou pega aos
alunos que digam guando usaram a
£gia ou viram outra pessoa usa-la.

Fonte: Disponivel em: <nttps://www.youcubed.org/wp-content/...0%A30-de-Moedas pdf>.
Acesso em: 25 ago. 2025.

Esta seg¢do Achei na Internet traz atividades que
contribuem para o enriguecimento da agdo
matemdtica dos estudantes, sobretudo, por terem
sido eldboradas por uma concepgdo de
matemadtica que ndo a restringe a mera replicagdo
algoritmica, mas sim, a compreende como drea que
nutre ag¢do reflexiva, criadora e critica; e que
demanda, portanto, a participagdo ativa do
estudante.

O site Youcubed é a recomendagdo da vez.
Acessem, explorem, consumaom ads atividades
disponibilizadas no site. E que usemos o material
fornecido para ampliormos as experiéncias
matemdticas de nossos estudantes!
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Pare de planejar aulas!
Colin Foster

Tenho uma proposta radical: pare de planejar
aulas! Ndo quero dizer que vocé deva abandonar
completamente o planejomento, mas que vocé
deve parar de planejar aulas individuais como
unidades independentes de aprendizagem. Em vez
disso, sugiro planejar uma longa série de atividades
destinadas a apoiar os alunos Na aprendizagem do
gue guer que vocé queira ensinar, sem se preocupar
com onde serdo os intervalos entre as aulas.

Fazer isso tornard o planejomento muito mais
fdcil, removendo arestri¢do rigida de que tudo deve
se encaixar em unidades do tamanho de uma aula.
O resultado serd@o atividodes apropriadas que
levardo o tempo que o professor julgar necessdario,
em vez do tempo que "hd disponivel”.

Na forma convencional de planejor aulas, o
tempo de aula é frequentemente desperdicado
guando o professor tem, digamos, uma atividade de
cinco minutos para fazer no final da aula, mas dinda
faltom cinco minutos para comecgar a referida
atividade.

Os alunos ficam fazendo uma atividade por mais
tempo do que o professor gostaria, ou outra
atividade escolhida menos por ser
pedagogicamente apropriada e mais por preencher
a lacuna.

Tentar dividir o aprendizado em partes do
tomanho de uma aula também & um grande
desperdicio do tempo de planejomento dos
professores. Os professores muitas vezes procuram
atividades que durem um tempo especifico, mas so

encontram atividades muito longas ou muito curtas.

Eventuadlmente, chega-se a um acordo e algo é
encontrado; mas, entdio, uma vez que a aula esteja
em andamento, as outras atividades que a
antecedem acabom demoraondo mais do que o
esperado. Essa lacuna de dez minutos reduz-se a
cinco minutos ou desaparece completamente, de
modo que a atividade ndo pode ser mais usada. E se
as aulas subsequentes jd tiverem sido planejadas
como unidades individuais, elas terdo que ser
redesenhadas.

Mais uma vez, um uso muito ruim do precioso
tempo de plane jomento dos professores.

1. Um processo confuso

Em vez disso, vamos aceitar o fato de que
aprender ¢ inevitavelmente um processo confuso e
difici de prever, mesmo para um professor
experiente que trabalha com alunos que conhece
muito bem.
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Coisas imprevistas acontecem. Os alunos passam
rapidomente por coisas que vocé esperava gue
fossem diificeis para eles e depois ficaom presos em
pontos que vocé considerava triviais.

Os professores precisaom de flexibilidade para
responder a qualguer situacdo e desacelerar ou
dcelerar conforme necessdrio, e aulas individuais
rigidamente plane jadas ndo permitem isso.

Ndo faz sentido, por exemplo, “fazer uma
avdliagdo formativa” se, depois de identificar uma
dificuldade do adluno, o planejomento da aula
impede vocé de abordd-la. Tentar transformar uma
aula em uma pega organizada e arrumada, com
inicio, meio e fim (ou introducgdo, parte principal e
plendria) pode parecer bom no papel e transmitir
uma impressdo de boa organizagdo para qualquer
observador que veja apenas essa aula, mas Ndo se
adequa & redlidade do aprendizado. Essa
dbordagem dd muito peso & aula individual, em
detrimento da visdo mais ampla do aprendizado dos
dlunos do longo de uma sequéncia mais longa de
aulas.

Em vez disso, a aula deve simplesmente terminar
qguando terminar. Seja o que for que vocé esteja
fazendo, um minuto antes de o sinal tocar,
simplesmente pare e guarde suas coisas. Ndo
adianta se apressar para terminar algo antes de o
sinal tocar. Se vocé pudesse ter terminado mais
rdpido, vocé teria terminado. Apressar-se significa
apenas gue os alunos Nndio compreenderdo as ideias,
ficaréo confusos e ansiosos. E provdvel que vocé
tenha que refazer tudo.

Isso significa que Nnunca hd um momento ruim
para a aula terminar. Suponha, por exemplo, que
vocé acabou de explicar um novo conceito, mas os
alunos nédio tiveram tempo de aplicd-lo e, entdo, o
sinal toca. Tudo bem. Vocé pode comegar a proxima
aula com uma pratica de recuperagdo: "Qual foi a
ideia que apresentei no final da ultima aula?”. Agora
podemos fazer algo com isso.

Ou suponha que os adlunos estejom no meio de
uma discussdo e ainda ndo tenham chegado a uma
concluséo - e entdo o sinal toca. Tudo bem. Os
alunos podem ser convidados a pensar mais sobre o
assunto antes da proxima aula e vir preparados
com suas ideias. Entdo, no inicio da aula seguinte,
vocé pode receber comentdrios antes de
recapitular e continuar.

5 PASSOS PARA PLANEJAR MENOS E FAZER MAIS

1. Pare de planejar aulas individuais.

2. Planeje uma sequéncia continua de atividades
que abordem exatamente o que vocé quer
que seus alunos aprendam.

3.  Sequencie sua série de atividades da melhor
maneira para o aprendizado.

4. Ndo se preocupe com onde serdo as pausas
nas aulas.

5. Monitore seu progresso em relagdo do seu
curriculo todas as semanas e ajuste o seu
ritmo conforme necessdrio.

. J
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2. Dificuldade desejdvel

Hd muitas evidéncias da ciéncia cognitiva sobre os
beneficios da pratica de recuperagdo, especiamente
apos um intervalo de tempo (espagamento) e outras
coisas terem acontecido (intercalagdo). Portanto, ndio ha
vantagens poderosas em dividir o aprendizado em aulas
segmentadas, como observam Yana Weinstein, Megan
Sumeracki e Oliver Caviglioli em seu livro de 2018,
Understanding How We Learn. Isso pode, iniciaimente,
tornar o processo de aprendizagem mais dificil e menos
tranquilo, mas produz uma “dificuldade desejdvel” que
tende a levar a melhores resultados de aprendizagem a
longo prazo.

Os limites das aulas sdo artificiais. A aprendizagem ndo
ocorre em unidades do tamanho de uma aula. Planejar
uma longa série de atividades é mais realista.

E cloro que o professor vai querer colocar tempos
aproximados do lado de suas séries de atividades, mas
esses sGo0 apenas um guia. Eles devem ser verificados,
digamos, semanalmente, com vistas ao que precisa ser
concluido até o proximo ponto de avaliagdo, como o meio
do semestre. Dessa forma, é a adequagdo de cada
atividade & jornada de aprendizagem, e ndio o tempo que
se espera que ela leve, que € o mais importante. Isso &
muito melhor para a aprendizagem dos alunos. As aulas
Ndo precisam ser perfeitamente concluidas no inicio e no
final. Os alunos Nndio precisam sempre sair da sala de aula
com uma sensagdo de conclusdo. Sair com algumas ideias
Nndo resolvidas e coisas para refletir mais profundamente
pode ser muito mais benéfico.

Este texto foi publicado originaimente
Nna revista Secondary, uma publicagdo
britdnica voltada para professores de
todas as dreas. Parte do seu conteudo
pode ser acessado gratuitomente pelo
site www.teachwire.net/secondary.

O autor, Colin Foster, professor da
Universidade de Loughborough, na
Inglaterra, foi também professor de
matemdtica na Educagdo Bdsica e hoje é
pesquisador em Educagdo Matemadtica.
Parte da sua produgdo pode ser
acessada gratuitamente em
www.foster77.co.uk .

O texto foi escolhido e traduzido por
Leonardo Barichello.
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Um caminho para introduzir
equacdes quadraticas

Leonardo Barichello

Em 2024, assumi duas turmas de 9° ano na Escola
de Aplicagdo da FEUSP, e um dos topicos previstos
Nno Plano de Ensino era equagdes quadrdticas.

Como busco fazer sempre com os conteudos que
VOou ensinar, N0 comego do ano procuro selecionar
dois problemas para cada um dos grandes blocos
de conteudo previstos para as minhas turmas: um
para ser usado No inicio de cada bloco, motivando o
estudo daquele conteudo, e um para ser usado No
final, como uma aplicagdo do que foi aprendido.

Ao fazer esse exercicio para o topico equagdes
quadrdticas tive muita dificuldade para encontrar
uma questdo que motivasse esse estudo. Vale dizer
que ndo sou grande entusiasta desse tépico, uma
vez que tenho a sensagdo de que a sua dificuldade
é grande e as grandes ideias que ele transmite ndo
sdo suficientemente poderosas nem seu uso
corrente reaimente interessante.

De todo modo, como estava previsto no plano de
ensino, busquei e, depois de quebrar um pouco a
cabeca, encontrei a saida que relato a seguir.

1. Preparando o terreno para
equagdes quadrdticas

Comecei por inverter a ordem de dois grandes
blocos de conteudo previstos para aquelas turmas:
em vez de comecgar com equagdes quadrdticas e
seguir para o teorema de Pitdgoras, fiz o caminho
oposto.

Tomei essa decisdo porque dacho relativamente
fdcil motivar o estudo do teorema de Pitagoras (é
simples identificar cendrios em que tridingulos
retdngulos estdo presentes e, portanto, vadle o
esforgco conseguir determinar a medida do terceiro
lado de um deles a partir dos outros dois), e, quando
eu quisesse fazer a transigdo para equagdes
quadrdticas, bastaria propor um problema, como o
gue mostro a seguir, que resulte em uma equagdo
quadrdtica que Nndio possa ser resolvida por técnicas
similares ds usadas em equagoes lineares.

Uma consequéncia dessa proposta é que eu teria
que tomar cuidado com questdes que resultem em
equagdes quadrdticas completas, por exemplo, jd
que os estudantes ndo teriom ferramentas para
resolvé-las. Isso, porem, ndo foi tdo dificil, ja que é
possivel algumas equagdes quadrdticas
incompletas serem resolvidas com técnicas que
podem ser derivadas de forma direta das técnicas
aplicadas para resolver equagdes lineares.
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Inclusive, acredito que essa separagdo entre a
resolugdo de equagdes quadrdticas incompletas
das completas foi um efeito benéfico dessa
abordagem, jd que os estudantes ndo ficaram téo
aficionados em utilizar a féormula resolutiva para
resolver qualquer equagdo quadratica.

2. A primeira quadrdtica “"de verdade”

Quando o tema teorema de Pitdgoras ja havia
sido estudado o suficiente, propus o problema
abaixo. Note que ele leva a uma equagdo quadrdtica
completa, cujas solugdes ndo podem ser obtidas de
forma imediata, isolando a incognita.

Um triangulo retangulo tem hipotenusa
medindo 10 centimetros e um de seus catetos é
dois centimetros maior do que o outro. Qual é a
medida dos trés lados desse triangulo?

Note que a questdo tem uma contextuadlizagdo
bastante ortificial, porém, os estudantes jd
estavam convencidos da relevdncia do estudo do
teorema de Pitdgoras, portanto, a relevdncia da
questdo especifica estava, de certa forma, jd
estabelecidao.

Uma vez equacionado o problema, dediquei o
restante da aula a incentivar os estudantes a
resolverem a equagdo obtida. Forom vdrias as
tentativas de isolar a incognita e, como era de se
esperar, todas resultaram em nada. Em dado
momento, alguns estudantes identificaram, por
inspecdo, que 6 era uma solugdo da equagdo e
chegamos até mesmo a discutir que -8 também era
uma solugdo, embora o contexto ndo admitisse tal
solugdo como resposta.

Neste momento, meu objetivo era convencé-los
de que aquela equagdo ndo poderia ser resolvida
com as ferramentas que eles ja conheciom e que,
portanto, precisariomos estudar alguma nova
ferramenta. A proposta foi bem sucedida nesse
sentido e, no final da aula, propus a proxima etapa:
vamos ao laboratério de informdtica e vocés
pesquisardo como resolver essa equagdo onde
desejaorem. Além disso, vocés devem entender
como a resolugdo foi feita para que, na aula
seguinte, resolvam uma nova equagdo similar.

3. Pesquisando a resolugdio

Na aula seguinte, fomos co Ilaboratério de
informdtica para que eles fizessem a pesquisa
solicitada.

Foram muitas as fontes utilizadas, mas destaco
quatro bastante frequentes: buscas no Google,
buscas em portais de conteudo matemdtico como
Brainly, uso direto de softwares com
funcionalidades matemadticas como o PhotoMath e
uso de ferramentas de inteligéncia artificial
generativa.

Uma vez que as primeiras solugdbes comegaram a
aparecer, pedi que todos identificassem qual foi o
meétodo utilizado para que eu agrupasse, pensando
Na proxima aula, estudantes que usaram o mesmo
metodo.
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Os meétodos que oapareceram foram oOs
esperados: formula resolutiva, fatoragdo, soma e
produto e completomento de quadrados. Alguns
deles, porém, apareceram mais de uma vez com
nomes diferentes.

Ao final dessa aula, todos os estudantes tinham
anotacgdes sobre a resolugcdo da equagdo advinda
do problema anterior e a classe estava dividida em
6 grupos, dentro dos quais todos os estudantes
teriom utilizado o mesmo meétodo.

4. Explicagdio da sua técnica

Na aula seguinte, trabalhando em grupos, os
estudantes criaram um cartaz em que explicavam

como resolver uma nova equagdo quadrdtica dada.

Nessa aula, em particular, contei com a ajuda de
bolsistas que redlizam estdgio com as minhas
turmas. Eles foram bastante importantes para
auxiliar ha provocagdo dos grupos no sentido de
eles compreenderem o método de maneira mais
geral possivel.

O objetivo dessa aula era que exercitassem a
adbstragdo, buscando enxergar a generalidade dos
meétodos que estudaram na aula anterior. Ndo acho
gue todos tenham conseguido abstrair totamente
os seus métodos, mas dcredito que o esforgo para
isso, combinado com a discussdo que fizemos Na
aula seguinte, foi bastante produtivo.

5. Escolha do método

Nesta ultima etapa, eu expus os métodos de todos
os grupos, explicando como cada um deles funciona
(de um ponto de vista mais procedimental) e quais
sdo os aspectos mais desafiadores de cada um
deles (o que permitiu vislumiores mais conceituais).

Desde o inicio, minha intengdio era focar no uso da
formula resolutiva (a  tradicional formula  de
Bhaskara) e, ao longo desta minha exposigdo, eu
conduzi a conversa de modo que eles notassem as
vantagens do seu uso em relagdo dos outros
metodos.

A poartir desse ponto, as aulas seguiram um
caminho mais convencional envolvendo a prdtica
do uso da formula resolutiva e, posteriormente, a
aplicagdo em problemas mais contextualizados.

6. Comentdrios finais

Pessodlimente, fiquei muito satisfeito com essa
escolha de caminho para inicior o tema de
equagdes quadraticas, por dois motivos. Primeiro, a
introducdo do novo objeto matemdtico ficou
justificada a partir de um conteudo imediatamente
anterior que a turma estava convencida de ser
relevante. Segundo, os estudantes tiveram a
chance de se confrontar com a limitagdo das
ferramentas existentes frente a esse novo objeto,
o gque justificou a introdugdio da formula resolutiva
que e, venhamos e convenhamos,
substancialmente diferente e mais complexa do
que tudo que foi estudado até o momento.

Acho importante sdlientar que  estudar
matemdtica &  dificil, portanto, considero
fundamental motivar a introdugdo de todo e
qualguer novo conceito ou ferramenta. A minha
impressdo & de que muitos professores falham
nesse aspecto por optarem por dois tipos de
introdugdes que considero bastante inadequadas.

A primeira é aquela tipica de livros técnicos de
matemdtica e que comegca com definigdes. Esse
tipo de introdugdo pode até estar correta do ponto
de vista logico e axiomdtico, mas falha por ndo
construir a necessidade para aguele novo objeto.

A segunda sdo as introdugdes que prometem
demais, como os textos inicicis de vdrios capitulos
de livros diddticos que sugerem, por exemplo, que o
conteudo que serd estudado no capitulo sobre
poliedros terd relagdo com a criogdo de
personagens de filmes de animagdo. A relagdo
existe, mas os estudantes ndio chegardo nem perto
dela com o conteudo que estd previsto no curriculo
da Educagdo Bdsical.

O objetivo desse relato foi mostrar um caminho
simples, que ndo exigiu nenhum recurso
extraordindrio, e que parece ter sido efetivo na
motivagdo do estudo taonto das equagdes
quadrdticas quanto dos seus métodos de resolugdo
para uma turma de 9° ano do Ensino Fundamentall.
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Uma imagem vale mais
do que mil numeros

Somas sem fim

Murilo Falcirolli Amorim

Calba
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Uma imagem vale mais
do que mil numeros

As formas geométricas na figura anterior estdo
Nnos explicando por que a soma infinita
i + % + % + -+ éigual a1, o que equivale a dizer que
_+ 32 +-L 33 + . L. Na composigdio, sdo
constrwdos hexagonos com buracos hexagonais®,
isto é, poligonos cdncavos que contém uma borda
externa e uma borda interna, ambas com o
formato de hexdgono regular. A imagem mais d
direita, que conclui essa prova visual, representa
uma sequéncia de poligonos semelhantes, de
tamanhos cada vez menores, encaixando-se
perfeitomente e, no limite, cobrindo por completo o
espago interno em branco. A regido em azul cobre =
do hexdgono total; a regido em vermelho cobre %
do “buraco” deixado pela regido azul, e portanto
cobre %de %do hexdgono, ou seja § ; e assim por

2

diante, cada regido subsequente cobre um tergo do
gue a regido anterior cobriu, € o espago vazio ho
centro do hexdgono diminui em dois ter¢os a cada
iteragdo, e por isso tende a zero.

Dessa forma, as parcelas da soma infinita
referida formam uma progressdo geométrica (PG)
de termo inicial ?e rczqo? Para qualquer PG de
razdor,com 0 < r < 1, podemos calcular o valor de
sua soma infinita aplicando a conhecida férmula
s=—-, onde % ¢ o primeiro termo da soma. Mas
entdo, se ja sabemos como calcular
algebricamente qualquer soma infinita de PG com
razéo entre O e 1, o que essa prova visual Nnos
acrescenta?

Se estivéssemos preocupados apenas com
algoritmos de cdiculo de somas de progressdes
geometricas infinitas, de fato, a abordagem
geomeétrica da prova apresentada seria
plenomente descartdvel, porque, além de ser
trabalhosa, verifica apenas o caso especifico da PG
de razéo L. O método algébrico, para esses fins, &
muito mais eficiente.

Contudo, nossa preocupagdo, como professoras
e professores de matemdtica, néio se limita a andlise
da eficiéncia dos algoritmos, assim como garantir a
vdlidade de uma proposi¢do ndo € o unico objetivo
de uma prova matemdtica na Educagdo Bdsica.
Conteudos e habilidades mobilizados no ambiente
de aprendizagem desencadeado pelo ato de
produzir, compreender ou anadlisar uma prova
matemdtica costumam ser muito mais
interessantes, do ponto de vista educacional, do
qgue a mera vdlidagdo de um resultado, de uma
formula ou de um procedimento operacional.
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Sendo assim, apesar de conhecermos formulas
que generdlizam o cdiculo da soma infinita de uma
PG, é inegdvel que a prova visudl em questdo
mobiliza conhecimentos singulares gue ndo sdo
contemplados pelo algoritmo convencional. A ideia
dos “hexdgonos com buracos hexagonais” ndo
pode e nem pretende ser estendida para
demonstrar o caso geral. Ela "serve” dpenas pard o
caso especifico para o qual foi construida, e, para
Nos, nessa limitagdo reside o seu valor estético e
diddatico.

Por exemplo: como cqlculor geometricomente o
valor da soma |nf|n|t0| + 7+ + 2 Veja a seguir
duas composicoes posswels pqra mostrar que essa
soma e igual a %

Figura 2: Uma soma infinita, duas ilustragoes

1+1+1+ 1 1+1+1+ 1
4 42 4 3 4 427 43 ~ 3

Fonte: Elaborada pelo autor

Ambas as imagens indicam que a regido do interior do
poligono (o quadrado ou o “L") pode ser dividida em trés
partes de mesma drea, cada parte colorida de uma cor
(azul, vermelho ou verde). Por outro lado, cada uma
dessas partes € composta por uma sequéncia de
poligonos, na qual o maior poligono cobre %da regido
total, o segundo maior cobrere L da reglao total (ou
seja, cobre—- 1 ), o terceiro maior cobre , € assim
sucesswamente

Nessa brincadeira criativa, podemos langar mdo de
diversas formas geomeétricas, regulares ou ndo, poligonais
ou ndo, e até mesmo tridimensionais (como exercicio de
visualizagdo espacial, tente calcular geometricamente a
soma de uma PG infinita com rqzdo%).

Para leitores e leitoras que se interessarem pela
proposta de investigar e redescobrir, geometricamente, o
conceito de soma de PG infinita, especiamente com o
objetivo de desenvolver esse tipo de abordagem visudl,
intuitiva e exploratéria em sala de aula, alertamos que o
exercicio de escolher uma PG infinita e buscar uma
maneira de construi-la geometricamente pode ser muito
dificil, dependendo da razdo da PG (até hoje ndio consegui
fazer uma construgdo elegante para a PG infinita de
razdo ?) J&d o caminho contrdrio, de construir um
diagrama como os que apresentamos neste texto, e
enxergar nele uma soma de PG infinita, pode ser uma
introdugdo maiis suave a esse tipo de investigagdo.
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